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CHEZ  LE  MÊME  LIBRAIRE. 


Élemens  DP.  philosophie  îc  atukellk , renfermant  uu  grand  nombre  do  dévelop- 
pemens  neuf*  , *et  d’applicatious  usuelle»  et  pratiques,  à l’usage  des  gens  de 
lettres  , des  médecins  et  des  personnes  les  moins  versées  dans  les  mathématiques  ; 
par  Neil  Arnott,  traduits  de  l’anglais  sur  la  quatrième  édition , enricbis  de  notes 
et  d’additions  mathématiques  , par  T.  Richard. 

Tome  xrr,  i83o.  • — Mécanique  des  solides.  5 f.  5o  c. 

Tome  Qi , i83o.  — Mécanique  des  fluides.  7 f. 

Af.  Franccrur,  dans  la  Revue  encyclopédique,  s’exprime  ainsi  : <«  Les  F.lémens  de  Philo- 
sophie naturelle  do  Neil  Arnott  sont  populaires  dans  la  Grande-Bretagne  , parce  qu’il# 
mettent  la  mécanique  et  la  physique  à la  portée  des  gens  du  monde,  et  donnent  l’explication 
de  la  plupart  des  phénomènes  qfii  se  passent  chaque  jour  sous  les  yeux.  Quatre  éditions  suc- 
cessives de  cet  ouvrage  , publiées  en  peu  d’années  , prouvent  le  cas  qu’on  en  fait  en  ce  pays. 
C’est  donc  une  entreprise  digne  d’éloges  de  le  faire  connaître  aux  lecteurs  français  qui  sau- 
ront l’apprécier.  L’auteur  de  ce  livre  a eu  pour  but  d’initier  à tous  les  mystères  de  la  philo- 
sophie naturelle  les  personnes  les  plus  étrangères  à l’étude  des  mathématiques.  La  traduction 
est  rédigée  avec  clarté.  Cet  ouvrage  mérite,  à tous  égards,  d’obtenir  en  France  un  accueil 
aussi  favorable  qu’il  a reçu  en  Angleterre. 

Élemens  DK  physiologie  VEGETALE  ET  de  botaniquk  ; par  Mirbel  (C.  F.  Bris- 
seau  ) , 3 vol.  iu-8°,  dont  un  composé  de  72  planches,  gravées  avec  le  plus  grand 
soin  par  Forasell.  Paris  , 18 15.  * i5  f. 

Ces  éléraens  doivent  ctre  mis  au  nombre  des  meilleurs  ouvrages  destinés  à l’instruction  , 
non  des  entons  , car  ils  supposent  nn  degré  de  connaissances  qui  n 'appartiennent  pas  4 leur 
âge;  mais  des  jeunes  gens  qui  se  destinent,  soit  à la  culture  des  sciences  naturelles,  soit 
à des  occupations  qui  exigent  un  véritable  savoir  en  botanique.  L’homme  du  monde  y 
trouvera  aussi  co  qui  lui  convient,  s’il  aime  à cultiver  son  intelligence  par  l’exercice  des 
bonnes  méthodes  de  raisonnement  et  par  l’acquisition  de  connaissances  précises  et  complète# 
sur  un  sujet  aussi  plein  d’intérêt  que  les  phénomènes  de  la  végétation. 

Méthode  simple  et  facile  pour  lever  les  plans,  suivie  d’un  Traité  dn 
nivellement  , d’un  abrégé  des  règles  du  Lavis  et  des  élémeus  de  Trigono- 
métrie rectiligne  ; avec  12  planches  , dont  9 enluminées , par  F.  Lecoy  , géo- 
graphe , 5e  édition  revue  et  corrigée  , i83o.  4 f. 

Manuel  ou  guide  de  ceux  qui  veulent  bâtir  , ouvrage  à l'usage  des  pro- 
priétaires des  villes  et  des  campagnes,  où  l'on  trouve  une  méthode  très  simple 
et  à la  portée  de  tout  le  monde,  pour  toiser,  estimer  et  employer  tout  les  ma- 
tériaux qui  entrent  daus  la  bâtisse;  suivi  d'un  précis  des  lois  et  arrêtés  relatifs 
à la  bâtisse  et  à la  voirie  urbaine,  avec  4 planches  ; par  F.  Lecoy,  architecte-ex- 
pert, i83o.  Deuxième  édition.  3 f.  5o  c. 

Traité  pratique  de  chimie  appliqué  aux  arts  et  manufactures  , à l’hygiène , 
et  à l'économie  domestique,  par  Gray;  traduit  de  l’auglais,  considérablement 
augmenté  , et  mis  en  harmonie  avec  uos  besoins  , nos  usages  , ou  les  matières 
que  nous  pouvons  employer  , par  T.  Richard  , 3 vol-  iu-8°  et  un  atlas  de  100 
planches,  ou  379  fig.  Paris,  1829.  33  f. 

Les  journaux  les  pins  estimés  sont  tombés  d’accord  snr  l’extrême  importance  de  cet  ou- 
vrage, véritable  chimie  des  manufacturé rs , dont  la  publication  tendrait  à faire  disparaitre 
l’infériorité  de  nos  procédés  sur  ceux  de  nos  rivaux  en  industrie  ; nous  renvoyons»  la  Biblio- 
thèque universelle  de  Genève , à la  Revue  encyclopédique,  au  Bulletin  des  sciences  technolo- 
giques, au  Moniteur,  à l’Industriel,  etc. , db  18’19. 

Cent  planches  gravées  avec  beaucoup  de  soin,  accompagnent  cet  ouvrage. 

Cours  de  chimie  générale  , par  M.  Laugier  , professeur  de  chimie  au  Jardin  dn 
Roi  ; 3 forts  vol,  iu-8°,  avec  un  bel  atlas  composé  de  8 pl.  , un  texte  explicatif, 
uDe  table  aualylique  des  matières  , et  une  table  alphabétique  des  auteurs  cités 
dans  l’ouvrage.  1829.  24  f* 

Cours  de  chimie,  par  M.  Gay  Lussac;  comprenant  l'histoire  des  sels  , la  chimie 
végétale  et  auimale  ; cours  fait  à la  Faculté  des  sciences,  et  recueilli  par  la  sté- 
nographie, revu  par  M. Gaultier  de  Claubry,  ancien  répétiteur  de  chimie  à l’F.cole 
polytechnique,  professeur  de  chimie , a forts  vol.  in-8°  ( 33  leçons  ).  Paris, 
1828.  * 18  f 
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AVANT-PROPOS. 


L’adoption  provisoire  d’un  abrégé  du  Cours  de  Mathéma- 
tiques de  Bezout  , à l’École  spéciale  militaire,  était  fondée 
sur  la  nécessité  de  mettre  entre  les  mains  des  Élèves  un 
ouvrage  qui  leur  rappelât  les  leçons  des  Professeurs  et  leur 
fournît  en  même  temps  des  applications  utiles.  Mais  cet  ou- 
vrage, malgré  son  mérite  incontestable,  était  trop  incomplet, 
à plusieurs  égards,  pour  pouvoir  servir  long  temps  de  base 
à l’enseignement  dans  cette  bcole. 

Le  Cours  de  Mathématiques  que  l’on  publie  aujourd’hui , 
est  un  précis  des  leçons  données  par  les  Professeurs  de  l’École 
spéciale  militaire  de  Saint-Cyr.  Ils  l’ont  rédigé  par  les  ordres 
et  d’après  les  idées  de  M.  le  général  de  division  Bellavène  , 
directeur  des  études  de  cette  grande  licole , qui  a désiré  que 
l’enseignement  fût  uniformo  et  en  harmonie  avec  les  con- 
naissances mathématiques  que  la  plupart  des  jeunes  gens 
puisent  dans  les  Lycées , avant  d’entrer  aux  Écoles  militaires. 
Ce  Cours  est  le  résultat  de  cinq  années  d’expérience  qui 
ont  fait  connaître  ce  qui  convenait  particulièrement  à l’objet 
que  l’on  avait  à remplir. 

L’arithmétique  est  présentée  de  manière  h suffire  aux  cal- 
culs qui  ont  rapport  h l’administration  et  à la  comptabilité 
des  corps  et  des  compagnies.  On  a placé  dans  l’Algèbre  les 
extractions  des  racines  et  la  théorie  des  logarithmes,  parce 
que  ces  parties  peuvent  y être  traitées  d’une  manière  plus 
lumineuse  et  plus  générale. 

L’Algèbre  précède  la  Géométrie  , parce  qu’il  est  naturel 
de  ne  pas  séparer  le  calcul  algébrique  du  calcul  numérique, 
et  que  d’ailleurs  la  Géométrie  tire  bien  plus  de  secours  de 
l’Algèbre  que  l’Algèbre  n’en  pourrait  tirer  de  la  Géométrie. 
On  en  verra  des  exemples  remarquables  dans  plusieurs  pro- 
blèmes, et  notamment  dans  l’évaluation  du  segment  sphérique 
et  le  calcul  des  dimensions  d’une  batterie. 

Dans  la  Géométrie,  on  a tâché  de  s’écarter  le  moins  possible 
de  la  Géométrie  de  M.  Legendre  et  de  celle  de  M.  Lacroix, 
en  sacrifiant  quelque  chose  de  l’extrême  rigueur  de  plusieurs 
démonstrations , afin  de  rendre  plus  faciles  pour  tous  l'in- 
telligence des  vérités  géométriques  ; mais  l’on  a fait  en  sorte 
que  la  concision  ne  nuisît  point  è la  clarté  des  raisonnemens, 
et  ne  rompît  point  la  chaîne  des  propositions. 


vj  Avant-propos. 

Après  avoir  exposé , dans  le  premier  livre  de  cette  partie 
du  Cours , les  propriétés  des  lignes  et  des  surfaces , on  passe 
à la  résolution  de  divers  problèmes  qui  y sont  relatifs  , et 
l’on  donne  les  solutions  graphiques  de  ces  problèmes  et  celles 
que  fournit  le  calcnl  numérique,  soit  que  l’on  opère  sur  le 
terrain,  soit  que  l’on  travaille  dans  le  cabinet. 

Le  second  livre  est  consacré  à l’exposition  des  propriétés 
des  plans,  des  corps  à faces  planes  et  des  corps  ronds,  on  y 
trouve  aussi  quelques  considérations  sur  la  mesure  des  corps 
qui  constituent  les  ouvrages  de  fortifications  ; matière  qui  n’a 
pas  été  présentée  avec  assez  de  détails  par  Bezout. 

Le  troisième  livre  a pour  objet  la  Géométrie  descriptive  , 
ou  la  théorie  des  projections;  mais  cette  science  est  restreinte 
à ce  qu’il  importe  le  plus  d’expliquer  aux  Élèves  des  Écoles 
militaires  qui  doivent  suivre  le  Cours  de  fortification. 

Le  quatrième  livre  comprend  la  théorie  et  la  pratique  du 
Nivellement.  On  entre  encore  ici  dans  plus  do  détails  que 
Bezout,  parce  qu’il  peut  arriver  qu’un  oflicier  soit  chargé 
d’une  opération  plus  difficile  que  celle  qui  consiste  à tracer  un 
petit  profil  de  retranchement. 

Vient  ensuite  le  cinquième  livre,  qui  renferme  la  Trigo- 
nométrie rectiligne,  dont  on  expose  succinctement  et  suffi- 
samment les  principes,  ainsi  que  son  application  à la  mesure 
des  distances  et  des  hauteurs,  et  aux  calculs  d’un  front  de 
fortification. 

On  trouve,  en  outre,  dans  ce  livre  un  petit  Traité  du  Levé 
des  plans  : cette  matière , sur  laquelle  Bezout  a laissé  beau- 
coup h désirer , y est  présentée  avec  toute  l’étendue  conve- 
nable. Ensuite  on  indique  brièvement  les  dilTérens  procédés 
géométriques  qu’on  peut  mettre  en  usage  pour  copier  ou 
réduire  les  cartes  topographiques , parce  qu’il  est  essentiel 
d’y  exercer  les  élèves  avant  de  leur  faire  dessiner  le  terrain 
à vue. 

Le  sixième  livre  comprend  des  notions  élémentaires  de 
Géométrie  analytique,  propres  à faire  saisir  l’esprit  des  dé- 
monstrations de  certaines  propositions  de  Mécanique , et  à 
mettre  sur  la  voie  de  la  recherche  des  propriétés  de  l’é- 
tendue. 

Enfin  dans  la  Mécanique,  après  les  applications  des  prin- 
cipes de  Statique  aux  machines  simples  et  h d’autres  en  usage 
dans  l’artillerie,  on  donne  un  aperçu  de  Dynamique  et  d’Hy- 
drostaliquc;  ce  qui  conduit  naturellement  à exposer  la  théo- 
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rie  «lu  mouvement  des  projectiles,  et  celle  du  baromètre , 
dont  on  fait  ensuite  l’application  à la  mesure  des  hauteurs. 

Dans  tout  cet  Ouvrage,  on  s’est  imposé  une  concision  qui 
cependant  est  graduée  do  manière  que  les  premières  parties 
sont  plus  développées  que  les  autres,  et  cela  afin  que  les 
Élèves  acquérant  plus  d'habileté  h s’approprier  les  leçons  des 
Professeurs , soient  plus  h même  d’en  faire  un  jour  des  ap- 
plications avec  discernement. 

C’est  aussi  dans  cette  vue  que  l’on  a terminé  ce  Cours  par 
une  table  des  définitions  et  des  principes  , rédigée  h l'exemple 
de  celle  de  Bezout  ; laquelle  a le  double  avantage  de  pré- 
senter , dans  un  cadre  beaucoup  plus  étroit , l’ensemble  et  la 
filiation  des  théories  mathématiques  , et  d’offrir  aux  Elèves 
une  sorte  de  programme  qui  les  aidera  à faire  eux-mêmes  le 
résumé  des  leçons  de  leurs  Professeurs , et  à se  rendre 
compte  , par  ce  moyen  , de  l’état  de  leurs  connaissances. 

Celte  deuxième  édition  diffère  peu  de  la  première,  quant 
au  plan  général;  toutefois  des  améliorations  de  détail  lui 
assureront  sans  doute  une  préférence  méritée.  Non-seulement 
tous  les  calculs  ( sans  exception  aucune)  en  ont  été  refaits, 
ce  qui  a permis  de  faire  disparaître  un  assez  grand  nombre  de 
ces  fautes  qui  arrêtent  les  Elèves  même  les  plus  intelligens  ; 
mais  des  développemcns  nombreux  et  propres  à rendre  l’étude 
de  l’ouvrage  moins  dépendante  des  secours  du  professeur , ont 
éclairci  les  théories  les  plus  difficiles  , afin  d’en  rendre  l’intel- 
ligence moins  laborieuse.  Nous  ne  pouvons  indiquer  ici  quelles 
parties  de  l’ouvrage  ont  reçu  ces  développemens  ; quelles 
autres  ont  subi  des  modifications  et  des  additions  réclamées 
par  les  professeurs  qui  avaient  adopté  ce  Cours  pour  base  de 
leur  enseignement;  cependant  il  n’est  peut  être  pas  inutile 
de  les  prévenir  que  cédant  à leurs  justes  observations , on  a 
rétabli  dans  les  calculs  de  la  trigonométrie  l’ancienne  division 
du  cercle,  tout  en  conservant  la  nouvelle.  Cette  amélioration 
permettra  aux  Elèves  d’employer  indifféremment  les  tables  de 
Borda  et  Delainbre , construites  suivant  les  divisions  en  grades, 
ou  celles  de  Cullen  , Plauzolles  ou  Lalande  , construites  sui- 
vant celle  en  degrés. 
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alphabet  pour  faciliter  la  lecture  des  calculs  où  Von 
fait  usage  de  lettres  grecques. 


A a ...  . 

. . Alpha. 

B0«.  . . . . 

. Béta. 

T yt r . . . 

. Gamma. 

AJ'.... 

. Delta. 

El 

. Epsilon. 

Z? 

. Zêta. 

H» 

. Êta. 

©6*  . . . . 

. Thêta. 

li  ...  . 

. Iota. 

K x • . • . 

. Cappa. 

AA.  . . . 

. Lambda. 

Mfs.  . . . 

. Mu. 

N »...  . 

. Nu. 

S?.  . . . 

• • • 

. Xi. 

O e . . . . 

. Omicron. 

ri»*.  . . 

. Pi. 

vr P . . . 

• • • 

. Rho. 

Sri... 

. Sigma. 

Tri  . . . 

. Tau. 

T v . . . . 

. Upsilon. 

+ <P  . . . . 

. Phi. 

XX 

. Chi. 

'¥  4.  ... 

. Psi. 

fi  ».  . . . 

, . Oméga. 

Explication  de  quelques  termes  usités  en  mathématiques. 

Un  axiome , est  une  vérité  évidente  par  elle-même. 

Un  théorème , est  une  vérité  ou  une  proposition  à démontrer. 

Un  corollaire,  une  conséquence  d’une  proposition  démontrée. 
Un  problème , une  question  à résoudre. 

*Un  lemme , une  proposition  qui  sert  de  préparation  à une  autre. 
Un  scholie , une  remarque  faite  sur  une  proposition.  . 
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ARITHMÉTIQUE 

NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


1 .  O.v  appelle  quantité  tout  ce  qui  est  susceptible  d'augmenta-» 
lion  ou  de  diminution;  unité , toute  quantilé  à laquelle  on  compare 
celles  de  inêitie  espèce  pour  les  mesurer  ou  les  évaluer;  nombre, 
la  réunion  de  plusieurs  unités  de  même  nature,  ou  le  rapport  qui 
exprime  combien  de  fois  une  quantité  contient  cellede  même  espèce 
qu’on  a prise  pour  unité.  L'objet  des  Mathématiques  est  de  déter- 
miner  ce  rapport. 

2.  Les  Mathématiques  pures,  comprennent  l’Arithmétique  et  l’Al- 
gèbre ou  le  calcul;  la  Géométrie  ou  la  mesure  de  l’étendue,  et 
l'application  du  calcul  à la  Géométrie. 

Les  Mathématiques  mixtes  , ou  Sciences  Physico-Mathématiques , 
comprennent  la  Mécanique,  l’Astronomie,  l’Optique,  etc. 

3.  L’ Arithmétique  est  la  science  des  nombres , elle  en  comprend 
la  numération  et  le  calcul. 

4-  Un  nombre  est  entier,  fractionnaire,  ou  simplement  une  frac- 
tion , selon  qu’il  est  composé  d’unités  entière»  ou  d’unités  et  de 
parties  d’unités  , ou  simplement  de  parties  de  l’unité  : ainsi  on  a un 
nombre  entier  dans  trois,  un  nombre  fractionnaire  dans  trois  et 
demi , et  une  fraction  dans  trois-quarts. 

Un  nombre  est  abstrait  ou  concret,  suivant  qu’il  est  énoncé  sans 
ou  avec  l’espèce.  Ainsi  on  a un  nombre  abstrait  dans  trois,  ou  trois 
fois,  et  un  nombre  concret  dans  cent  boulets. 

De  la  numération  des  nombres  entiers  et  des  parties 
décimales. 

5. La  Numération  est  l’art  d’énoncer  et  d’écrire  les  nombres. 

G.  Pour  énoncer  les  nombres,  on  les  décompose  en  différentes 
tranches , savoir:  celle  des  unités,  celle  des  mille,  celle  des  millions, 

Arithmétique,  1 
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celle  des  billions,  celle  des  trillions,  etc.  Chaque  tranche  est  com- 
posée d’unités,  de  dixaines  et  de  centaines,  ces  tranches  se  lient 
entre  elles,  par  la  convention  qu’un  mille  vaut  dix  centaines  d'u- 
nités ; qu’un  million  vaut  dix  centaines  de  mille  ; un  billion  ( qu'on 
appelle  encore  en  finances  un  milliard),  dix  centaines  de  millions} 
un  trillion  , dix  centaines  de  billions,  etc. 

On  énonce  d’abord  les  centaines,  les  dixaines  et  les  unités  de  la 
tranche  la  plus  élevée  en  valeur;  ensuite,  et  successivement,  celles 
des  tranches  immédiatement  inférieures. 

EXEMPLE. 

II  y a trente-un  millions,  cinq  cent  cinquante-six  mille,  neuf 
cent  trente-deux  secondes,  dans  l'année  solaire. 

7.  La  Grammaire  enseigne  à écrire  les  nombres  en  toutes  lettres. 

8.  Dans  le  calcul,  on  écrit  on  on  exprime  les  nombres  avec  dix 
caractères  que  l’on  nomme  chiffres.  En  voici  la  figure , et  le  nom  ou 
la  valeur  : 

o,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  fi,  9- 

zéro,  un,  deux,  trois,  quatre, cinq,  six , sept,  huit,  neuf. 

Pour  exprimer  les  nombres  au-delà  de  neuf,  on  emploie  plu- 
sieurs chiffres;  à cet  effet,  ces  mêmes  chiffres  ont  une  valeur  qui 
dépend  et  de  la  place  qu’ils  occupent  et  de  la  manière  d’énoncer  les 
nombres. 

Si  on  compte  ces  places  de  droite  a gauche,  les  trois  premières  . 
sont  pour  la  tranche  des  unités;  les  trois  suivantes  pour  la  tranche 
des  mille;  la  7e,  la  8e  et  la  9%  pour  la  tranche  des  millions;  les 
trois  suivantes,  pour  les  billions,  etc.  Dans  chaque  tranche,  les 
chiffres  expriment  des  unités  à la  ire  place,  des  dixaines  à la- 2*, 
des  centaines  à la  3e. 

q.  D’après  cet  exposé,  il  est  facile  d’exprimer  en  chiffres  un 
nombre  énoncé  dans  le  discours,  ou  écrit  en  toutes  lettres;  voici  la 
règle  : 

Exprimez  successivement  les  centaines,  les  dixaines  et  les  unités 
de  chaque  tranche  , en  commençant  par  celle  qui  a la  plus  grande 
valeur.  Distinguez  les  tranches  en  laissant  entre  elles  un  petit  in- 
tervalle. 

EXEMPLES. 

Le  nombre  énoncé  à la  fin  du  n°  6 est  égal  3i  55 G 932. 

S’il  manque  des  centaines  ou  des  dixaines  ou  des  unités  dans 
une  tranche,  on  met  un  zéro  à la  place;  cependant,  si,  d’après 
cette  règle,  il  se  trouvait  un  ou  deux  zéros  à la  gauche  des  chiffres 
significatifs,  on  les  supprimerait  comme  inutiles. 

Pour  exprimer  que  la  circonférence  de  la  terre  est  de  vingt  mil- 
lions, cinq  cent  vingt-deux  mille  neuf  cent  soixante  toises,  ou  de 
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quarante  millions  de  mètres,  on  écrirait  20  5aa  960,  pour  le  pre- 
mier nombre,  et  40  000  000  pour  le  second. 

10.  Il  ne  sera  pas  plus  difficile  d’énoncer  ou  d’écrire  en  toutes 
lettres  un  nombre  exprimé  en  chiffres. 

Partagez  le  nombre  proposé  en  tranches  de  3 chiffres,  en  allant 
de  droite  à gauche.  Enoncez  ensuite  ou  écrivez  les  centaines,  les 
dixaines  et  les  unités  de  chaque  tranche , sans  oublier  le  nom  de  la 
tranche,  en  allant  de  gauche  à droite.  S’il  se  rencontre  des  zéros, 
il  faut  les  passer,  sans  rien  écrire  ou  énoncer. 

EXEMPLES. 

1 234  567  890  = un  billion  , deux  cent  trente-quatre  millions , cinq 
cent  soixante-sept  mille,  huit  cent  quatre-vingt  dix;  ioo  002  000  o3o 
— cent  billions,  deux  millions,  trente.  Le  signe  = placé  entre  l’ex- 
pression en  chiffres  et  celle  en  lettres,  se  nomme  signe  d’égalité,  et 
se  prononce  'égale. 

I 1 . En  allant  de  droite  à gauche,  la  valeur  des  chiffres  croit 
en  progression  décuple,  c’est-à-dire  devient  de  10  en  lofois  plus 
grande;  et  les  unités  d’un  chiffre  quelconque,  font  le  décuple  de  celles 
du  chiffre  placé  à sa  droite,  et  le  dixième  de  celles  du  chiffre  mis  à 
sa  gauche. 

On  rend  donc  un  nombre  successivement  10,  100,  1000  fois  plus 
grand,  en  mettant  un  ou  deux , ou  trois  zéros  à sa  droite.  Ainsi  36oo 
z=.  cent  fois  36  , et  2400  francs  font  240  000  centimes. 

Quand  un  nombre  est  terminé  par  des  zéros,  on  le  rend  10  ou  100, 
ou  1000  fois  plus  petit,  en  supprimant  1 ou  2,  ou  3 zéros.  Ainsi 
36o  est  le  dixième,  et  36  le  centième  de  36oo.  Ainsi  3oo  000  cen- 
times font  3ooo  francs. 

De  la  numération  des  parties  décimales. 

* 

I 2.  On  nomme  en  général  parties  décimales , ou  simplement  déci- 
males , et  en  particulier dixième,  centième,  millième,  dix-millième, 
cent-millième,  millionième,  dix-millionième,  cent-millionième , 
billionième,  etc.,  les  parties  de  l'unité  divisée  successivement  par 
to  , par  100,  par  1000,  par  10000,  par  100000,  par  1000000,  etc. 

La  première  dénomination  leur  a ‘été  donnée,  parce  qu’elles  sont 
des  dixièmes  les  unes  des  autres,  et  qu’on  peut  regarder  les  cen- 
tièmes comme  des  dixièmes  de  dixième,  les  millièmes  comme  des 
dixièmes  de  centième,  et  ainsi  de  suite. 

Celte  manière  de  diviser  l’unité  est  la  plus  commode  pour  le  cal- 
cul : on  l'a  adoptée  dans  les  nouvelles  mesures. 

Si  un  nombre  est  composé  d’unités  entières  et  de  parties  déci- 
males , 011  énonce  séparément  les  unes  et  les  autres.  On  peut  aussi 
convertir  les  unités  en  décimales. 

On  énonce  celles-ci  en  les  réduisant  à leur  plus  petite  espèce. 
Ainsi  au  lieu  de  trois  unités,  quatre  dixièmes,  six  centièmes  et 
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huit  millièmes,  on  dit  trois  unités  et  quaire  cent  soixante-huit  mil- 
lièmes. On  peut  dire  aussi  trois  mille  quatre  cent  soixante-huit  mil- 
lièmes. 

Pour  les  exprimer  en  chiffres,  après  avoir  mis  une  virgule  ou 
un  point  à la  droite  des  unités,  on  écrit  de  suite  et  successivement 
les  dixièmes,  les  centièmes,  les  millièmes,  les  dix-millièmes , les 
cent-millièmes,  les  millionièmes,  etc.,  en  sorte  que  si  on  compte 
les  places  de  gauche  à droite,  les  dixièmes  sont  à la  première,  les 
centièmes  à la  seconde,  les  millièmes  à la  troisième,  les  dix-inil- 
lièmes  à la  quatrième,  les  cent-millièmes  à la  cinquième,  et  les 
millionièmes  à la  sixième.  Ceci  est  une  conséquence  nécessaire  de 
la  numération  adoptée  pour  les  nombres  entiers;  puisque  si  la  va- 
leur d’un  chiffre  croit  en  progression  décuple  de  droite  à gauche, 
elle  doit  décroître  dans  le  même  rapport  de  gauche  à droite. 

I ?>•  1er  PROBLEME  : Exprimer  en  chiffres  un  nombre  de  dé- 
cimales énoncé  dans  le  discours , ou  écrit  en  toutes  lettres. 

Règle  : Exprimez  d’abord  le  nombre  des  parties;  ensuite  mettez 
la  virgule  de  manière  que  le  dernier  chiffre  vers  la  droite  occupe 
la  place  qui  convient  à l'espèce  indiquée.  Enfin  écrivez  les  unités  à 
la  gauche  de  la  virgule. 


EXEMPLES. 

Exprimer  trois  unités  et  quatre  cent  vingt-un  millièmes.  Le  der- 
nier chiffre  i doit  occuper  la  troisième  place  après  la  virgule;  il 
faut  donc  la  placer  à gauche  du  4-  Enfin  écrivant  les  3 unités  à 
gauche  de  la  virgule,  l'expression  demandée  est  3,4zi. 

S’il  n’y  a point  d’unités,  on  met  un  zéro  pour  en  indiquer  l’ab- 
sence et  la  place.  Ainsi  cent  vingt-trois  millièmes  o,n3. 

S’il  manque  des  parties  décimales,  on  met  des  zéros  a leur  place. 
Ainsi  cent  trois  millièmesrr  o, iô3.  Vingt-trois  millièmes  z=o,oa3. 
Trois  millièmes  = o,oo3  ,*  et  deux  unités , cent  deux  millionièmes 
= 2,000102. 

I /j..  IIe  PROBLEME.  Enoncer  ou  écrire  en  toutes  lettres  un 
nombre  de  décimales  exprimé  en  chifftes. 

Règle  : Enoncez  ou  écrivez  d’abord  le  nombre  de  parties,  sans 
avoir  égard  à la  virgule;  ensuite  indiquez-en  l’espèce  : c’est  celle 
des  décimales  exprimées  par  le  dernier  chiffre  vers  la  droite. 

EXEMPLES. 

3,456  = trois  unités  quatre  cent  cinquante-six  millièmes.  0,406 
zz  quatre  cent  six  millièmes.  o,o56  zz  cinquante-six  millièmes.  0,006 
= six  millièmes.  Enfin  o,5i3o74  = cinq  cent  treize  mille  soixante- 
quatorze  millionièmes.  C’est  le  rapport  du  mètre  à la  toise. 

1 5.  Un  nombre  qui  renferme  des  décimales,  devient  îo  fois  plus 
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grand  ou  plus  petit,  suivant  que  la  virgule  y change  d’une  place 
vers  la  droite  ou  vers  la  gauche.  Ainsi  on  rend  12,34,  10  fois  plut 
grand  , en  écrivant  123,4;  et  io  fois  plus  petit,  en  écrivant  1,234. 
Dans  le  premier  cas,  chaque  chiffre  est  devenu  10  fois  plus  grand  ; 
et  dans  le  second,  10  fois  plus  petit. 

Il  est  aisé  de  conclure  de  cette  première  Règle,  qu’on  rendra  un 
nombre  io  fois,  îoofois,  1000  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  en  por- 
tant la  virgule  d'une  ou  de  deux , ou  de  trois  places,  vers  la  droite 
ou  vers  la  gauche.  Ainsi  les  nombres  1 2,345 , i '*3,45  , i 234,5 , sont , 
le  premier  io  fois,  le  second  too  fois,  le  troisième  1000  fois  plus 
grand  que  i, *345.  Ainsi  les  nombres  123,45,  12,345,  1,2345,  sont 
le  premier  io  fois,  le  second  ioo  fois,  le  troisième  1000  fois  plus  petit 
que  1234,5. 

Si  l’on  ne  peut  avancer  ou  reculer  la  virgule  faute  de  chiffres  si- 
gnificatifs , on  y supplée  par  des  zéros.  Par  exemple,  pourque  12,34 
devienne  1000  fois  plus  grand  ou  plus  petit,  il  faut  écrire  12340  ou 
0,01234. 


APPLICATIONS. 

métra  toiica  décamètre  mètres  toises  kiloni, 

1 =zo,5i3o74;  1 ou  10  =5,i3o74;  1 

mètres  toises  mj-riamètre  mètres  toisea 

ou  1000  = 513,074  ; 1 ou  10000  = 5i3o,74; 

mètres  toises 

enfin  , le  quart  du  méridien  ou  10  000  000  — 5i3o74o. 

En  partageant  un  bénéfice  entre  des  associés,  ou  en  répartissant 
une  contribution , on  a trouvé  que  le  bénéfice  ou  la  contribution 
était  de  of,ia3456  pour  chaque  franc  du  capital  ou  du  revenu;  il 
est  facile  d’en  conclure  qu’il  faudra  prendre  if,a345Gpour  10  francs; 
i2f, 3456  pour  100  francs;  i23r,456  pour  1000  francs,  et  ainsi  de  v 

suite. 

Pareillement  le  prix  d’un  stère  de  bois  étant  de  celui 

d’un  décislère  ou  de  la  dixième  partie  d’un  stère  doit  être  de  2f,i5o, 
ou  2f,i5*;  et  le  prix  d’un  hectare  de  terre  étant  de  6a5r,5o*,  celui 
d’un  are  ou  de  la  centième  partie  d’un  hectare  sera  de  6,255o. 

1 6-  On  peut  supprimer,  en  totalité  ou  en  partie,  les  zéros  qui  se 
trouvent  à la  droite  du  dernier  chiffre  significatif  d’un  "nombre  qui 
est  composé  de  parties  décimales;  par  exemple: 

6,2550=  6,255;  et  o,5o  = o,5.  La  raison  en  est  facile  à saisir. 

En  effet,  si  on  diminue  le  nombre  des  parties,  on  en  augmente  la 
valeur  dans  le  même  rapport  et  vice  vend. 

Réciproquement  on  peut  écrire  autant  de  zéros  qu’on  veut,  à la 
droite  du  dernier  chiffre  significatif  d’un  nombre  de  décimales.  Ainsi 
o,5  — o,5o  =o,5oo;  alors  on  augmente  le  nombre  îles  parties, 
et  on  en  diminue  la  valeur.  C est  ainsi  que  of,2  = or,20,  ou  que 
2 décimes  = 20  centimes. 
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Passons  maintenant  aux  opérations  fondamentales,  qui  sont  l'Ad- 
dition , la  Soustraction , la  Multiplication  et  la  Division. 

De  V Addition  des  nombres  entiers  et  des  parties 
décimales. 

1 7 , V addition  est  uneopération  par  laquelle  on  cherche  la  somme 
de  plusieurs  nombres  donnés;  on  nomme  ainsi  un  nombre  égal  à 
ces  nombres  réunis.  On  indique  cette  opération  par  ce  signe  -1-, 
qu’on  place  immédiatement  à gauche  de  chaque  nombre  qu’on  se 
propose  d'ajouter;  ce  signe  se  prononce  plus.  Ainsi,  4 -f-  5 -f-  6 
— l5,  signifie  que  4,  plus  5,  plus  6,  égale  i5. 

lfr  PROBLÈME  : Trouver  la  somme  de  plusieurs  nombres  entiers. 

A 

Solution.  i°  On  écrit  les  nombres  donnés  les  uns  sous  les  autres, 
en  mettant  les  unités  sous  les  unités  , les  dixaines  sous  les  dixaines , 
les  centaines  sous  les  centaines,  et  en  général  les  quantités  de  mémo 
espèce  dans  une  même  colonne  verticale. 

2°  On  fait  la  somme  des  nombres  contenus  dans  chaque  ligne 
verticale,  en  commençant  par  celle  des  unités,  et  en  allant  de  là 
à celle  des  dixaines,  à celle  des  centaines,  etc.  Si  chaque  somme 
ne  passe  pas  neuf,  on  l’exprime  par  un  chiffre  mis  au  bas  delà 
ligne  verticale;  si  non  on  décompose  cette  somme  en  dixaines  et  en 
unités;  on  écrit  celles-ci  sous  la  ligne  verticale,  et  on  retient  les 
dixaines  par  la  pensée,  pour  les  ajouter  aux  nombres  qui  composen  t 
la  ligne  verticale  suivante.  Les  sommes  partielles  ainsi  écrites  suc- 
cessivement à la  gauche  les  unes  des  autres  , forment  la  somme  totale 
cherchée. 

EXEMPLE. 

Trouver  la  somme  des  cinq  nombres  suivans  : 123456,  783012, 
345678,  301234  et  567830. 

Disposition  des  nombres  donnés, 

1er  Nombre:  1234  56 


IIe 783012 

IIIe 345678 

IV* 301234 

Ve 567830  *, 


Somme.  . 2727270 

La  manière  de  calculer  la  somme  partielle  des  unités,  montrera 
comment  on  doit  opérer  pouravoir  les  autres,  Dans  cet  exemple,  on 
dit  6 et  2 font  8 et  8 font  16  et  4 font  20. 

La  première  somme  partielle  étant  20,  c’est-à-dire  2 dixaines  et  o 
unités,  on  pose  zéro  pour  les  unités,  et  l’on  reporte  les  2 dixaines  ' 
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à la  colonne  de  cet  ordre,  pour  Tes  ajouter  à la  somme  partielle 
qu’on  fait  de  cette  colonne.  Celle-ci  = 27  s:  20  -f-  7.  On  écrit  7 à 
gauche  du  o pour  exprimer  7 dixaines.  Les  ao  dixaines  restantes 
forment  a centaines  qui  se  reportent  à la  somme’partielle  des  cen- 
taines. Elle  devient  aa  ou  ao  -f-  a ou  a dixaines  plus  2.  On  laisse  2 
à côté  du  7 , pour  tenir  lieu  de  2 centaines.  Les  ao  centaines  res- 
tantes forment  a mille,  qu’on  ajoute  à la  somme  partielle  des  mille; 
celle-ci  = 27.  On  laisse  7 à gauche  du  chiffre  a , pour  faire  7 mille. 
On  ajoute  les  deux  dixaines  demilleà  la  somme  partielle  des  dixaines 
de  mille,  qui,  par  là,  devient  aa;  enfin,  ayant  mis  a dixaines  de 
mille  à gauche  du  chiffre  des  mille , et  fait  des  vingt  autres  dixaines 
de  mille  deux  centaines  de  mille,  on  les  ajoute  à la  sixième  et  der- 
nière somme  partielle,  qu’on  trouve  égale  à 27,  et  qu’on  écrit  en 
entier  à gauche  du  dernier  chiffre  a ; la  somme  totale , parla  réunion 
des  sommes  partielles,  devient  deux  millions  sept  cent  vingt-sept 
mille  deux  cent  soixante-dix. 

On  voit  comment  on  continuerait  le  calcul , s’il  y avait  plus  de  six 
lignes  verticales,  ou  plus  de  six  sommes  partielles,  ou  plus  de  six 
chiffres  dans  uu  ou  plusieurs  des  nombres  donnés. 

I 8.  C’est  pour  la  facilité  du  calcul  qu’on  écrit  les  nombres  don- 
nés , de  manière  que  les  quantités  de  même  espèce  se  trouvent  dans 
une  même  ligne  verticale.  C’est  avec  plus  de  raison  encore  qu’on 
calcule  les  sommes  partielles  en  allant  de  droite  à gauche.  Voici  un 
exemple  où  les  nombres  donnés  sont  écrits  à la  suite  les  uns  des 
autres  : ia34  -f-  5678  -f-  9012  -|-  3456  -j-  7890  =r  27270.  Il  a fallu 
rassembler  des  yeux  les  quantités  de  même  espèce  dans  chaque 
nombre.  On  se  fatigue  davantage , et  on  court  plus  de  risques  de  se 
tromper. 

Voici  un  autre  exemple  où  l’on  calcule  séparément  les  sommes 
partielles  de  gauche  à droite. 

• 4789 
6543 
2101 
* 9876 


199 

21  I 


23209 


a33og 

Il  a fallu  faire  3 opérations  pour  arriver  à la  somme  finale. 
ig.  Il  est  à propos  de  donner  des  exemples  pour  le  cas  où  les 
nombres  donnes  n’auraient  pas  autant  de  chiffres  les  uns  que  les 
autres. 

Soient  les  6 nombres  456,  7890,  12245,67,  890123  et  4. 
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Disposition  des  nombres  dans  l'ordre  où  ils  sont  donnés, 

456 
7890 
iaa45 
67 

890 ia3 

4 

910885 

Il  est  évident  que  l'on  obtiendrait  le  même  résultat , en  adop- 
tant une  toute  autre  disposition. 

Si  l'on  avait  beaucoup  de  nombres  à ajouter  ensemble  , on  pour- 
rait faire  plusieurs  additions  partielles;  la  somme  des  sommes  par- 
tielles serait  le  résultat  cherché. 

20.  On  entend  par  preuve  de  V addition , l’opération  par  laquelle 
on  vérifie  le  calcul.  Cette  vérification,  toujours  nécessaire,  se  fait 
de  plusieurs  manières;  la  plus  simple  consiste  à recommencer  le 
calcul , en  comptant  de  bas  en  haut  ou  de  haut  en  bas,  selon  qu’on 
a compté  la  première  fois  de  haut  en  bas  ou  de  bas  en  haut.  On 
peut  aussi  donner  aux  nombres  une  autre  disposition  , et  faire  une 
nouvelle  addition.  Dans  tous  les  cas  , il  faut  que  les  résultats  soient 
Jes  mêmes, 

11  y a aussi  la  preuve  par  la  soustraction;  on  en  parlera  après 
avoir  expliqué  la  soustraction. 

3 1 . IIe  PROBLÈME.:  Trouver  la  somme  de  plusieurs  nombres 
qui  renferment  des  parties  décimales. 

Solution.  Ecrivez  les  nombres  donnés  les  uns  sous  les  autres, 
en  mettant  les  unités  ou  parties  décimales  de  même  espèce  dans 
une  même  ligne  verticale.  Ensuite  faites  l'addition  comme  il  a été 
dit  pour  les  nombres  entiers  ( n°  17  ),  et  dans  la  somme,  placez  la 
virgule  à droite  du  chiffre  qui  exprime  des  unités,  ou  à gauche  de 
celui  qui  exprime  des  dixièmes, 

EXEMPLE. 

Soit  proposé  d’ajouter  les  4 nombres  suivans  t 49)8/6584 * 
15,798*49,  6,78901a  et  4,789656, 

OPÉRATION, 

49,876534 
I 5,798249 
6,78901a 
4,789656 

77,a5345t 


J.a  première  somme  partielle  étant  ai , on  pose  1 et  on  retient  a, 
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qu’on  joint  aux  nombres  delà  deuxième  ligne  vcriicale.  La  deuxième 
comme  partielle  devient  i5;  on  pose  5 et  on  retient  i,  pour  l'a- 
jouter aux  nombres  de  la  troisième  ligne  verticale.  On  continue  de 
même.  Cette  règle  est  fondée  sur  ce  que  la  valeur  des  parties  déci- 
males, comme  celle  des  unités  entières,  croit  en  progression  dé- 
cuple en  allant  de  droite  à gauche. 

Si  les  nombres  donnés  n’avaient  pas  autant  de  chiffres  décimaux 
les  uns  que  les  autres,  on  remplacerait  les  chiffres  décimaux  par 
des  zéros  mis  à la  droite  des  nombres  qui  en  avaient  le  moins. 

Soit  proposé  d’ajouter  ensemble  les  4 nombres  ; I,s3jj  5,67  ; 
8,90123  et  0,4^6789.  On  écrit  trois  zérosàdroite  du  premier  nom- 
bre; quatre  à droite  du  second,  et  un  à la  suite  du  troisième;  ce 
qui  n’en  change  pas  la  valeur  (n°  16),  et  on  fait  l’opération  comme 
il  a été  expliqué  (n°  ai).  Les  nombres  ont  alors  6 chiffres  décimaux 
chacun. 

OPÉRATION, 

1,234000 

5,670000 

» • 8,yoi23o 

0,466789 

1 6,2620 1 9 

Quand  on  est  bien  exercé,  on  fait  l’addition  sans  recourir  à cet 
expédient, 

EXEMPLE. 

421,7.5 

32jsi65 

0,0027 

1 1» 

465,5692 


De  la  Soustraction  des  nombres  entiers  et  des  parties 

décimales. 

22.  La  Soustraction  est  une  opération  par  laquelle  on  retranche 
un  nombre  d’un  autre.  Le  résultat  se  nomme  reste , e.rcès  ou  dif- 
férence.On  indique  la  Soustraction  par  ce  signe — qui  se  prononce 
moins , et  il  se  place  à gauche  des  nombres  qu’on  veut  soustraire. 

2 5.  1er  PROBLÈME  : Trouver  la  différence  de  deux  nombres. 

Solution. On  écrit  le  plus  petit  nombre  au-dessous  du  plusgrand, 
en  mettant  les  unités  sous  les  unités,  les  dizaines  sous  les  dizaines, 
etc.  Ensuite  on  retranche  chaque  nombre  inférieur  de  son  corres- 


Digitized  by  Google 


IO  COURS  DE  MATHÉMATIQUES. 

pondant  supérieur.  On  écrit  chaque  reste  au-dessous , et  on  met 
zéro  quand  il  ne  reste  rien. 

EXEMPLE. 

On  propose  de  retrancher  43a  i de  976a.  On  écrit  ccs  deux 
nombres  comme  il  suit  : 

976a 

43ai 

Différence  544  < ou  976a  — 43a  1 544  <• 


En  commençant  parle  chiffre  des  unités,  jedis  1 6té’de  a, reste  t, 
que  j’écris  au-dessous.  Puis  , passant  aux  dixaines,  jedis,  a ôté  de 
6 , reste  4 , que  j’écris  à gauche  des  unités.  Je  dis  de  même  pour  les 
centaines  , 3 ôté  de  7 reste  4 , et  pour  les  mille , 4 ôté  de  9 il  reste  5.- 
J’écris  les  4 centaines  à gauche  des  dixaines,  et  les  5 mille  à gauche 
des  centaines. 

2/j-  Lorsque  le  chiffre  inférieur  se  trouve  plus  grand  que  le 
chiffre  supérieur  correspondant,  on  ajoute  par  la  pensée  10  au 
chiffre  supérieur,  et  on  fera  ensuite  la  soustraction.  Pour  com- 
penser cette  erreur,  on  augmentera  d’uue  unité  le  chiffre  inférieur 
suivant,  avant  de  le  retrancher. 

EXEMPLE. 

Trouver  la  différence  des  nombres  ia345  et  6789.  On 
écrira...  . ia345 

6789» 

5556  Ainsi  12345 — 6789  = 5556. 


On  dit  9 ôté  de  i5  il  reste  6,  qu’on  écrit  4 la  place  des  unités. 
On  retient  la  dixaine,  et  on  dit  8 et  1 ou  9 ôté  de  14 'il  reste  5, 
qu'on  écrit  à gauche  des  unités.  On  retient  encore  la  dixaine,  et  on 
dit  7 + 1 , ou  8 ôté  de'  i3  il  reste  5.  Ce  sont  5 centaines  qu’on 
écrit  à gauche  des  dixaines.  Enfin,  on  retient  denouveau  la  dixaine , 
et  on  dit,  6 et  1 , ou  7 ôté  de  1a  il  reste  5,  qu’on  place  à gauche  des 
centaines.  J.a  différence  totale  se  trouve  être  de  5556. 

Au  lieu  d’augmenter  d'une  unité  le  chiffre-inférieur  suivant,  on 
peut  au  contraire  diminuer  le  chiffre  supérieur;  mais  cette  manière 
de  calculer  paraît  moins  commode.  Au  reste,  quelque  procédé 
qu’on  adopte , il  faut  s'appliquer  à le  bien  employer. 

25-  Il  '‘PROBLÈME  : Trouver  la  différence  de  deux  nombres 
qui  renferment  des  parties  décimales. 

La  règle  est  la  même  que  pour  les  nombres  entiers. 
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EXEMPLE  I". 

Retrancher  4,6ia3o4  de  9,876328. 

OPÉRATION. 

De  9,876528 
ôter  4,6(23o4 

Différence  6,264224 


EXEMPLE  II. 
Retrancher  4)6i23o4  de  9,106002. 

OPÉRATION. 

9,106002 

4,612304 

Différence  4,493698 


EXEMPLE  III. 

Trouver  la  différence  des  nombres  2,45ia  et  10, »5. 

OPÉRATION, 

io,25oo 

2,4612 

' 7.7988 


Dans  le  premier  exemple  il  n’y  a aucune  difficulté.  Dans  le 
second  exemple  , on  a dit  : 4 ôté  de  1 2 il  reste  8 ; 1 de  retenu  ôté  de 
10,  il  reste  9;  3 et  1 de  retenu,  ou  4 ôté  de  10,  il  reste  6 , etc. 
Le  troisième  exemple  rentre  dans  le  second,  au  moyen  des  deux 
xéros  écrits  à droite  du  nombre  10, 25  (n°  16  ). 

La  Soustraction  sert  de  preuve  à l’Addition.  Pour  cela  on  recom- 
mence l’Addition  par  la  gauche  : à mesure  qu'on  additionne  une 
colonne,  on  en  retranche  la  somme  de  celle  qui  se  trouve  écrite  au 
total , et  on  écrit  le  reste  au-dessous  à son  rang  pour  l’employer 
comme  dixaines  avec  le  chiffre  écrit  au  bas  de  la  colonne  suivante 
considéré  comme  unité.  En  continuant  ainsi,  on  doit  trouver  o 
pour  reste  à la  colonne  des  unités.  En  effet,  tous  ces  restes  étaient 
les  retenues  que  chaque  colonne  avait  reçues  de  la  précédente;  or, 
celle  des  unités  n’étant  précédée  d'aucune  autre,  n'a  reçu  aucune 
retenue. 

Ce  que  nous  avons  dit  ici  pour  la  colonne  des  unités,  s'applique- 
rait à celle  du  dernier  ordre  de  décimales,  s’il  s’en  trouvait  dans  les 
nombres  ajoutés. 
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EXEMPLE. 


ja 


4789 

6543 

2101 

9876 

a 3309 
au  10 

Je  retranche  21  , somme  que  donne ]a  colonne  des  mille,  de  23  qui 
se  trouve  sous  cette  colonne , et  j'écris  sous  le  3 le  reste  2,  qui , avec 
le  3 écrit  sous  les  centaines , donne  23  centaines  ; celte  colonne  n'en 
contient  que  21 , il  reste  2 centaines  ou  20  dixaines.  La  colonne  des 
dixaines  n'en  donne  que  19  ; j’écris  donc  au-dessous  1 dixaine,  qui, 
avec  le  9 écrit  sous  les  unités,  fait  19.  Ce  doit  être  la  somme  que 
contient  cette  colonne  , ce  l’est  en  effet , le  reste  est  o ; l’opération 
est  donc  bonne  : ou  , ce  qui  est  de  même,  de  la  somme  totale  qui 
contenait  les  sommes  partielles  des  unités,  des  dixaines,  des  cen- 
taines, des  mille,  nous  avons  retranché  les  sommes  partielles  des 
mille,  des  centaines,  des  dixaines,  des  unités,  et  il  ne  s’est  trouvé 
aucune  différence;  donc  la  première  somme  est  exacte. 

36.  La  preuve  de  la  Soustraction  se  fait  en  ajoutant  ensemble 
la  différence  et  le  nombre  qu’on  a retranché,  parce  que  la  somme 
doit  être  égale  au  plus  grand  des  deux  nombres  donnés.  Cela  est 
évident. 

EXEMPLES  : 

2486,173 

14,56789 

247i,6o5i  1 
Preuve  2486,17300 


De  la  Multiplication < 

37.  La  Multiplication  est  une  opération  par  laquelle  .on  prend 
un  nombre  autant  de  fois  qu'il  y a d'unités  dans  un  autre  nombre. 
On  appelle  multiplicande  le  premier  nombre,  multiplicateur  le  se- 
cond, et  produit  le  résultat.  On  donne  aussi  le  nom  de  facteurs 
aux  nombres  que  l’on  multiplie  l’un  par  l’autre  ; cette  dénomination 
est  nécessaire , surtout  quand  on  doit  multiplier  successivement  l’nn 
par  l’autre  plusieurs  nombres  donnés,  ou  quand  le  produit  d’une 
Multiplication  doit  devenir  facteur  d’une  nouvelle  Multiplication. 

38.  La  Multiplication  s’indique  par  ce  signe  X placé  entre  le 
multiplicande  et  le  multiplicateur,  ou  entre  les  deux  facteurs.  On 
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prononce  multiplié  par , si  le  multiplicande  est  le  premier,  et  mul- 
tipliant s’il  est  le  second.  On  peut  aussi  indiquer  la  même  opération 
par  un  point  placé  entre  les  deux  facteurs.  Ainsi  4 X 3 ou  4-3  z=  ta; 
c'est-à-dire  quatre  multiplié  par  3,  ou  multipliant  3 égale  ta. 

S’il  y avait  plus  de  deux  facteurs,  on  trouverait  le  produit  fi- 
nal , en  cherchant  d’abord  le  produit  des  deux  premiers  facteurs, 
lequel  se  multiplierait  par  le  troisième  facteur,  et  ainsi  de  suite. 
Par  exemple,  3.4.5  zz  ta. 5 = 6o.  On  prononce  3 multiplié  par  4, 
multiplié  par  5 , égale  ia  , multiplié  par  5 égale  6o.  Le  sens  est  qu’il 
faut  multiplier  3 par  4 d’abord,  ensuite  le  premier  produit  ta  par  5 
pour  avoir  le  produit  final  6o. 

2C).  Il  est  indifférent  démultiplier  4 par  3 ou  3 par 4 : le  produit 
est  toujours  ta.  Il  en  est  de  même  de  deux  facteurs  quelconques. 
Ainsi  6.5  = 5.6  zz  3o.  Quoique  ceci  paraisse  évident,  il  y a des  au- 
teurs qui  ont  cru  devoir  le  démontrer  ; c’est  ce  qu’a  fait  M.  Le- 
gendre dans  son  ouvrage  intitulé  ^Théorie  des  Nombres.  On  pourra 
se  faire  une  idée  de  sa  démonstration  par  l’exemple  suivant. 

Soit  proposé  de  multiplier  8 par  3,  on  aura  8.3  = (3  -+•  5)  .3  zz 
3.3  -+-  5.3,  ensuite  5.3  zz  (3-+-a)  .3  zz  3.3  -+-  a. 3;  puis  a. 3 zz  a. 

(a  -J-  i ) zz  a. a + a.i  ; enfin  a.x  zz  = Si 

on  réunit  ces  différens  produits  partiels,  on  aura  3.3 -{- 3.3 -4- a. a 
•+-I.I— J-i.i  ;=94'9-|-4-l-i-+-tzz  a4-  Qu’on  multiplie  à pré-  * 
sent  3 par  8 , on  aura  3.8  zz  3.  ( 3 ■+■  5)  zz  3.3  -|-  3.5;  ensuite  3.5 
zz3  (3-f-a)  =3.3  -t-  3. a;  puis  3. a zz  (a  -+•  i)  .iz  a.a  + i.a; 
enfin  i.a  zz  t ( i -j-  t ) zz  t.i  — î . i ; donc  3.8  = 3.3  ■+•  3.3  •+■  a. a 
+ i.t  +t.t=9+9+4+i  + i=a4- 

On  voit  que  cette  démonstration  consiste  à décomposer  le  produit 
total  en  produits  partiels  qui  ont  des  facteurs  égaux.  Comme  ont 
obtient  les  mêmes  produits  partiels , par  les  deux  procédés,  le  pro- 
duit total  est  le  même  , et  l’ordre  dans  lequel  on  multiplie  les  deux 
facteurs  est  indifférent.  L’Algèbre  et  la  Géométrie  donnent  plus  de 
généralité  à cette  démonstration. 

3o.  La  Multiplication  doit  son  origine  à l’Addition.  En  effet, 
si  on  imagine  que  les  nombres  qu’on  doit  ajouter  ensemble  soient 
égaux  entre  eux,  il  y aura  deux  moyens  d’en  obtenir  la  somme, 
d’abord  en  faisantTaddition  , comme  à l’ordinaire,  ensuite  en  pre- 
nant un  de  ces  nombres  autant  de  fois  qu’il  y en  a ; c’est  ce  second 
procédé  qu’on  nomme  Multiplication.  Ainsi  l’idée  primitive  de  la 
Multiplication  est  une  addition  de  nombres  égaux.  Le  multiplicande 
représente  un  des  nombres  égaux,  le  multiplicateur  indique  com- 
bien il  y en  avait,  et  le  produit  eu  est  la  somme. 

EXEMPLE. 

Soit  proposé  d’ajouter  ensemble  6 nombres  égaux  à 7.  La  somme, 
par  l’addition  ordinaire  sera,  7 —J—  7 -4-  7 — f—  7 -J-j-H  7 zz  4a>  pat* 
l’addition  qu’on  nomme  Multiplication , cette  somme  deviendra  le 
produit  7.6  = 4». 
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La  Multiplication  simplifie , abrège  et  rend  praticable  l’addition 
des  nombres  égaux,  dans  le  cas  où  les  calculs  seraient  compliqués, 
longs  et  inexécutables. 

3 I . Nous  distinguerons  trois  cas  principaux  : le  premier,  quand 
les  deux  facteurs  ne  sont  composés  que  d’un  chiffre  ; le  second  , 
quand  l'un  a plusieurs  chiffres  et  l’autre  un  seul;  le  troisième, 
quand  l’un  et  l’autre  ont  plusieurs  chiffres. 

3a-  Ier  Cas.  Multiplier  un  nombre  d’un  chiffre  par  un  nombre 
d’un  chiffre. 

Il  faut  savoir  de  mémoire  tous  les  produits  de  ce  genre  ; ils  se 
trouvent  réunis  dans  la  table  suivante,  qui  porte  le  nom  de  Table 
de  Pythagore. 


fl 

3 

6 

B 

8 

9 

4 

B 

8 

10 

B 

B 

16 

18 

3 

6 

9 

B 

i5 

18 

21 

24 

B 

4 

8 

12 

i 

20 

24 

28 

32 

36 

5 

10 

i5 

20 

25 

3o 

35 

4o 

45 

6 

12 

18 

24 

3o 

36 

42 

48 

54 

B 

i4 

2 1 

28 

35 

42 

49 

56 

63 

8 

16 

24 

32 

40 

48 

56 

64 

72 

9 

jy 

36 

45 

54 

63 

B 

8! 

I/usage  de  cette  table  consiste  à chercher  l’un  des  facteurs  dans 
la  ligne  horizontale  supérieure,  et  l’autre  dans  la  ligne  verticale  il 
gauche.  Le  produit  se  trouve  à la  fois  sur  la  ligne  verticale  qui  passe 
par  le  premier  facteur  et  sur  la  ligne  horizontale  qui  passe  par 
le  second. 

Quand  les  deux  facteurs  sont  égaux  , on  trouve  le  produit  une 
fois  dans  le  tableau,  et  quand  ils  sont  inégaux,  deux  fois.  Ainsi  7.7 
= 4 9 et  8.7 =7.8  = 56.  Au  reste,  on  ne  doit  recourir  à celte  table 
que  pour  apprendre  à s’en  passer  totalement. 
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IIe  Cas.  Trouver  le  produit  de  deux  facteurs,  dont  l’un  a plu- 
sieurs chiffres , et  l’autre  un  seul. 

Règle  : Il  faut  multiplier  successivement  chaque  chiffre  du  pre- 
mier, en  allant  de  droite  à gauche,  par  celui  du  second  ; et  écrire 
les  produits  partiels  dans  le  même  ordre  de  droite  à gauche. 

EXEMPL  E. 

« 

Soit  proposé  de  multiplier  ia34  par  2. 

OPÉRATION. 

Ier  Facteur.  . . ia34 
II* 2 


Produit  . . . 2468 


Je  dis  2 fois  4=8,  que  j’écris  au-dessous  de  la  ligne  verti- 
cale ; ensuite  a fois  3 font  6 , que  j’écris  à côté  de  $ à gauche , puis 
2 fois  î = 4,e!î  fois  1 = a que  j’écris  comme  on  voit.  Le  produit 
total  = 2468  : ce  qui  est  évident,  puisqu’il  est  formé  de  la  réunion 
des  produits  partiels.  On  peut  encore  raisonner  ainsi  : multiplier 
ia34  para  , c’est  prendre  a fois.  1234.  Or  on  a pris  2 fois  les  unités , 
les  dixaines,  les  centaines  et  les  mille  ou  toutes  les  parties  de  ce 
nqmbre;  donc  on  a rempli  le  but  qu’on  s’était  proposé. 

Lorsqu'un  produit  partiel  est  plus  grand  que  9,  on  le  décompose 
en  dixaines  et  en  unités;  on  écrit  seulement  les  unités  à la  place 
destinée  à ce  produit,  et  on  retient  les  dixaines  , pour  les  ajouter  au 
produit  partiel  suivant. 


EXEMPLE. 
Multiplier  365  par  9. 


OPÉR  ATION. 


Ier  Facteur.  . . 365 

II* 9 


Produit . 


. 3a85 


Le  produit  partiel,  ou  celui  des  unités  — 5.9  = 45-  Je  pose  5 
à la  place  destinée  aux  unités,  laquelle  est  arbitraire;  je  retiens  4 
pour  les  dixaines;  j’ajoute  ce  nombre  au  2e  produit  partiel,  ou  à 
celui  des  dixaines,  lequel  devient  6.9  -f-  4 = 54  -f-  4 — 58  5o 
-f-  8.  J’écris  8 à gauche  des  unités,  et  je  retiens  5.  Je  dis,  9 fois  3 
font  27  et  5 de  retenus  = 3a  , que  j’écris  à gauche  du  8 et  le  pro- 
duit total  = 3a85. 

IIIe  Cas  : Trouver  le  produit  de  deux  facteurs  qui  ont  l’un  et 
l’autre  plusieurs  chiffres. 

Règle  : Ayant  écrit  le  facteur  qui  a le  moins  de  chiffres , sous  le 


Digitized  by  Google 


l6  COURS  DE  MATHÉMATIQUES. 

facteur  qui  en  a le  plus,  et  souligné,  multipliez  tous  les  chiffres  du 
facteur  supérieur  succrssiterncnt  parles  unités,  par  les  dizaines , par 
les  centaines,  etc.,  du  facteur  inférieur,  comme  il  vient  d'étre  ex- 
pliqué dans  l’article  précédent;  vous  aurez  autant  de  produits  par- 
tiels qu’il  y aura  de  chiffres  dans  ce  dernier  facteur.  Ecrivez  le  i**1 
chiffre  de  chaque  produit  sous  le  2 e du  produit  précédent;  ajou- 
teç  ensemble  tous  ces  produits  partiels,  et  vous  aurez  le  produit 
total. 

EXEMPLE. 

Multipliez  365  par  2/,. 

OPÉRATION. 

1er  Facteur.  . . 365 

IIe 24 

I,T  Produit  partiel  . . 1460 
II*  Idem  .......  730 

Somme  ou  produit  total  . . 8760 

Explication  : Le  2*  produit  partiel  exprime  des  dixaines,  parce 
qu’il  provient  de  la  multiplication  du  facteur  365 , par  les  2 dizaines 
du  facteur  24;  on  en  place  pour  cette  raison  le  irr  chiffre  sous  le 
2e  du  produit  précédent.  • 

AUTRE  EXEMPLE. 

Multiplier  iz345  par  6789.  , 

OPÉRATION. 


Ier  Facteur.  . . 12345 

II* 6789 


Ier  Produit  partiel  . 
IIe . . 

. . iii io5 

Il  exprime  des  unités. 

IIIe 

. . 864  >5 

• centaines. 

IV* 

O 

1^ 

0 

0» 

Somme . 

. . 838i oao5 

ou  produit  demandé. 

33-  S’il  se  trouvait  des  zéros  entre  les  chiffres  du  multiplicateur 
ou  du  facteur  par  lequel  on  multiplie,  on  passerait  au-delà , jusqu’au 
chiffre  significatif  qui  vient  après  ces  zéros. 

On  ne  multiplie  point  par  les  zéros  qui  peuvent  se  trouver  entre 
les  chiffres  du  multiplicateur,  parce  que  les  produits  partiels  qui 
en  résulteraient  ne  seraient  composés  que  d'une  suite  de  zéros  sans 
valeur.  Alors  en  formant  le  produit  partiel  du  chiffre  significatif  qui 
suit  immédiatement  ces  zéros,  on  en  recule  le  premier  chiffre 
d’autant  déplacé  plus  une  , vers  la  gauche,  qu’il  y a de  zérosde  suite. 
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EXEMP 

Multiplier  ta3/|56  par  708009. 

OPÉRATION.  « 

ia3456  î- 

708009 

1111104  Produit  partiel  par  9 


987648  Idem 8 

86419a  Idem 7 


87407969104  Produit  total. 

34*  Si  l’un  des  facteurs  ou  tous  les  deux  sont  terminés  par  des 
zéros,  on  multiplie  comme  si  ces  zéros  n'y  étaient  pas;  mais  on 
les  met  ensuite  tous  à la  droite  du  produit. 

EXEMPLE. 

Multiplier  36oo  par  a5o.  ^ 

OPÉRATION. 

36oo 

2ÜO 


180  ' Produit  partiel  par  5 

7a  Idem a 

900000  Produit  total. 

Explication  : On  multiplie  seulement  36  par  a5;  à la  droite  du 
produit  900  , on  écrit  les  3 zéros  des  facteurs.  En  effet,  le  facteur 
36oo  zr  36  centaines , et  le  facteur  a5o  zz  a5  dixaines  ; le  produit 
900  exprime  donc  des  dixaines  de  centaines  ou  des  mille;  il  doit 
donc  avoir  3 zéros.  On  rayonnera  de  même  pour  les  autres  cas. 

On  fera  bien  de  s’exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

8ai4356  8310075 

i3a  4ao3o6 

1642871a  492604s» 

a4643o68  a463oa25 

' 8ai4356  i64aoi5o 

3a84o3oo 

1084294992  3450743782950 

, On  trouverait  encore  que  de 

8ai436  X 672676  zz  55a478i39i36. 

Arithmétique.  2 
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De  la  multiplication  des  parties  décimales. 

35.  On  multiplie  les  parties  décimales  comme  les  nombres  en- 
tiers jsans  faire  attention  d’abord  à la  virgule;  mais  on  sépare  dans 
le  produit,  par  une  virgule,  autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  y 
en  a dans  les  deux  facteurs  ensemble.  v 

EXEMPL  E. 

Multiplier  12,34 
Par  5,6 

7404  Produit  par  6 
6170  Idem.  . . 5 


, >%io4 

Explication  : Le  facteur  12,34  = ia34  centièmes;  le  produit  ex- 
primerait donc  69104  centièmes,  si  l’autre  facteur  était  le  nombre 
entier  56;  mais  comme  il  n’en  est  que  la  dixième  partie,  le  produit 
dçit  devenir  dix  fois  plus  petit,  ou  n’exprimer  que  des  dixièmes  de 
centièmes  ou  des  millièmes;  il  doit  donc  avoir  trois  chiffres  déci- 
maux, et  c’est  ce  qu'on  indique  en  plaçant  la  virgule  entre  9 et  1. 
Semblable  raisonnement  pour  d’autres  nombres. 

AUTRE  EXEMPLE. 

Multiplier  o,ia3 
Par  0,45 

61 5 Produit  par  5 
49a  Idetji.  . . 4 

o,o5535  Produit  total. 

Explication  : Il  faut  indiquer  cinq  chiffres  décimaux  dans  le  pro- 
duit; comme  il  n’y  a que  4 chiffres  significatifs,  on  écrit  a zéro» 
sur  la  gauche,  l’un  pour  tenir  la  place  des  dixièmes , l'autre  celle 
des  unités.  En  effet,  le  facteur  o,ia3  = 123  millièmes;  on  aurait 
donc  pour  produit  5535  millièmes  si  l’autre  facteur  était  le  nombre 
entier  45  ; mais  comme  il  n’en  est  que  la  centième  partie,  le  produit 
exprimera  des  centièmes  de  millième  ou  des  cent  millièmes:  il  doit 
donc  avoir  5 chiffres  décimaux.  t 

On  trouverait  de  même  que  43,7  multiplié  par  3,91  = 170,867, 
et  que  le  produit  de2,454a  par  o,oo53  c=o,oi3oo7a6. 

Usage  de  la  Multiplication. 

36-  Trouver  la  valeur  de  plusieurs  choses,  lorsqu’on  connaît  la 
valeur  de  chacune. 
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Par  exemple,  combien  doivent  coûter  1134  chevaux,  si  chaque 
cheval  coûte  56o  francs  ; et  combien  doivent  peser  680  boulets  de 
14.  On  aura  56o  X 1 ï 3 4 — 1234. 56o  — 691040  francs,  dans  le 
premier  cas;  et  24.680  =2680.24=  i63ao  liv.  = 7989  kilogrammes 
environ , dans  le  second. 

37.  Convertir  les  Unités  d'une  certaine  espèce  en  d’autres  unités 
plus  petites.  Par  exemple  : évaluer  en  heures  l’année  civile  com- 
inune,  composée  de  365  jours.  On  aura  365  jours = 24h  X 365  zzz 
365.1 4=  8760  heures.  Evaluer  en  secondes  l’année  solaire  moyenne, 
en  la  supposant  de  365i  5h  4®'  5i",  6.  On  aura , 365.  a4  = 8760K 


£=:  Sq6o.6o’  = 5v56oo'  = 3i536ooo" 3 i536ooo" 

5b  = 5.6o'=s  300'  = 300.60^  = i8ooq//  . . . . , . 18000 

48'  =s  48.60"  = 1880" - 2880 

5i",6 5i,  6 


3i 556931", 6 

• V »-■■■-■  1 - 1 . ■ m 

38.  Trouver  la  soldede  ta3456  hommes  , à raison  de  789  fr.  pour 
•la  solde  d’un  homme.  Trouver  aussi  la  population  de  34600  lieues 
qnarrées,  en  supposant  85o  habitans  par -lieue  quarrée. 

3().  On  peut  faire  la  preuve  de  la  Multiplication,  ou  en  vérifier 
le  calcul  par  une  autre  multiplication , de  la  manière  suivante.  Jiou- 
blez  ou  triplez  l’un  des  facteurs;  faites  ensuite  la  multiplication; 
dbublezou  triplez  le  produit  de  la  première  Multiplication,  et  voyez 
. s’il  est  le  même  que  celui  de  la  seconde  opération. 

EXEMPLE. 

La  Multiplication  de  l’article  32,  donne  365.24  =8760. 

Le  double  de  24  ou  24.2  = 48;  ensuite  , 

Multipliant  365 
« Par  48 


On  trouve  1.7520  ou  le  double  de  8760. 

De  la  Division  des  nombres  entiers  et  des  parties 
décimales. 

4o.  La  division  est  une  opération  par  laquelle  on  cherche  com- 
bien de^fois  un  nombre  est  contenu  dans  un  autre. 

On  appelle  dividende  le  nombre  qu’on  divise;  diviseur,  celui  par 
lequel  on  divise;  et  quotient , le  résultat  de  l’opération,  ou  le  nom- 
bre qui  marque  combien  de  fois  le  diviseur  est  contenu  dans  le  di- 
vidende. , 

/(.t . On  indique  la  Division  par  ce  signe  ! ou  bien  en  mettant  le 

a* 
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dividende  au-dessus  d’un  trait  — , et  le  diviseur  au-dessous.  Ce 
signe  tient  lieu  des  mois  dü^sé  par.  Pour  indiquer  la  division  de 
365  par  5,  on  écrit  365  î 5,  ou^p,  et  on  prononce  365  divisé  par  5. 
Si  on  effectue  l’opération  , ainsi  qu'il  sera  expliqué  ci-après , on 
aura  73  ou  365  divisé  par  5 égale  73.  C’est  la  nature  de  la 
question  qui  fait  connaître  l’espèce  des  unités  du  quotient , ainsi  qu’on 
le  verra. 

/|2.  Il  suit  de  la  définition  qu’on  a donnée  de  la  Division  , que 
le  dividende  contient  le  diviseur,  autant  de  fois  que  le  quotient 
renferme  l’unité.  Ainsi  on  peutregarder  ledividende  comme’un  pro- 
duit dont  le  diviseur  et  le  quotient  sont  les  facteurs.  Donc,  si  on 
multiplie  le  diviseur  par* le  quotient,  le  produit  sera  égal  au  divi- 
dende : ce  qui  donne  un  moyen  de  vérifier  le  résultat  de  la  Division. 

/{.3.  Ie*  Cas.  Diviser  un  nombre  d’un  ou  de  deux  chiffres  par  un 
nombre  d’un  chiffre , et  le  quotient  ne  devant  en  avoir  qu’un. 

Il  faut  savoir  de  mémoire  tous  les  quotiens  de  ce  genre,  qu’on 
trouve  dans  la  table  de  multiplication  (n°  3a).  On  cherche  le  divi- 
seur dans  la  ligne  horizontale  supérieure.  On  descend  verticalement 
jusqu'à  ce  rjti^on  rencontre  le  dividende;  et  le  quotient  se  voit  viÿ- 
à-vis  dans  la 'première  colonne  verticale  à gauche.  Ainsi  j — 7.  On 
peut  ausÿi  chercher  le  diviseur  dans  la  première  colonne  verticale  : 
alors  on  suit  la  ligne  horizontale  où  il  se  trouve , jusqu’à  ce  qu’on 
rencontre  le  dividende^,  et  le  quotient  est  au-dessus  dans  la  ligue 
horizontale  supérieure. 

Si  le  dividende  ne  se  trouve  pas  exactement  dans  la  table,  on 
s'arrête  au  nombre  immédiatement  plus  petit  qu’on  y rencontre  sur 
la  ligne  verticale  ou  horizontale , passant  par  le  diviseur.  Le  quo- 
tient, qui  se  prend  comme  il  a été  dit,  n’est  plus  exact,  il  n’est  qu’ap- 
proché. Par  exemple,  si  l’on  voulait  diviser  67  par  8,  on  trouverait 
56  pour  le  nombre  le  plus  approchant  du  dividende  67,  et  le  qno- 
tient  serait  7 ; il  reste  1.  On  dira  plus  bas  ce  qu’on  doit  faire  d’un 
semblable  reste. 

Nous  le  répétons,  il  faut  savoir  de  mémoire  tous  les  quotiens  «le 
ce  genre,  et  s'exercer  assez  pour  les  trouver  aur-le-champ  , et  sans 
le  moindre  effort  d’esprit. 

/^.  IIe  Cas.  Diviseaun  nombre  de  plusieurs  chiffres  parun  nombre 
d’un  chiffre,  le  quotient  devant  avoir  aussi  plusieurs  chiffres. 


EXEMPLE. 

Diviser  36/»  par  7. 

TABLEAU  DK  l’oPÉRATIOK. 


Dividende  364 
35 

014 

14 


7 Diviseur. 


5 2 Quotient. 


00 
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J’écris  le  diviseur  à la  droite  du  dividende;  ét  je  les  sépare  l’un 
de  l’autre  par  un  trait  vertical.  Je  souligne  le  diviseur;  ensuite  je 
prends  sur  la  gauche  du  dividende  les  deux  premiers  chiffres,  parce 
qu’un  seul  ne  suffirait  pas  pour  contenir  le  diviseur  7.  Jê  dis , en  36 
coùfbien  de  fois  7 ; je  trouve  5 fois.  J’écris  5 au-dessous  du  ditiseur, 
à la  place  destinée  au  quotient.  Pour  vérifier  ce  premier  chiffre  du 
quotient , je  le  multiplie  par  7,  et  j'écris  le  produit  35  sous  le  di- 
vidende partiel  36;  je  l’en  retranche.  A droite  de  la  différence  1 , 
j’écris  le  chiffre  4 qui  reste  au  dividende.  Le  nouveau  dividende 
partiel  <4  étant  divisé  par  7,  le  quotient  partiel  est  2 que  j’écris 
à droite  du  premier;  je  multiplie  le  diviseur  7 par  ce  quotient,  et 
je  retranche  le  produit  14  du  deuxieme  dividende  partiel  14.  La  dif- 
férence étant  zéro,  le  quotient  complet  est  5i. 

" AUTRE  EXEMPLE. 


Diviser  1461  par  4- 

TABLEAU  DE  l’oPÉRATIOK. 

Diviseur. 


Dividende  1461 

4 

1 2 

365  i 

26 

24 

SMj  irî'i  «dMo  -x.4e.Vi9 

20 


01 


J’ai  1461  pour  dividende  total,  et  14  |iour  dividende  partiel.  Le 
premier  quotient  partiel  est  3;  je  le  multiplie  par  le  diviseur,  et  le 
produit  12  se  retranche  de  14.  A côté  du  reste  2,  j’éfcris  le  chiffre  6 , 
qui,  au  dividende,  suit  imiQédiatcment  le  premier  dividende  par- 
tiel i4;  il  en  résulte  le  deugième'dividende  partiel  26  que  je  divise 
par  4-  Le  deuxième  quotient  partiel  6 se  met  à droite  du  premier 
quotient.  Je  multipliée  diviseur  4 par  le  nouveau  quotient  6;  le 
produit  24  se  soustrait  du  dividende  partiel  26.  A droite  de  la  dif- 
férence 2,  j’écris  le  chiffre  1 du  dividende,  et  j’ai  pour  troisième  et 
dernier  dividende  partiel  21,  qui,  divisé  par  4 « donne  5 pour  troi- 
sième et  dernier  qüotient  partiel.  Je  l’écris  à la  droite  du  précédent 
quotient  6.  Le  produit  20  du  diviseur  4,  multiplié  par  5,  dernier 
quotient  partiel , étant  ôté  de  21,  dernier  dividende  partiel,  il 
reste  1 ; je  l’écris  à me  suite  du  quotient,  et  en  plaçant  au-dessous  le 
diviseur  4 » j’ai  la’ttôtation  j qu’on  prononce  un  quart.  Ains^le  quo- 
tierft  total”  365  et  un  quart,  ce  qui  signifie  que  le  dividende  con- 
tient le  diviseur  365  fois  et  un  quart. 

45.  Si  quelqu’un  des  dividendes  partiels  ne  contenait  pas  le  di- 
viseur, on  écrirait  un  zéro  au  quotient,  et ‘on  abaisserait  tout  de 
suite  à droite  de  ce  dividende  partiel  un  autre  chiffre,  s’il  enrestait 
au  dividende  général;  puis  l’on  continuerait  la  Division. 


Digitized  by  Google 


aa 


COURS  DK  MATHÉMATIQUES. 

EXEMPLE. 

Diviser  563a5  par  8. 


4 

Dividende  56  3a5  1 
56 

8 

Diviseur, 

« 

7040  | 

Quotient , 

* 

00  3a 

3a 

oo5 

te  deuxième  dividende  partiel  3 ne  contenant  pas  le  diviseur  8, 
je  mets  zéro  au  quotient,  et  je  forme  tout  de  suite  le  troisième  di- 
vidende partiel  3a,  en  abaissant  a à côté  de  3.  Le  quatrième  divi- 
dende partiel  5 ne  contenant  pas  8,  le  quatrième  quotient  partiel 
est  aussi  zéro  : je  fais  du  reste  5 l’usage  indiqué  dans  le  nu  pré- 
cédent. 

Ce  procédé  est  trop  long  quand  le  dividende  a beaucoup  de 
chiffres,  il  faut  absolument  se  familiariser  avec  le  suivant.  Pour 
• cela,  l’on  doit  faire  attention  que  diviser  un  nombre  psr  a ou  4 , 
ou  5 , ou  6 , ou  7 , ou  8 , ou  g , c’est  la  même  opération  que  d en 
prendre  la  moitié  ou  le  quart , ou  le  cinquième  , ou  le  sixième , ou 
le  septième  , ou  le  huitième,  ou  le  neuvième. 

Pour  applications,  reprenons  les  exemples  précédens. 

Diviser  le  nombre  364  par  7,  ou  prendre  le  septième  de  364. 


opération. 

^l=5a. 

7 

Je  dis  le  septième  de  36'=  5 , je  pose  S au  quotient , et  je  retiens 
le  reste  1 pour  en  faire  une  dizaine.  Je 'continue  et  je  dis,  le  sep- 
tième de  14  est  a,  sans  reste;  je  pose  a au. quotient , et  l’opération 
est  finie  avec  6 chiffres. 

Diviser  pareillement  563aS  par  8,  op  calculer  le  huitième  de 
563a5. 

OPÉRATION. 


56325 


= 7040  -. 


1 * 

* fWi 


On  dit  le  huitième  de  58=  7 sans  reste;  le  huitième  de  3=  o 
avec  le  reste  3;  le  huitième  de  3a  ==  4 sans  reste;  le  huitième  de 
5=o  avec  le  reste  5,  dont  je  fais  la  fraction  | , ou  cinq  huitièmaf. 


Par  cette  méthode,  comme  par  la  précédente,  on  décompose 
toujours  le  dividende  général  en  dividendes  partiels,  pour  trouver 
successivement  les  chiffres  dont  le  quotient  est  composé.  On  fait- 
mentalement  les  Multiplications  et  les  Soustractions , et  c’est  en  cela 
que  consiste  l’abréviation. 
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/|7>  IIIe  Cas.  Diviser  un  nombre  de  plusieurs  chiffres  par  un 
nombre  anssi  de  plusieurs  chiffres.  Un  exemple  rendra  la  méthode 
plus  facile  à exposer  et  à expliquer. 


EXEMPLE. 


Divise'f  2976  par  24. 


O P É K ATlOtf. 


Dividende  2976 
24 


057 

48 

096 

96 


a 4 Diviseur. 


124  Quotient. 


Je  décompose  le  dividende  donne  en  dividendes  partiels,  eu  com- 
mençant par  la  gauche.  Lepremier  dividende  partiel  est  29,  il  con- 
tient une  fois  le  diviseur;  j’écris  1 au  quotient.  Je  multiplie  24  par 
1 , le  produit  24  se  place  sous  le  dividende  partiel  29.  Soustraction 
faite,  il  reste  5,  à côté  duquel  j’abaisse  7 pris  dans  le  dividende 
donné,  immédiatement  après  9 déjà  employé.  Le  deuxième  divi- 
dende partiel  57  contient  2 fois  le  diviseur,  j’écris  2 au  qnotient  à 
droite , et  tout  à côté  du  premier  chiffre  1 ; je  multiplie  24  par  2,  le 
produit  48  se  met  sous  le  dividende  partiel  57;  soustraction  faite 
il  reste  9,  à côté  duquel  j’abaisse  6,  pris  dans  le  dividende  donné. 
Le  troisième  et  dernier  dividende  partiel  est  9C,  il  contient  4 fois 
le  diviseur  24;  j’écris  donc  4 au  quotient,  a côté  du  2.  Je  multiplie 
24  par  4»  le  produit  96  se  place  sous  le  dividende  partiel  96;  et 
comme  après  la  soustraction  faite  il  ne  reste  rien  , il  s’en  suit  que 
2976  contient  r»4  foi»  24  , sans  reste. 

Division  des  parties  décimales. 

48.  Ier  Cas.  Si  le  dividende  et  le  diviseur  ont  autant  de  chiffres 
décimaux  l’un  que  l’autre,  on  supprime  la  virgule  dans  l’un  et 
dans  l’autre,  et  on  fait  ensuite  la  Division  comme  pour  les  nombres 
entiers. 

EXE M PLE. 

Diviser  368,64  par  1,92.  On  opérera  comme  si  l’on  avait  à di- 
viser 36864  par  192  (nu  47  )•  Le  qnotient  de  cette  dernière  Divi- 
sion est  192  : c’est  celui  de  la  Division  proposée,  comme  on  peut 
s’en  assurer,  en  multipliant  le  diviseur  1,92  par  192  (nu  42). 

La  suppression  de-la  virgule  n'altère  en  rien  le  quotient  de- 
mandé; car  le  quotient  ne  doit  point  avoir  de  chiffres  décimaux  , 
quand  le  dividende  et  le  diviseur  en  ont  le  même  nombre,  Aulre- 
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ment  le  produit  du  diviseur  multiplié  par  le  quotient  aurait  plus 
dé  chiffres  décimaux  que  le  dividende;  ce  qui  ne  peut  être  (n0*  35 
et  4a). 

IIe  Cas.  Si  le  dividende  a moins  de  chiffres  décimaux  que  le  di- 
viseur, écrivez  (n°  16),  à la  droite  du  dividende  , un  ou  plusieurs 
zéros,  pour  y remplacer  les  chiffres  décimaux  qu’il  sd&moins.  En- 
suite suivez  la  règle  du  1er  cas. 

EXEMPLE. 

Diviser  3686,4  par  i,i5a.  On  écrit  a zéros  à la  droite  du  divi- 
dende von  supprime  la  virgule  , et  on  divise  3686400  par  1 1 5a  ; le 
quotient  de  cette  Division  est  3200,  c’est  celui  de  la  Division  pro- 
posée Si  on  multiplie  le  diviseur  donné  i,i5a  par  le  quotient 3aoo, 
le  produit  est  3686,4oo  ou  3686,4,  en  supprimant  les  deux  zéros 
( n°  16). 

IIIe  Cas.  Si  le  dividende  a plus  de  chiffres  décimaux  que  le 
diviseur,  écrivez  ^nu  16)  un  ou  plusieurs  zéros  à la  droite  du  divi- 
seur, pour  y remplacer  les  chiffres  décimaux  qu’il  a de  moins. 
Suivez  ensuite  la  règle  du  1er  cas. 

EXEMPLE. 

Diviser  36,864  par  4,8.  On  écrit  a zéros  à droite  du  diviseur, 
on  supprime  la  virgule,  et  on  divise  36864  par  4800.  Le  quotient 
est  7 avec  Preste  3a64;  ainsi  le  quotient  complet  est  7 i-’if 
(n"  44)*  Si  l’on  voulait  vérifier  ce  quotient,  en  le  multipliant  par  le 
diviseur  donné  4,8  , on  serait  arrêté  par  une  difficulté  nouvelle,  qui 
proviendrait  de  l’expression  Pour  lever  cette  difficulté,  voyez 
le  n°  suivant;  et  plus  loin  la  Théorie  des  Fractions. 

4ç).  Lorsque  le  quotient  n’csl  pas  un  nombre  entierf-on  peut 
l’obtenir  en  parties  décimales,  quelquefois  exactement,  et  toujours 
d’une  manière  très-approchée.  On  expliquera  dans  la  Théorie  des 
Fractions  , quand  le  quotient  peut  s’évaluer  exactement  ou  seule- 
ment par  approximation. 

Reprenons  la  Division  de  36864  par  4800.  Convertissons  en 
dixièmes  le  reste  3264,  ce  qui  se  fait  en  multipliant  par  10,  et  par 
conséquent  en  écrivant  ur  z~ro  à la  droite  de  ce  nombre;  nous 
aurons  32640.  Divisons  par  4800  ; écrivons  le  quotient  6 à la  droite 
du  quotient  7 déjà  trouve,  avec  l’attention  de  l’en  séparer  par  une 
virgule,  pour  exprimer  que  ce  sont  des  dixièmes.  Multiplions  6 par 
4800,  et  retranchons  le  produit  du  dividende  partiel  32640.  Con- 
vertissons le  reste  384o  en  dixièmes  de  dixième,  ou  en  centièmes, 
en  écrivant  un  zéro  à la  droite  de  ce  nombre;  nous  aurons  384oo. 
Divisons  ce  nouveau  dividende  par  4800;  écrivons  le  quotient  8 à 
la  droite  du  quotient  précédent  6 , pour  exprimer  que  ce  sont  des 
dixièmes  de  dixième,  ou  des  centièmes.  Vérification  faite  de  ce  quo- 
tient, il  11e  reste  rien;  ainsi  le  quotient  du  nombre  36854  divisé 


Digitized  by  Google 


arithmétique.  aS 

par  4800  est  7,68;  c'est  aussi  celui  de  36,864  divisé  par  4,8  (47, 
IU'cas),  ce  qui  se  vérifie  définitivement  en  multipliant  le  diviseur 
4,8  par  7,68.  Voici  le  tableau  abrégé  de  cette  division. 

Dividende  36864 
ou  36,864 
ou  enfin  3 6864 

».  3uG4o 

38400 
doooo 

Explication.  Le  dividende  36864  divisé  par  4800 , donnant  7 
au  quotient,  j’écris  7 sous  le  diviseur.  Je  multiplie  successivement 
par  ce  nombre  tous  les  chiffres  du  diviseur, 'à  commencer  par  les 
unités;  et  j’ôte  à mesure  les  produits  partiels,  des  chiffres  corres- 
pondans  du  dividende.  Par  exemple,  o multiplié  par  7 donnant  o, 
j’ôte  ce  produit  du  ier  chiffre  4 du  dividende,  et  il  reste  4 que  je 
pose  au-dessous  de  ces  unités.  Ensuite  je  multiplie  (es  dixaines  du 
diviseur  par  7 ; le  produit  étant  encore  o , je  l’ôte  des  dixaines  du 
dividende , et  il  reste  6 que  j’écris  au-dessous  de  ce  chiffre.  Je  mul- 
tiplie 8 par  7,  et  j’ôte  le  produit  56  des  centaines  du  dividende;  ces 
centaines  étant  8,  je  les  considère  comme  des  unités  de  cet  ordre, 
et  je  les  augmente  de  5 dixaines  afin  de  pouvoir  effectuer  la  sous- 
traction ; comme  il  reste  1 je  les  écris  sous  8.  Enfin  je  multiplie  4 
par  7 , et  le  produit  28  augmenté  des  5 dixaines  d'emprunt  devient 
33  que  j'ôte  de  36,  et  il  reste  3 que  j’écris  à la  gauche  de  264  ; de 
sorte  que  3264  est  le  premier  reste  de  la  division  de  36864  par 
4800. 

On  opère  de  la  même  manière  pour  trouver  les  deux  chiffres  déci- 
maux 68  qui  suivent  le  chiffre  7 des  unités. 

S’il  y a toujours  un  reste,  on  ne  peut  avoir  le  quotient  exactement. 
Dans  ce  cas,  on  s’arrête  quand  on  est  parvenu  , dans  le  quotient,  4 
des  parties  décimales  assez  petites  pour  être  négligées  sans  erreur 
sensible. 

EXEMPLE. 

Diviser  355  par  n3.  Cette  division  se  fait  comme  il  suit.: 

Dividende  355 
160 
470 

, 180 

670 
io5o 
33o 
104 

On  se  dispense,  comme  ci-dessus,  d’écrire  les  produits  successifs 
de  chaque  chiffre  du  quotient  par  le  diviseur,  en  soustrayant  du 


4,8  Diviseur. 

4,8oo 
4 800 

7,68  Quotient. 
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dividende  partiel  cbaque  partie  du  produit,  à mesure  qu’il  se  forme; 
ce  qui  rend  la  marche  de  l’opération  plus  expéditive.  Ainsi,  ayant 
trouvé  le  premier  chiffre  3 du  quotient , on  dit  3.3  — g , ôté  dé  1 5 
reste  6 ; 3.i  — 3 et  i de  retenu  fait  4 ôté  de  5 reste  i ; 3.1  = 3 ôté 
de  3 reste  o;  ainsi  de  suite. 

Le  quotient  approché  est  donc  3,141592,  ou  3,i  4 *09,  ouH,i4  1 5, 
ou  3,i  4>,  ou  3,i  4 1 ou,  etc.,  suivant  qu'on  juge  à propos  de  s'ar- 
rêter an  6e,  ou  au  58,  ou  au  4% ou  , etc.  chiffre  décimal;  c’est-à-dire 
suivant  qu’on  peut  négliger  les  parties. décimales  du  7e  ou  6e,  ou 
5e,  ou , etc.  ordre. 

On  présentera  le  calcul  des  parties  décimales  sous  une  nouvelle 
forme,  à la  suite  des  fractions  ordinaires  : on  ne  peut  trop  se  fa- 
miliariser avec  ce  calcul. 

Des  Fractions . 

5o.  Le  divieffende  ayant  été  considéré  comme  un  produit,  il  faut 
nécessairement  qu’il  résulte  de  la  multiplication  du  diviseur  par 
le  quotient;  or,  quand  le  dividende  n’est  pas  un  multiple  exact  du 
diviseur,  le  quotient  ne  peutêtre  entier  ; et  après  un  certain  nombre 
de  divisions,  on  arrive  à un  reste  plus  petit  que  le  diviseur.  Ainsi 
5t  divisé  par  8 donnera  au  quotient  6 , et  il  restera  encore  3.  Ce 
quotient  n’est  donc  pas  complet , puisque , multiplié  par  le  diviseur, 
il  ne  produit  que  48.  On  ne  peut  compléter  ce  quotient,  en  lui 
ajoutant  une  unité,  puisqu'il  deviendrait  trop  grand.  Quelle  est  donc 
cette  quantité  moindre  que  l'unité  qu’il  faut  ajouter  au  quotient , 
pour  qu’il  devienne  exact  ? Ce  ne  peut  être  que  le  résultat  de  la 
division  du  reste  3 par  le  diviseur  8 ; résultat  qui  ne  peut  que  s'in- 
diquer, et  qui  se  met  sous  la  forme  |.  Ainsi  le  quotient  complet 
serafi-f-i.  Cette  expression  d'un  quotient  plus  petit  que  l’unité, 
s'appelle  Fraction;  on  voit  quelle  représente  ici  la  huitième  partie 
de  3 unités,  ou  3 fois  la  huitième  partie  de  l’unité.  Le  diviseur  8 
prend  le  nom  de  dénominateur , et  le  dividende  3 celui  de  numéra- 
teur, parce  que  l’un  dénomme  l’espèce  des  parties  exprimées  par  la 
Fraction,  et  l'autre  compte  ( numéral ) le  nombre  de  ces  parties; 
tous  deux  s’appellent  encore  les  deux  termes  de  la  Fraction. 

5 1 • De  là  il  suit  qu’une  fraction  sera  d'autant  plus  grande  ou  plus 
petite,  selon  que  son  numérateur  seul  croitra^ou  décroîtra  ; ainsi 
c’est-à-dire  j plus  graud  que  i;  j<Cj,  c’est-à-dire  j plus  petit 

que  i. 

5a.  Au  contraire,  le  dénominateur  seul  croissant  ou  décroissant 
la  Fraction  diminue  ou  augmente;  ainsi^<|,  puisquedesdixièmes 
d’unités  sont  plus  petits  que  des  huitièmes,  et  pareillement  |. 

53.  Si  le  numérateur  seul  est  multiplié,  la  Fraction  est  multi- 
pliée, puisque  l’espèce  des  parties  restant  la  même  , le  nombre  qu’on 
en  prend  est  multiplié;  ainsi  - =4  X rr 
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54-  Si  le  numérateur seul  est  divisé  , la  Fraction  est  divisée;  ainsi 
i est  le  quotient  de.f|  divisés  par  5. 

55.  Si  au  contraire  le  dénominateur  seul  est  divisé,  la  Fraction 
est  multipliée;  ainsi  en  divisaut  par  3 le  dénominateur  1 5 de  la  Frac- 
tion j’ai  la  fraction  j,  trdis  fois  aussi  grande  que  la  première; 
car  un  quinzième  est  trois  fois  plus  petit  qu’un  cinquième. 

Par  la  même  raison  , si  le  dénominateur  seul  est  multiplié,  la 
Fraction  est  divisée;  car  multipliant  par  3 le  dénominateur  4 de  la 
Fraction  ê,  elle  exprimera  des  douzièmes,  parties  trois  fois  plus  pe- 
tites que  les  quarts.  * 

56.  De  là  il  résulte  deux  moyens  de  multiplier  une  Fraction  par 
un  entier,  soit  en  multipliant  son  numérateur,  soit  en  divisant  son 
dénominateur.  Le  premier  est  toujours  possible,  le  second  ne  l’est 
pas  toujours  ; mais  il  est  préférable  quand  on  peut  l’employer,  parce 
qu’ators  la  Fraction  a une  forme  plus  simple,  puisque  ses  deux 
termes  sont  des  nombres  plus  petits. 

On  a donc  aussi  deux  moyens  de  diviser  une  Fraction  par  un 
entier,  soit  en  divisant  le  numérateur,  soit  en  multipliant  le  déno- 
minateur. Le  second  seul  est  toujours  praticable  ; mais  op  préfère 
le  premier  quand  il  est  possible , par  la  raison  que  nous  avons  don- 
née (n°  précédent). 

58.  Enfin  une  Fraction  reste  la  même,  si  ces  deux  termes  sont  à 
la  fois  multipliés  ou  divisés  par  un  même  nombre,  puisqueia  même 
opération  faite  sur  les  deux  termes,  en  même  temps,  produit  deux 
effets  entièrement  opposés  et  qui  se  détruisent  ; ainsi  les  deux  termes 
de  la  Fraction  j étant  multipliés  par  a , on  a la  Fraction  égale 
à la  première.  Kéciproquement,  les  deux  termes  de  la  Fraction 
étant  divisés  par  a,  on  a la  Fraction  | qui  lui  est  é^ale;  car  si  d’une 
part  elle  est  rendue  deux  fois  plus  petite  liai  la  division  du  numé- 
rateur, d'autre  part  elle  est  rendue  a fois  plus  grande  par  la  division 
du  dénominateur.  Donc  une  même  valeur  fractionnaire  peut  être 
exprimée  d’une  infinité  de  manières  différentes,  équivalentes  entre 
elles , mais  dont  une  seule  est  la  plus  simple.  I’ar  exemple  : | — 

, etc. 

Réduction  des  Fractions  à leur  plus  simple  expression . 

5q.  Comme  il  est  plus  commode  de  calculer  les  Fractions  sous 
leur  forme  la  plus  simple,  on  doit  chercher  à les  y ramener.  On 
vo’it  qu’on  y parviendra  en  divisant  les  deux  termes  par  le  plus 
grand  nombre  qui  puisse  à la  fois  les  diviser  tous  deux , c’est-à-dire 
par  leur  plus  grand  commun  diviseur  ; or  un  raisonnement  assez 
simple  nous  fera  découvrir  la  méthode  propre  à cette  recherche. 
D’abord,  si  le  plus  petit  des  deux  termes  est  diviseur  exact  du  plus 
grand  , il  est  clair  qu’il  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous 
deux;  ainsi  dans  la  Fraction  ~ , 65  étant  égal  à 5 fois  1 3 , on  q 
•J  — A.  • 

4 .4  » 

S, 
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Il  est  donc  naturel  de  tenter  d’abord  cet  essai.  Si  cette  première 
division  laisse  un  reste,  le  plus  grand  nombre  étant  composé  d’un 
multiple  du  petit,  plus  ec  reste,  le  diviseur  commun  aux  deux' 
nombres,  doit  diviser  ce  reste,  sans  quoi  il  ne  diviserait  que  le  petit 
nombre;  ainsi  dans  la  Fraction  an  a 60  — a X >8  -J-  4-  Si  le 
diviseur  commun  ne  divise  pas  4 > il  pourra  diviser  a. 28  première 
partie  de  Go,  mais  il  ne  divisera  pas  la  seconde;  donc  le  diviseur 
cherché  doit  être  commun  au  petit  nombre  et  au  premier  reste  ; donc 
il  doit  l'être  aussi  au  reste  de  leur  division,  et  par  conséquent  à 
tous  les  restes  provenant.de  kt  division  successive  du  premier  reste 
par  le  second , du  deuxième  par  le  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Donc 
il  faut  continuer  ces  divisions  jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à une  divi- 
sion sans  reste;  et  alors  prenant  le  dernier  diviseur,  qui  était  aussi 
le  dernier  reste,  pour  diviseur  commun,  on  se  convaincra  facile- 
ment qu’il  est  diviseur  de  tous  les  autres;  et  ce  diviseur  commun 
sera  le  plus  grand  de  tous  ceux  qui  peuvent  diviser  les  deux  nombres 
proposés,  puisqu’il  doit  se  diviser  lui-même. 

Ainsi  la  méthode  consiste  à diviser  le  plus  grand  nombre  par 
plus  petit  ; celui-ci  par  le  reste  de  la  division  ; ce  premier  reste  par- 
le second , et  ainsi  de  suite;  les  diviseurs  devenant  successivement 
dividendes,  et  les  restes  diviseurs,  jusqu’à  ce  qu'on  arrive  à un  quo~ 
tient  exact  ; alors  le  dernier  reste  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché. 

Soitrpar  exemple  à réduire  la  Fraction  La  manière  la  plus 

commode  de  disposer  l’opération  est  la  suivante: 


101549 

1 

4oio3| 

! .1 
[21343] 

[ 18760 

2583 

l679 

546 

! 1 33 

*4 

7 

2 1 343 

1 j 

’l 

M 

! 3 | 

1 | 

4l 

al 

1 8760 

2583 

679 

546 

1 33 

>4 

7 

O 

Les  deux  termes  de  la  Fraction  ayant  été  divisés  par  leur  plus  „ 
grand  commun  diviseur  7,  les  quotiens  seront  5729  et  14507  ; donc 
40103  = 5729  X 7 et  ioi549=  14507  X 7- 

On  peut  donc  mettre  la  Fraction  sous  la  forme  ~ > et  sup- 
primant le  facteur  7 au  numérateur  et  au  dénominateur,  on  a -J— , 
expression  la  plus  simple  deTa  Fraction  proposée. 

Soit  encore  L’A;  0n  trouvera  pour  plus  grand  commun  diviseur 
47,  ce  qui  réduit  la  Fraction  à (-j.  ^ 

On  peut  aussi  obtenir  les  deux  termes  de  la  Fraction  réduite,  en 
faisant  usage  des  quotiens,  de  la  manière  suivante:  ^ 

Soit  par  exemple  la  Fraction  L’A.  Après  avoir  trouvé  le  diviseur 
commun  47,  à l’aide  de  cette  opération, 

« 

jr 
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2961 

799 

564 

235 

94 

47 

3 

1 

2 

2 

2 

63 

»7 

12 

5 

2 

• 

écrivez  l’unité  sous  le  dernier  quotient  2,  ou  plutôt  sous  le  divi- 
seur 47;  placez  le  dernier  quotient  sous  le  précédent  2;  multipliez- 
les  l’un  par  l’autre,  et  ajoutez  au  produit  l’unité,  vous  aurez  5; 
ayant  écrit  ce  nombre  sous  le  diviseur  235  , faites  le  produit  de  5 
par  lequol^nt  2 , et  ajoutez  le  2 qui  est  à droite;  écrivez  cette  somme 
12  sous  564;  et. opérant  de  même,  vons  aurez  17  sous  799,  et  63 
sous  2961.  Un  peu  d’attention  fera  reconnaître  facilement  que  ces 
nombres  63,  17,  12 , 5 , 2,  1 , expriment  combien  de  fois  les  nom- 
bres 2961,  799,  564,  a35,  g4,  47»  contiennent  le  diviseur  com- 
mun 47- 

Lorsque  le  dernier  diviseur  est  l’unité,-  il  est  clair  que  les  deux 
nombres  n’ont  pas  d’autre  diviseur  commun  ; alors  on  les  appelle 
premiers  entre  eux  ; et  s’ils  sont  les  deux  termes  d’une  Fraction, 
on  dit  qu’elle  est  irréductible. 

60.  11  peut  être  utile  de  reconnaître  si  un  nombre  est  divisible 
par  un  ou  plusieurs  des  nombres  2,  3,  4 > 5,  6, 8,  9,10,  12,  et 
comme  la  chose  est  facile  nous  allons  l’indiquer. 

D'abord,  tout  nombre  est  pair,  ou  divisible  par  2 , si  son  dernier 
chiffre  est  un  chiffre  pair  ou  o;  par  tout  nombre  peut  être  consi- 
déré comme  composé  de  dixaines  et  d’unités  ; or  les  dixaines  forment 
un  nombre  pair,  puisque  10  = 5 X 2 ; donc  si  les  unités  sont  aussi  ' . 
en  nombre  pair , le  nombre  est  pair  : ainsi  72  = 70  + 2.  Donc  les 
deux  parties  de  ce  nombre  sont  paires  ; donc  il  est  pair. 

Un  nombre  est  divisible  par  4 , si  ses  deux  derniers  chiffres  forment 
un  multiple  de  4:  car  en  les  décomposant  en  deux  parties,  l’unf  for- 
mée par  les  centaines,  qui  sont  nécessairement  divisibles ''par  4, 
puisque  100  — 4 X<*5  ; s’il  arrive  que  l’autrê  partie  formée  par  les 
dixaines  et  les  unités,  soit  aussi  multiple  de  4 , ce  nombre  est  mul- 
tiple de  4-  Ainsi  i3a8  = i3oo  -|-  ;i8  est  multiple  de  4- 

Pareillement  un  nombre  sera  divisible  j>nr  8,  si  ses  trois  der- 
niers chiffres  forment  un  multiple  de  8;  ppr  16  , si  sei  4 derniers 
chiffres  forment  un  multiple  de  16,  ainsi  <)e>$uite. 

11  sera  divisible  par  5,  si  son  dernier  chiffre  esf  5 ou  o;  puisque 
les  dixaines  étant  multiples  de  5,  il  suffît  que  les  unités  soient  5 ou 
zéro,  pour  que  tout  le  nombre  soit  divisible  par  5. 

Pour  qu’un  nombre  soit  divisible  par  9,  il  faut  que  la  somme 
de  ses  chiffres  soit  un  multiple  de  9.  En  effet , si  on  décompose  le 

nombre  en  unités,  dixaines,  centaines, on  verra  que  lorij-f 

1,10  = 3 X 9 + 2,3o  = 3 X9 +3...-  . Donc  un  nombre  quel- 
conque de  dixaines  divisé  par  9,  laisse  un  reste  égal  à son  chiffre 
significatif. 
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De  même  100  =90  -j-  10  =r  99  -F-  1. 

200  = 2.90  + 20  = 2.90  •+-  2.9  -f-  2. 

3oo  = 3.90  3o  = 3.90  •+-  3.9  4"  3.  ' 

Donc  aussi  un  nombre  quelconque  de  centaines  laisse  un  reste 
égal  à son  chiffre  significatif.  On  trouvera  la  même  propriété  pour 
les  mille,  dixaines  de  mille,  etc. 

Donc  la  somme  des  chiffres  , par  lesquels  un  nombre  est  exprimé, 
est  aussi  celle  des  restes  que  laisseraient  après  la  division  par  9 ses 
différentes  parties;  donc  si  cette  somme  est  elle-même  un  multiple 
de  9 , on  peut  dire  qu’il  n’y  a pas  de  reste  , et  qu’ainsi  ce  nombre 
est  divisible  par  9.  Parexemple,  3456  est  un  multiple  de  g,  puisque 
3 ■+■  4 5 -J-  6 “ 18  = 2.9. 

347  n’est  pas  multiple  deg  , puisque  3-f- 4 4-7  = 14  = 9-f-  5; 
le  reste  de  la  division  par  g serait  donc  5. 

Mais  si  cette  somme  des  chiffres  fait  seulement  un  multiple  de  3, 
le  nombre  est  seulement  aussi  divisible  par  3 ; car  g étant  multiple 
de  3,  ce  nombre  est  alors  composé  d’un  multiple  de  9 ou  de  3,  plus 
d’un  yste  multiple  de  3;  donc  le  tout  est  multiple  de  3.  Ainsi  27642 
est  un  multiple  de  3 , puisque  2 -f-  7*f“5  + 4-+-2  = ai  = 7X3. 

Un  nombre  sera  divisible  par  6,  s’il  l’est  à la  fois  par  2 et  par  3 ; 
il  sera  divisible  par  12,  s’il  l’est  par  4 et  par  3,  ainsi  de  suite.  On 
sent  bien  que  les  facteurs  doivent  être  premiers  entre  eux. 

Multiplication  des  Fractions. 

tir.  Revenons  maintenant  aux  opérations  sur  les  Fractions: 
elles  se  concevront  facilement  si  on  a toujours  soin  de  regarder 
une  fraction  comme  un^quotient  ; ainsi  voulant  multiplier  un  entier 
42  par  f,  je  considère  | comme  une  quantité  six  fois  plus  petite  que 
5 ; donc  si  je  fais  le  produit  de  42  par  5 , il  sera  6 fois  trop  grand , 
puisque  5 est  6 fois  plus  grand  que  £;  donc  pour  avoir  le  véri- 
table produit,  il  f^ut  diviser  ce  premier  résultat  par  6,  et  on  aura 

4x  X 5 210 

—TT~  — 6 ’ 

Pour  avoir  les  entiers  contenus  dans  cette  expression,  on  re- 
marquera que  l’unité  peut  toujours  être  représentée  par  une  Frac- 
tion , dont  le  numérateur égale  le  dénominateur;  ainsi  j=  1.  Donc 
il  y a autant  d’unites  dans  q,le  210  contient  de  fois  6.  La  divi- 
sion donne  35;  les  § de  42  ou  4î  X ; sont  donc  35.  Réciproque- 
ment si  on  a une  quantité  composée  d’entiers  et  d'une  Fraction  , et 
qu’on  veuille  la  mettre  sous  la  forme  d'une  seule  Fraction,  on  con- 
vertira les  entiers  en  Fractions  , en  les  multipliant  par  le  dénomina- 
teur donné,  on  ajouterâ'au  produit  le  numérateur  de  la  Fraction, 
et  on  donnera  à cette  somme  ce  même  dénominateur:  ainsi,  3 + 

2 9 4- 3 11 

T"-  3 — 3 ‘ 

' Si  on  trouvait,  en  tirant  les  entiers  d’une  expression  fraction- 
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naire,  que  le  numérateur  ne  fût  pas  multiple  du  dénominateur 
le  reste  serait  le  numérateur  d’une  Fraction  qui  se  joindrait  aux 
entiers.  Ainsi  les  J de  44  , ou  44  * f = 36  +-  J;  ainsi  pour 
multiplier  un  entier  par  une  Fraction,  on  multiplie  l'entier  parle 
numérateur  de  la  Fraction,  et  on  divise  ce  produit  par  le  dénomina- 
teur; on  u de  cette  manière  une  expression  fractionnaire  que  l’on 
peut  laisser  sous  la  forme  d’un  quotient  indiqué;  mais  si  on  veut 
en  extraire  les  entiers  qu’elle  contient,  quand  le  numérateur  est 
plus  grand  que  le  dénominateur,  on  exécute  la  division;  le  quo- 
tient donne  les  entiers,  et  le  reste  est  le  numérateur  de  la  fraction 
qu’il  faut  leur  ajouter. 


Si  le  multiplicande  est  lui-même  une  Fraction  ; par  exemple  si  l’on 
voulait  connaître  les  y de  ),  en  considérant  toujours  le  multiplica- 
teur comme  le  quotient  de  3 divisé  par  5,  ou  comme  une  quan- 
tité 5 fois  pins  petite  que3,  on  inultiplierad’abordpar3,etonaura 

résultat  5foistrop  grand,  piais  qu’on  rend  cinq  fois  plus 
petit  en  le  divisant  par  5 ; c’est-à-dire  en  multipliant  par  5 le  déno- 
minateur 7,  et  pour  lors  le  vrai  produit  sera  — ^-r  =-^.  Donc  dans 

7X5  35 

ce  cas,  la  règle  delà  multiplication  est  de  multiplier  numérateur 
par  numérateur,  et  dénominateur  par  dénominateur.  Ces  pro- 
duits seront  les  deux  termes  de  la  Fraction  produit  des  deux  facteurs 
fractionnaires. 

Si  l’on  voulait  avoir  les  ) des  ; des  ) des  ) de  A , il  est  clair  qu’il 
faudrait  prendre  d’abord  les)  de  ) puis  les  ) du  produit,  puis  les  - du 
nouveau  produit , et  ainsi  de  suite....  ce  qui  donnerait. 

3X5X5X7X8  __  2X5X8  _iX5X8  _ 20 
3X4X7X9Xii  _ 4X9Xii  2X9  X~ïiT  99*  ’ 
on  donne  quelquefois  à ce  résultat  le  nom  Réfractions  de  Jractions. 

Si  un  des  facteurs  on  tous  deux  étaient  composés  d'entiers  et  de 
Fractions,  on  les  mettrait  sous  la  forme  d'une  seule  Fraction  et  on 
opérerait  comme  il  vient  d’être  dit;  ainsi 


3X4  + i 


8 


^ l3X3 3g  ig 

5 4x5  20  1 ' "àô* 


= tx+= 


i5f>  _ 34 

12  ,3  ~ 1 1 '»* 

Ou  peut  remarquer,  sur  ce  dernier  exemple,  qu’on  eût  obtenu 
tout  de  suite  le  résultat  simplifié  ÿ,  en  voyant  qu’on  avait  dans 
l’expression  f X 7,  le  facteur  commun  4 aux  deux  termes , et  qu’fp 

le  supprimant  de  part  et  d’autrç,  il  en  résultait  — ~ . Il  est 

donc  souvent  avantageux  dans  le  calcul  de  ne  faire  qu’indiquer  les 
opérations,  afin  de  voir  plus  facilement  les  réductions  possibles. 
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Division  des  Fractions. 


62.  Une  considération  semblable  fera  trouver  la  règle  de  la  di- 
vision des  Fractions.  En  effet,  soit  i°  le  dividende  entier  a5  à di- 
viser par  y.  Je  remarque  d’abord  que  pour  un  même  dividende, 
le  quotient  est  d’autant  plus  petit  que  le  diviseur  est  plus  grand  ; 
puis  considérant -comme  une  quantité  7 fois  plus  petite  que  4 ; je 
divise  a5  par  4,  et  j’ai  ^ ; quotient  7 fois  trop  petit,  puisque  j’ai 
employé  un  diviseur  7 fois  trop  grand;  donc  il  faut  multiplier  ce 


_ a5X  7 


ZZ  43  j pour  le  quotient 


nployé 

résultat  par  7 , ce  qui  donne - 
cherché. 

%°  Si  le  dividende  est  fractionnaire , le  raisonnement  est  le  même. 
Je  veux,  par  exemple,  diviser  A par  J;  je  divise  d'abord  A par  3, 

5 5 

en*multipliant  par  3 le  dénominateur  i3  , et  j’ai  ^3^3  = pour 

premier  résultat  4 fois  trop  petit,  comme  provenant  d’un  diviseur  4 
fois  trop  grand;  je  multiplie  donc  par  4 le  .numérateur  5,  et  j’ai 
4 v 5 20 

— ^ — = 39  Pour  v®r‘ta^*e  Quotient. 

Si  le  dividende  ou  le  diviseur,  on  tous  deux,  sont  composés  d’en- 
tiers et  de  Fractions,  il  faut  les  mettre  chacun  sous  la  forme  d’une 
seule  Fraction,  et  opérer  eusuite  à l’ordinaire.  Ainsi  pour  avoir 
le  quotient  de  3 j divisé  par  j,  on  dira, 


„ , 1 »b  3 16  7 112 

3 +-=-  —~r,  divises  par  — = — X — = — = 
*5  5 7 5 ? 10 


^-divisés  par  a-*-=X.'x  ^-  = 


i3 


4 F-  divisés  par  2 — 


_ 1'  . . 7 _ 1^7  _ _49  _ 

“5  * i5  75”  a5 


2 

10 


a4 
1 15’ 


La  règle  est  donc  ici  de  multiplier  le  numérateur  de  la  Fraction 
dividende  par  le  dénominateur  de  la  Fraction  diviseur  ; et  le  dénomi- 
nateur de  là  Fraction  dividende  par  le  numérateur  de  la  Fraction 
diviseur,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  multiplier  la  Fraction  di- 
vidende par  la  Fraction  diviseur  renversée  ; ainsi,  dans  l’exemple 
précédent,  A divisés  par  J égalent  A X 5 = H’ 

Il  faut,  avant  d’aller  plus  loin,  observer  soigneusement  que 
prendre  le  j,  les  j,  etc.,  d’une  quantité,  c’est  la  multiplier  par  j, 
uar  au  lieu  que  la  diviser  par  par  -....  c’est  chercher  com- 
bien3 de  fois  j,  §...  est  contenu  dans  le  dividende,  ce  qui  est  bien 

100  X 2 200  . 

différent.  Les  \ de  100  sont  = g ZZ  —3—  = obi,  et  100  di- 

visés par  j égalent  100  X ! = «5o. 
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Remarquons  encore  que  le  quotient  de  l’unité  divisé  par  une 
Fraction,  n’est  autre  chose  que  cette  Fraction  retournée;  car, 

1 5 5 

4 1 a a ' 


Addition  et  Soustraction  des  Fractions.  * 


63.  L’origine  et  la  nature  des  Fractions  considérées  comme  des 
quotiens,  ont  conduit  à traiter  d’abord  de  la  multiplication  et  de 
la  division  des  Fractions.  Pour  donner  les  règles  de  l’addition  et 
de  la  soustraction  des  Fractions,  il  faut  distinguer  deux  cas;  celui 
où  ces  Fractions  ont  même  dénominateur,  et  celui  où  elles  ont  des 
dénominateurs  différens.  Dans  lé  premier  cas  , il  est  clair  qu’on 
obtiendra  la  somme  de  plusieurs  Fractions  de  même  dénomina- 
teur, en  faisant  celle  des  numérateurs  de  ccs  Fractions  ; et  prenant 
cette  somme  pour  numérateur  d’une  Fraction  de  même  dénomina- 
teur que  celles  qu’on  avait  à ajouter.  Ainsi 


a 

27 


5 | 19  , ’7  2+5  + 19+17  _ 45  _ 16 

37  27  * 27  27  27  ~ 27 


La  différence  .de  deux  Fractions  de  même  dénominateur  s’ob  - 
tiendra  de  même,  en  prenant  la  différence  des  numérateurs,  et 
donnant  au  reste  le  dénominateur  de  ces  Fractions.  Parexemple,. 


i3  8 i3  — 8 5 1 

25  25  25  25  5 


Mais  lorsque  les  Fractions  à ajouter,  ou  celles  dont  on  veut  avoir 
la  différence,  sont  de  dénominateurs  différeùs  , on  ne  peut  en  faire 
la  somme,  ni  trouver  leur  différence  sans  les  réduire  au  même  dé- 
nominateur. On  y parviendra,  en  se  rappelant  qu’upe  Fraction  ne 
change  pas  de  valeur,  si  on  multiplie  ses  deux  termes  par  un  même 
nombre  (58).  D’après  cela,  on  veut  avoir  la  somme  des  deux  Frac- 
tions | et  |.  Si  on  multiplie  les  deux  termes  de  chacune,  par  le  dé- 
nominateur de  l’autre,  elles  prendront  la  forme  et  B»  et  ^eur 
somme  sera  77. 

Si  on  a plus  de  deux  Fractions,  le  principe  et  l’application  ne 
changent  pas  ; et  ces  Fractions  se  trouvent  avoir  même  dénomi- 
nateur, si  on  multiplie  les  deux  termes  de  chacune  par  le  produit 
des  dénominateurs  de  toutes  les  autres;  car  alors  ce  dénominateur 
commun  sera  le  produit  de  tous  les  dénominateurs.  Ainsi  7,  |,  j, 
deviendront  ^,777,  777-  On  voit  que  la  somme  de  ces  fractions 
ainsi  préparées , sera 

198  + 220  + 210  + 165 793  , i33 

_ 33o  33o  * + 33o„' 

La  différence  de  deux  de  ces  Fractions  s’obtiendrait  la  même  ma- 
nière que  nous  l’avons  dit  ci-dessus;  ainsi, 

Arithmétique.  3 
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11 


33 


— 33' 


Si  on  considère  que,  pour  être  composé  des  mêmes  facteurs, 
le  dénominateur  commun  ne  doit  pas  pour  cela  contenir  plus  d'une 
fois  chacun  des  facteurs  dont  se  composent  les  dénominateurs  parti- 
culiers, on  -verra  qu’il  ne  faut  pas  répéter  dans  sa  composition  un 
facteur’ qui  y a été  déjà  introduit.  Par  exemple,  ayant  à mettre  au 
même  dénominateur  les  Fractions  j|,  j.  7,7»  75,  et  ayant  fait  le 
produit  24  des  deux  premiers  dénominateurs , je  ne  multiplie  pas 
par  3 qui  est  déjà  employé  , ni  par  8 , puisque  8 est  déjà  compris 
dans  24",  j'aurai  la  même  raison  pour  laisser  n.  Le^commun  dé- 
nominateur sera  donc  24 , et  on  aura  H*  K«  r,  > au  licu  ^e* 
Fractions  précédentes  Pour  obtenir  dans  ce  cas  les  numérateurs, 
il  est  clair  qu’il  faut  diviser  le  dénominateur  commun  par  chaque 
dénominateur  particulier,  et  multiplier  le  quotient  par  le  numé- 
rateur. Ainsi  ayant  adopté  24  pour  dénominateur  commun , je  trans- 
forme la  première  Fraction  en  divisant  24  par  6 , et  multipliant  le 
quotient  4 par  le  numérateur  5.  La  Fraction  transformée^,  n’est 
autre  chose  que  la  première  f,  dont  les  deux  termes  sont  multipliés 
par  4;  je  fais  de  même  pour  toutes  les  autres.  Ce  sera  donc  par  6 = 
Ü que  je  multiplierai  les  2 termes  de  la  Fraction  \ , pour  avoir  la 
transformée 


Exercices  sur  la  théorie  des  Fractions. 


Réduction  à la  plus  simple  expression.  ~ ==  777 
— : i;  les  diviseurs  successifs  sont  5,3,  7,  7 , ou  bien 
employant  le  plus  grand  commun  diviseur  735. 

Applications  des  autres  règles.  77  = 22 
trouverait  5^7  pour  les  7 du  — de  — ; , , = TT  = 

5 5 

126  -f-  16a  + 42  + 54  + 35 

“4"  » - 


i_47o 

1105 


= 20; 


on 

+ ? 


189 


63" 


“T  9 


5 Q 3 77 

12  - — O 7 


43  385  158  121  L 

' ■ — — *0  *0  30  ' ** 


! X a=ï=! 
x 7 = » ; 


-7X5-35’  * 

457  X 177  = 808  i. 

Fractions  décimales. 


9 — 8 V - • 
*“4  » ^ 


64.  Les  Fractions  décimales  sont  celles  dont  le  dénominateur  est 
l’unité,  suivie  d’un  ou  de  plusieurs  zéros;  ainsi  £ , ■£,  7”  sont 
des  Fractions  décimales. 

Ce  caractèr%$ârticulier  a fait  imaginer  une  manière  de  les  expri- 
mer, qui  rend  leur  calcul  aussi  commode  que  celui  des  nombre» 
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entiers;  elle  consiste  à sous-entendre  le  dénominateur,  et  à n’c- 
crire  que  le  numérateur.  11  n'a  fallu  pour  cela  qu’une  convention 
fort  simple  qui  a déjà  été  exposée  et  motivée,  c’est  de  désigner  dans 
un  nombre  le  rang  des  unités  par  une  virgule  placée  au  bas  du 
chiffre  qui  les  exprime,  ou  du  zéro  qui  en  opeupe  la  place  : les 
chiffres  écrits  à droite  forment  le  numérateur  d’une  fraction , dont 
le  dénominateur  sous-entendu  est  toujours  l’unité,  suivie  d’autant 
de  zéros  qu'il  y a de  caractères  après  la  virgule.  Ces  chiffres  s’ap- 
pellent chiffres  décimaux,  ou  simplement  décimales,  en  sous-enten- 
dant le  mot  Fractions , ou  parties.  Quand  on  énonce  la  valeur  d’un 
nombre,  ce  dénominateur  supposé  se  lit  comme  s’il  était  vraiment 
écrit.  Ainsi  3,ia5  = 3 + = 3 -f-  ~ ~ 4-  -J-  = 3 -+-  -t- 

-f-  ^ -j-  — s— . Dans  ce  nombre  il  y a 3 chiffres  décimaux  ou  simple- 
ment 3 décimales;  le  dénominateur  est  donc  1000;  on  lira  donc  trois 
unités  cent  vingt-cinq  millièmes , ou  trois  unités  un  dixième  deux 
centièmes , cinq  millièmes  ; c’est  la  première  manière  qui  est  géné- 
ralement adoptée. 

Il  est  aisé  de  tirer  de  là  les  deux  règles  ( n"  i3  et  i4),  d’après  les- 
quelles on  pourra  écrire  un  nombre  décimal  proposé,  et  lire  un 
nombre  décimal  écrit. 

t°  Ayant  à écrire  , par  exemple,  trois  mille  quarante-cinq  cent 
millièmes , je  vois  qu&le  dénominateur  serait  100000,  il  faut  donc 
5 chiffres  décimaux;  le  nombre  3o/j5  n’employant  que  4 figures,  il 
faut  mettre  un  zéro  en  avant  à gauche  pour  compléter  le  nombre 
des  décimales,  puis  conserver  le  rang  des  unités  par  un  zéro  suivi  de 
la  virgule,  ainsi  qu'il  suit  : o,o3o45.  La  règle  sera  donc  celle-ci  : 
écrivez  le  nombre  décimal  proposé  comme  un  nombre  ordinaire , 
et  s’il  n'emploie  pas  autant  de  figures  qu’il  faut  de  décimales,  com- 
plétez-en  le  nombre  par  des  zéros  placés  vers  la  gauche , puis  placez 
la  virgule  avant  le  résultat  que  vous  obtenez  ainsi,  et  faites-la  pré-  - 
céder  par  un  zéro  pour  tenir  la  place  des  unités  si  la  fraction  déci- 
male n’est  pas  accompagnée  d’un  entier. 

3°  Pour  lire  un  nombre  décimal,  il  suffit  de  se  rappeler  que  le 
nombre  des  décimales  est  le  même  que  celui  des  zéros  qui  suivraient 
l’unité  dans  le  dénominateur  supprimé.  On  lira  donc  le  nombre  dé- 
cimal comme  un  nombre  entier  , puis  on  exprimera , d’après  ce  qui 
vient  d'être  dit,  ledénominateur  sous-enfendu.  A insi  dans  le  nombre 
3,004*017,  je  vois  que  le  dénominateur  serait  suivi  de  7 zéros  = 
1000000;  je  lirai  donc  trois  unités  quarante-deux  mille  dix-sept 
dix- millionièmes. 

JEn  suivant  ccs  considérations,  onpeut  reconnaître  qu’un  nombre 
décimal  ne  change  pas  de  valeur,  si  l’on  écrit  à sa  droite  un  ou 
plusieurs  zéros;  puisque  par  là  on  multiplie  le  numérateur  et  le 
dénominateur  de  la  fraction  par  un  même  nombre.  Par  exemple, 
si  à la  suite  du  nombre  0,47  j’écris  2 zéros,  j’ai  0,4700,  et  le  nombre 
parait  être  multiplié  par  100;  mais  si  je  remarque  que  le  dénomi- 
nateur non  écrit,  qui  était  100,  eH  devenu  10000,  je  vois  que  les 
detix  termes  de  la  fraction  ayant  été  multipliés  par  un  même  nombre, 

3* 
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sa  valeur  n’est  pas  changée.  En  effi|t , j’ai  ~ zz  Par  une  raison 
semblable,  on  peut  supprimer  des  zéros  qui  terminent  un  nombre 
décimal , pnisquc  ce  n’est  autre  chose  que  diviser  les  deux  termes 
d’une  fraction  par  un  même  nombre.  Il  suit  de  là  que  0,4700  = 
0,47,  puisque  ££==£. 

Cela  posé,  si  nous  avons  à ajouter  plusieurs  nombres  décimaux, 
nous  pouvons'leur  supposer  le  même  dénominateur,  en  leur  don- 
nant le  même  nombre  de  décimales,  par  le  moyen  qu’on  vient  d'ex- 
poser; alors  l'addition  des  nombres  décimaux  revient  à celle  des 
fractions  de  même  dénôminateur  , et  nous  avons  vu  qu’elle  se  réduit 
à l’addition  des  numérateurs^  c’est-à-dire  qu’elle  se  fait  alors  comme 
celle  des  nombres  entiers;  ainsi  o,3  + 4,5a  17,0025  = o,3oo*> 

-+-  4,5aoo  -H  i7,ooa5  = ai,8aa5. 

65-  Si  on  a à soustraire  un  nombre  décimal  d’un  nombre  déci- 
mal, on  peut  également  leur  donner  le  même  nombre  de  décimales 
s’ils  ne  l’ont  pas,  et  suivre  alors  la  règle  donnée  pour  la  soustrac- 
tion des  fractions  de  même  dénominateur;  ainsi  4» >7  — 0,037  = 
4,170 — 0,037  rs  4>i33. 

G6.  Pour  obtenir  le  produit  de  deux  nombres  décimaux,  on  les 
multipliera  J’tin  par  l’autre  comme  des  nombres  entiers , et  on  sépa- 
rera , par  la  virgule,  autant  de  décimales  dans  ce  produit  que  les 
deux  facteurs  en  avaient.  En  effet , le  dénominateur  supprimé  serait 
l’unité,  suivi  d'autant  de  zéros  qu'il  y avait  de  décimales  dans  les 
deux  facteurs.  Par  exemple, 


10, us  X a,oo3 
0,012  X 0,0004  = 


•ifii  v 11 6i  *<**5«63 

100  *'  1000  ~ 100000 

2Î_  \/  < 48 

OOO  ” 1000O  IOOOOOOO 


: ao,45o63 
0,0000048. 


67.  Pour  diviser  un  nombre  décimal  par  un  nombre  décimal,  orr 
remarquera  que  si  on  veut  diviser  une  fraction  par  une  autre  de 
même  dénominateur,  il  suffit  de  diviser  le  numérateur  de  la  pre- 
mière par  celui  de  la  seconde.  En  conséquence,  ayant  donné  au  di- 
vidende et  au  diviseur  le  même  nombre  de  décimales;  on  fera  la 
division  à la  manière  ordinaire,  comme  pour  les  nombres  entiers. 
En  effet,  soit  275  à diviser  par  2, 5;  j’aurai  275,0  à diviser  par  2,5, 
ou  -|î  à diviser  par  , ou  enfin  ~ = 1 10. 

Soit  encore  12,5a  à diviser  par  4,3;  j’aurai  12,5a  à diviser  par 
4,3o  , ou  ^ à diviser  par  ou  enfin  ^ = a + îîi  = 2,91 16 
( n°  49  ).  On  peut  diviser  un  nombre  décimal  par  16,  par  100  , par 
1000,  etc....,  en  transportant  la  virgule  d’un  rang,  de  deux  rangs, 
trois  rangs,  etc. , vers  la  gauche.  En  effet,  dans  le  nombre  décimal 
3/h7  = i£,  si  je  porte  la  virgule  entre  le  4 et  le  3 , j’aurai  3,47 
— nombre  dix  fois  plus  petit.  Dans  le  nombre  224,3  =”“  , si 
je  porte  la  virgule  entre  le  premier  et  second  chiffre  à gauche , 
j’aurai  a,a4'3  = HK>  nombre  cent  fois  plus  petit. 

(58-  On  peut  semblablement^piultiplier  un  nombre  décimal  par 
10,  par  100,  par  iooo,  etc.  en  avançant  la  virgule  d’un  rang,  de 
a rangs,  3 rangs,  etc.  sur  la  droite.  Soit  en  effet  dans  le  nombre  5,27 
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= , la  virgule  portée  entre  le  deuxième  et  le  troisième  chiffre  ; 

on  aura  5a, 7 = nombre  dix  fois  plus  grand. 

6g.  La  conversion  d’une  fraction  ordinaire  en  décimales  (n°  4g\ 
va  donner  lieu  à quelques  remarques  intéressantes.  Soit,  par  exem- 
ple, | s:  0,714385714.. • Dans  ce  développement,  après  les  6 pre- 
miers chiffres,  Jon  voit  les  mêmes  reparaître  dans  le  même  ordre, 
et  cela  devait  être. 

En  effet , il  doit  arriver  au  quotient  autant  de  chiffres  différons 
que  la  division  laissera  de  restes  différens;  or  le  diviseur  7 ne  peut 
laisser  que  des  restes  plus  petits  que  lui-même , il  ne  peut  donc  y 
en  avoir  que  6,  après  quoi  l’on  retombera  sur  un  de  ceux  qui  ont 
paru  ; et  alors  les  circonstances  redevenant  les  mêmes  , les  résultats 
le  seront  aussi.  On  appelle  ce  retour  périodique.  Il  n’aurait  pas  lieu 
si  la  division  pouvait  se  faire  exactement;  mais  il  est  aisé  de  voir 
que  ( par  hypothèse)  le  numérateur  n’étant  pas  divisible  par  le  dé- 
nominateur, la  division  ne  pourra  se  terminer  qu’autant  qu'un  des 
nombres  10,  100,  1000,....  par  lesquels  on  multiplie  le  numéra- 
teur, sera  un  multiple  du  dénominateur;  il  faut  donc  que  ce  déno- 
minateur n’ait  pas  d’autres  facteurs  que  ceux  qui  composent  10  , 
100,  1000,....;  or  ces  facteurs  sont  2 et  5',  il  n’y  a donc  que  les 
fractions  dont  les  dénominateurs  sont  composés  uniquement  de  ces 
facteurs,  qui  soient  exactement  réductibles  en  décimales;  ainsi  £ zz 
o,5;  y = 0,75;  £ =0,04  ; £ = 0,875. 

* 

70.  On  peut  réciproquement  convertir  les  fractions  décimales  en 
Fractions  ordinaires , en  rendant  aux  premières  leurs  dénomina- 
teurs, et 'réduisant.  Ainsi  0,875  = ~ — £ , en  divisant  les  deux 
termes  par  ia5;  0,04  = y£y  = A.  Quant  aux  Fractions  décimales 
périodiques,  leur  conversion  dépend  des  remarques  suivantes  : 

j = 0,11111....;  = 0,010101....;  = 0,001001001 D’a- 

près cela,  soit  une  Fraction  décimale  périodique,  dans  laquelle  la 
période  n’a  qu’un  chiffre,  comme  o, 333....  On  voit  que  cette  fraction 
équivaut  à trois  fois  0,11 1...  = 3 X î;  elle  vaut  donc  | ou  £.  Si  la 
période  a deux  chiffres,  comme  0,363636....,  on  voit  que  cette 
fraction  équivaut  à 36  fois  0,010 1 01 ....  = 36  X donc  elle  vaut 
£|  = 'A  , ainsi  de  suite. 

Nous  pourrons  en  çonclure  la  règle  suivante  : Une  fraction  déci- 
male périodique  est  égale  à une  fraction  ordinaire,  dont  le  numéra- 
teur est  la  période  elle-mcme , et  dont  le  dénominateur  est  composé 
d'autant  dertf’qu’il  y a de  chiffres  à la  période.  Ainsi  o,3243a4.... 

= If?  = r,  > 0,00270027= ,1k = —7. 

Si  la  période  ne  commence  pas  au  premier  chiffre  décimal,  on 
ramène  ce  second  cas  au  précédent,  par  la  transposition  de  la  vir- 
gule. Soit , par  exemple,  4,27818181....  Si  011  place  la  virgule  après 
le  7 , on  aura  427,818181....  ; expression  cent  fois  plus  grande  que 
la  première,  et  qui  étant  réduite  en  Fraction  ordinaire,  vaut  427 
mais  il  faut  diviser  cette  dernière  valeur  par  100,  ce  qui 
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_ 427.99+81  4x354 s353 

9900  9900  55o 


ainsi,  4,278181 


= y5”,  ce  doM  on  se  convaincra  facilement,  si  on  convertit  cette 
fraction  en  décimales.  On  trouvera  de  même  que  o,o8333....=:  — , 
et  que  o,23i2ia....  = 

Ou  a fait,  sur  le  développement  en  décimales  des  fractions  , dont 
le  numérateur  est  l'unité  et  le  dénominateur  un  nombre  premier,  la 
remarque  suivante  qui  peut  servir  à abréger  l’opération.  Lorsque 
le  nombre  des  chiffres  de  la  période  doit  être  pair,  on  en  est  averti 
par  le  reste  que  laisse  le  dernier  chiffre  de  la  première  moitié  de  la 
période;  car  ce  reste  est  alors  égal  au  dénominateur  diminué  de  l’u- 
nité , et  les  chiffres  de  la  seconde  moitié  de  la  période  se  trouvent 
en  prenant  le  complément  à 9 des  chiffres  de  la  première  moitié. 
Ainsi  dans  le  développement  de  7,  le  troisième  reste  sera  6 , et 
on  aura  £=  0,1 42857  , où  l’on  voit  que  les  3 derniers  chiffres  8,  5 , 
7,  sont  9 — 1,9  — 4,9  — 2.  Les  fractions  f,  ==  0,09;  £ = 
0,076923,  etc.,  donneront  lieu  aux  mêmes  remarques. 

On  n’a  pu,  cependant,  trouver  jusqu’à  présent  aucun  moyen  de 
reconnaître  avant  l’opération , si  le  nombre  des  chiffres  de  la  période 
serait  pair  ou  impair,  ou  moindre  que  ledénoininatcur  diminué  de 
l’unité. 


Exercices  sur  les  Fractions  décimales. 


Convertir  une  fraction  ordinaire  en  fraction  décimale: 

_ f<  = 0.4375;  £ = 0.171875;  £ = 0.148148 

= 0.174603174603 -H  — °-77 '9a> 

0,14285714 . . • 

0,2857 1428 . . . 
0,42857142. 
0,57142857. 
0,71428571. 
0,8571485. 


On  a vu  ci-dessus  que 
il  est  digne  de  remarque^, 
que  la  période  se  com-j 
pose  des  mêmes  chiffres  ' 
et  dans  le  même  ordre  | 
pour  les  fractions. 


5 _ 

I _ 
I — 

I _ 


Revenir  d’une  fraction  décimale  à une  fraction  ordinaire  , 0,375 
■ «• 

Opérations  sur  les  Nombres  çomplexes. 


7 I . On  appelle  nombre  complexe , un  nombre  composé  de  plu- 
sieurs espèces  d’unités  subordonnées.  Ainsi  3”"  l\s  6*  est"  un  nombre 
complexe,  dans  lequel  la  livre  tournois  est  l’unité  principale;  le  sou 
qui  est  contenu  20  fois  dans  la  livre,  et  le  denier  contenu  ia  fois 
dans  le  sou  , sont  des  unités  secondaires,  ou  des  fractions'de  l’unité 
principale. 

L’adoption  du  système  décimal  pour  les  nouvelles  mesures,  a fait 
disparaître  les  nombres  complexes,  et  rendu  leur  calcul  inutile; 
cependant  l’obligation  où  on  se  trouve  encore  souvent  d’exécuter 
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ou  de  vérifier  des  calculs  de  nombres  complexes , nous  force  à en 
parler. 

La  mesure  ancienne  de  pesanteur  était  la  livre  partagée  en  16 
onces  , l’once  en  8 gros  , le  gros  en  3 deniers  ou  7 a grains  ; de  sorte 
que  la  livre  contient  128  gros,  ou  9216  grains. 

La  mesure  de  longueur  était  la  toise  partagée  en  6 pieds,  le  pied 
en  la  pouces,  le  police  en  1a  lignes;  la  toise  est  donc  de  72  pouces, 
ou  de  864  lignes. 

Addition  des  Nombres  complexes. 

7 2.  Pour  obtenir  la  somme  de  plusieurs  nombres  complexes, 
on  les  écrit  les  uns  sous  les  autres,  avec  l’attention  de  mettre  en- 
semble en  même  colonne  les  unités  de  même  espece.  On  commence  à 
droite  par  les  plus  petites;  et  si  la  somme  de  leur  colonne  surpasse 
le  nombre  qu’il  en  faut  pour  composer  une  unité  de  l’ordre  supé- 
rieur le  plus  voisin , on  écrit  seulement  le  reste  sous  cette  colonne , 
et  on  reporte,  dans  la  somme  de  la  suivante,  l’unité  ou  les  unités 
données  par  la  précédente,  ainsi  de  suite 

Exemple  : soient  à ajouter  aotoi,e‘  4^ll"i,  7?"“'’  81!s”“;  g*0'*®*  5rieii* 
(,poocci  I0iiga«.  tguiie»  ,-pouco  jtisoei.  Ayant  disposé  ces  nombres 
comme  ci-dessous  : 

toites.  pieda.  ponces. 

20  4 7 

9 5,  11 

«9  4 7, 

on  a pour  somme  5o  3 a 

En  effet, ta  colonne  des  lignes  en  donne  ai  ; j’en  ôte  ta , faisant 
1 pouce,  et  j’écris  le  reste  9 lignes.  La  colonne  des  pouces  en  con- 
tient a5 , et  y joignant  1 pouce  donné  par  la  colonne  précédente , 
c'est  en  tout  afi  pouces,  ou  2 pieds  a pouces  ; j’écris  a pouces,  et 
les  a pieds  joints  aux  i3  pieds  de  la  colonne  suivante,  en  donnent 
i5,  ou  a toises  3 pieds  ; j’écris  les  3 pieds,  et  je  joins  les  a toises  à 
celles  de  la  colonne  des  toises,  qui  se  trouve  ainsi  en  contenir  5o. 

Soustraction  des  Nombres  complexes. 

73.  Après  avoir  écrit  le  plus  petit  sous  le  plus  grand,  toujours 
avec  l’attention  de  placer  l’une  sous  l’autre  les  unités  de  même  es- 
pèce, on  commencera  à droite  par  celles  de  moindre  valeur,  sous- 
trayant le  nombre  inférieur  du  nombre  supérieur  autant  que  cela 

se  pourra  faire , et  écrivant  le  reste.  Si  le  nombre  supérieur  est  plus  . 
petit  que  l’inférieur,  on  rendra  la  soustraction  possible  en  emprun- 
tant sur  l’espèce  voisine  la  plus  prochaine.  Un  exemple  va  éclaircir 
cette  règle. 


liglWi. 

8 

10 

3 
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Soient  2oh>  7 onces  4 gros  5o grains,  à retrancher  de  22^»  5 onces 
5 gros  18  grains;  on  disposera  ainsi  l’opération  : 

, ' livres.  onces,  gros.  grains. 

aa  5,5  18 

ao  7 4 5o 

Différence.  . . 1 14  o 4° 

]Ve  pouvant  ôter  5o  grains  de  18  grains,  j’emprunte  1 gros,  va- 
lant 7a  grains  : j’en  ai  donc  90 , et  il  en  reste  par  conséquent  40. 
Passant  aux  gros  où  le  nombre  supérieur  est  réduit  à 4 par  l’em- 
prunt d’une  unité,  le  reste  est  zéro.  Je  ne  puis  ôter  7 onces  de  5 
onces,  mais  une  livre  empruntée  me  donne  16  onces;  j’en  ai  donc 
ai  , desquelles  ôtant  7 il  en  reste  i4;'  et  20**»  ôtées  de  ai  laissent 
iH>  pour  reste.  ' 

Si  l’on  proposait  de  retrancher  de  6 toises,  4 toises  3 pieds  6 pou- 
ces 8 lignes  5 points  : 

toiiei.  pieds,  pouce»,  ligne»,  point». 

60000 
4 3 6 8 5 

Différence.  .1  a 5 3 7 


On  serait  conduit  des  le  commencement  de  l’opération  à décom- 
poser une  toise  en  5 pieds  1 1 pouces  1 1 lignes  ta  points , et  le  cal- 
cul pourrait  immédiatement  recevoir  la  forme  suivante  : 

toiae».  pied»,  pouces,  lignes,  points. 

5 5 11  11  ia 

4 3 6 8 5 

Différence.  .1  a 5 3 7 

74-  I*  preuve  de  la  soustraction  des  nombres  complexes  se  fait 
comme  pour  les  nombres  iucomplexes;  car  en  ajoutant  le  reste  au 
petit  nombre,  on  doit  retrouver  le  plus  grand. 

La  preuve  de  l’addition  se  fait  aussi  comme  pour  les  nombres  in- 
complexes,  en  recommençant  l’opération  par  la  gauche,  et  sous- 
trayant la  somme  de  chaque  colon  ne  de  celle  qui  a été  écrite  dessous  ; 
on  doit  définitivement  trouver  zéro  pour  reste  sous  la  dernière  co- 
lonne à droite.  En  effet,  le  procédé  qu’on  a suivi  a dû  composer  la 
somme  totale  de  toutes  les  parties  qui  formaient  les  nombres  à 
ajouter;  donc  si  de  cette  somme  on  retranche  successivement  toutes 
les  parties  qui  la  composent,  il  ne  doit  rien  rester,  dans  le  cas  où 
l’opération  a été  bien  faite.  Reprenons,  pour  éclaircir  ceci,  l’exein- 
ple  précédent. 

toises,  pieds.  pouc.  ligues. 

20  4 7 8 

9 5 11  10 

>9  ^ 7 3 

* Somme.  . . 5o  3 2 9 

Preuve.  . . zz  z X o 
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Les  3 dizaines  de  toises  étant  ôtées  de  5 qu'on  a écrit , il  en  reste 
2 qui  proviennent  du  report  de  la  colonne  des  toises;  ces  2 dizaines 
valent  20  toises,  et  ^a  colonne  des  toises  n’en  donne  que  18,  il  en 
reste  2 , valant  12  pieds,  qui  joints  aux  3 pieds  faisant  partie  de  la 
somme,  en  donnent  i5;  mais  la  colonne  des  pieds  n’en  donne  que 
1 3,  il  en  reste  donc  2 valant  24  pouces,  avec  2 qui  se  trouvent  dans 
la  somme,  ou  en  a 26  qui  surpassent  d'i  pouce  les  25  pouces  de 
cette  colonne  : ce  pouce  provenant  du  report  des  lignes,  et  joint 
aux  9 lignes  de  la  somme,  en  donnent  ai;  c'est  exactement  le 
nombre  qui  se  trouve  dans  cette  colonne;  l’addition  est  donc  bonne. 

Multiplication  des  Nombres  complexes. 

75.  Il  faut  d’abord  rappeler  ici  que, dans  toute  multiplication, 
le  multiplicateur  est  un  nombre  abstrait,  et  le  multiplicande  un 
nombre  concret  de  la  nature  du  produit;  ce  qui  ne  peut  manquer 
de  le  faire  reconnaître,  puisque  l’état  delà  question  apprend  né- 
cessairement quelle  doit  être  la  nature  du  produit. 

76.  La  multiplication  des  nombres  complexes  pourrait  se  rame- 
ner à la  multiplication  des  fractions,  puisque  chaque  facteur  est 
formé  d’unités  principales  et  de  fractions  de  cette  unité. 

EXEMPLE. 

Veut-on  savoir  ce  qu’il  faut  payer  pour  5 toises  4 pieds  6 pouces 
d’ouvrage,  à V*  %s  6*  la  toise  ? Le  multiplicande  is  6*  est  com- 
posé de  3 unités  de  £ et  de  l’unité  principale;  ces  dedx  fractions 
mises  au  même  dénominateur  donnent  ^ -f-  le  multipli- 

cande est  donc  3#  4"  777—777^1  011  7^°  deniers;  ce  qu’on  obtient 
également  par  la  réduction  des  livres  en  sols,  ou  en  les*  multi- 
pliant par  20,  car  on  aura  6os  + is  — 6is,  puis  en  deniers,  en 
multipliant  par  12,  ce  qui  donne  744*  -f-  6d  — 75od. 

Par  un  procédé  analogue,  le  multiplicateur  peut  être  représenté 
par  5‘  -f-  *-  -f  £ = 5‘  + £ -f-  ± = 5*  -f-  g = 7*;  ou  bien  rédui- 
sant les  toises  en  pieds,  en  multipliant  par  6 , on  a 3ot"'  -j-  41”'  — 

~ 34p1, , réduisant  en  pouces  en  multipliant  par  12 , il  vient  4o8p°-  ♦ 

4-  6f”,=4i4po- 

Voilà  la  question  réduite  à multiplier  X 77  = Vt’AV*'  — 
i7'lf'4-  pH-.  Cette  fraction  réduite  en  sols,  donne  ~ 
îg-*-  -f-  pf—  19^  -+-|,  fraction  qui,  réduite  en  deniers,  donne  7*  = 

4*  i.  Le  produit  cherché  est  donc  17*  19’  4d  ;• 

On  peut  donner  pour  règle  générale,  qu’il  faut  réduire  les  deux 
facteurs  à leur  /dus  petite  sout- espèce,  multiplier  les  deux 'résul- 
tats l’un  par  Vautre , et  diviser  le  produit  par  celui  des  deux  nom- 
bres qui  expriment  combien  l'unité  principale  de  chaque  facteur 
contient  de  fois  la  plus  petite  sous-espèce.  On  aura  une  fraction  de 
laquelle  on  tirera  successivement  les  unités  de  chaque  ordre  du  pro- 
duit. 
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Mais  la  méthode  la  plus  généralement  adoptée,  et  la  plus  expé- 
ditive est  celle  des  parties  aliquotes,  que  nous  allons  exposer. 

77.  On  appelle  parties  aliquotes,  des  parties  ou  fractions  qui 
ont  l’unité  pour  numérateur  ; ce  nom  leur  a été  donné,  parce  que 
l'unité  est  composée  d’une  de  ces  parties  prise  un  certain  nombre 
de  fois.  Par  exemple:  ios  sont  une  aliquotc  delà  livre,  parce  que  , 
répétés  deux  fois , ils  donnent  la  livre.  5S,  lts,  a*,  sont  des  aliquotes 
de  la  livre,  puisque  ces  nombres  sont  le  j,  j,  £ de  la  livre,  a-*-  6*, 
Z*  4*,  6-1  8*,  qui  sont  le  j,  le  j , le  ^ de  la  livre  en  sont  des  aliquotes  ; 
mais  3J  ne  sont  pas  une  aliquote,  parce  que  3^  répétés  un  certain 
nombre  de  fois  ne  donnent  pas  exactement  la  livre. 

Cela  posé,  reprenons  l’exemple  ci-dessus,  dans  lequel  il  s'agit  de 


Multiplier.  . 

3t 

%J 

6*> 

Par.  . . 

5‘ 

4pi 

6p* 

Pour  3* 

i5* 

os 

O* 

Pour  a-*" 

O 

10 

O 

Pour  6*> 

O 

2 

G 

Pour  ai» 

1 

0 

ÎO 

Pour  ai" 

I 

0 

IO 

Pour  6i>0 

O 

17* 

5 

>9^ 

2 ; 
4M 

Le  produit  doit  contenir  tout  le  multiplicande  multiplié  par  tout 
le  multiplicateur.  Multiplions  d’abord  tout  le  multiplicande  par  les 
entiers  du  multiplicateur;  on  a 3*  X 5 = iS*.  Ensuite  pour  avoir 
le  produit  de  is  par  5 , je  dis, une  livie  multipliée  par  5 , donnerait 
au  produit;  mais  a-r  qui  sont  ne  doivent  donner  que  le 
dixième  de  ce  produit.  Je  prends  donc  le  ^ de  S"**",  et  j’écris  io*r. 
Enfin  6*,  moitié  d’un  sol,  ou  quart  de  is,  donneront  donc  au  pro- 
duit le  quart  de  ios , produit  de  a';  j’écris  donc  a' 6*“. 

Passant  aux  sous  - espèces  du  multiplicateur,  je  trouve  4 pieds, 
dont  le  produit  se  fera  par  ce  raisonnement  : une  toise  vaut  3'H  a'f»*'; 
4 pieds  ne  font  pas  une  aliquote  de  la  toise;  mais  a pieds  faisant 
le  j,  je  décompose  4 pieds  en  j*  -j-  i‘,  j’écris  donc  a fois  le  j de  3ff 
a'  6*,  qui  vaut  i*  o*  10*. 

Enfin  je  remarque  que  6 pouces  sont  la  moitié  d’un  pied , ou  le 
quart  de  a pieds;  je  prends  donc  le  quart  du  dernier  produit,  et 
j’ai  5*  id  ajoutant  ces  produits  partiels,  leur  somme  donne  17'fr 
19'  4^  i pour  le  produit  total,  le  même  qu’on  a obtenu  par  un 
procédé  plus  long. 

La  règle  générale  qu’on  peut  conclure  de  cette  opération  est  donc 
celle-ci  : Ecrivez  le  multiplicateur  sous  te  multiplicande , multipliez 
tout  le  multiplicande  par  les  entiers  du  multiplicateur , en  décompo- 
sant successivement  les  sous-espèces  en  aliquotes  de  l’espèce  précé- 
dente; puis  prenez  pour  les  sous-espèces  du  multiplicateur,  des  ali- 
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quotes  convenables  du  multiplicande  ; la  somme  de  ces  produits  par- 
tiels sera  le  produit  total. 

Un  second  exemple  achèvera  de  développer  l’application  de  cette 
méthode.  Combien  recevra-t-on  pour  a jours  6 heures  3o  minutes  de 
travail,  à raison  de  1 7*  par  journée  de  ia  heures? 

ai  6h  3o“ 


Pour  ai  . . . 3 A*  o‘  o*> 

Pour  6h  . . . 8 10  o Moitié  de  17'fr. 

Pour  ih . . . x S # Produit  auxiliaire. 

Pour  3om.  . . 01  /,  a Moitié. 

43#  4'  a*> 

Ayant  pris  ponr  ai  deux  fois  le  multiplicande , et  pour  6h  moitié, 
on  prendra  le  i de  ce  produit  pour  avoir  la  valeur  d'une  heure , 
afin  d’en  prendre  la  moitié  pour  avoir  le  produit  correspondant  à 3o; 
ou  une  demi-heure;  on  rayera  ce  produit  d’une  heure,  comme  ne 
devant  pas  faire  partie  du  produit  total.  On  aurait  pu  prendre  pour 
3om  le  A du  produit  de  6k. 

Si  la  question  eût  été  ainsi  posée;  pour  i#  on  fait  travailler  un 
homme  pendant  ai  6h  3om,  combien  de  temps  le  fera-t-on  travailler 
pour  1 7# , la  journée  de  travail  étant  toujours  de  ta  heures  ? On 
voit  que  17  est  multiplicateur,  et  qu’il  s'agit  de  prendre  ai  6h  3om, 
1 7 fois  comme  il  suit  : 

ai  6h  3om 
X7* 


34i 

8 6h 


43i  a*>  3om 


On  a d’abord  17  fois  a jours,  faisant  34  i;  puis  17  fois  6h,  ou  t7 
fois  i jour,  faisant  la  moitié  de  17  jours,  ou  8 journées  6h.  Ensuite 
on  pourra  prendre  le  j de  ce  produit , qui  correspondra  à celui  d'une 
heure,  faisant  17  heures  ou  1 journée  5 heures,  dont  la  moitié, 
ou  8h  3o',  correspond  à une  demi-heure  ou  3om  ; et  le  produit  total 
sera  la  somme  de  ces  produits  partiels , ayant  toutefois  rayé  le  ' 
produit  auxiliaire  1 jour  5 heures. 

La  circonférence  du  cercle  étant  conçue,  divisée  en  36o  parties 
ou  degrés,  chaque  degré  en  60  minutes  et  chaque  minute  en  60 
secondes,  on  demande  combien  de  degrés,  minutes  et  secondes  a 
parcouru  dans  le  ciel , en  27  ans  9 mois , un  astre  qui  décrit  chaque 
année  un  arc  de  2 degrés  35  minutes.  On  a donc 


Digitized  by  Google 


44  COUBS  SE  MATHÉMATIQUES. 

a°  35' 

A,  multiplier  par  37*“*  9“°'* 

Pour  3o;  . . . i3  3o*  o Moitié  de  270. 

Pour  b1  ..  . a iS1  o j du  produit  de  3o'. 

Pour  6 mois.  1 17  bo"  Moitié  du  multiplicande. 

Pour  3 mois,  o 38  45  Moitié  du  produit  de  6 mois. 

Produit  . . . . 7 1 0 4 1 ' 1 5" 


Division  des  nombres  complexes. 


78.  Nous  avons  vu  que  le  produit  du -quotient  par  le  diviseur 
égale  le  dividende.  On  peut  donc  regarder  le  diviseur  et  le  quotient 
comme  les  deux  facteurs  du  dividende;  mais  un  de  ces  facteurs  doit 
être  abstrait,  et  l’autre  de  la  nature  du  produit  ; donc  si  le  diviseur 
est  de  la  nature  du  dividende , le  quotient  sera  abstrait.  1er  Cas. 

• Si  le  diviseur  n’est  pas  de  la  nature  du  dividende,  le  diviseur  est 
abstrait , et  le  quotient  concret  de  la  nature  du  dividende.  IIe  Cas. 

Dans  aucun  cas,  on  ne  peut  diviser  par  un  diviseur  complexe;  il 
faut  donc  toujours  préparer  l’opération  en  mettant  le  diviseur  sous 
une  .forme  incomplexe;  mais  de  plus,  dans  le  premier  cas,  il  faut 
que  le  dividende  soit  préparé  de  même  , car  on  ne  pourrait  pas  sans 
cela  obtenir  le  quotient  abstrait. 


7Q,  Supposons,  pour  premier  exemple,  que  4°9*’  aient 
été  payés  pour  le.  prix  d’un  certain  nombre  de  fusils,  à raison  de 
35#  ia*r  chaque;  il  s’agit  de  savoir  combien  de  fois  a5*  xa-1"  sont 
contenus  dans  409*  iaJ\  Le  diviseur  étant  complexe,  il  faut  le  ré- 
duire en  une  seule  expression  fractionnaire;  or  a5*  \ is  — aS*-^!**' 
de  même  le  dividende  409*  1 is  — 409*  -{-1=^^*;  il  faut 
donc  diviser  par  ^*,  ce  qui  donne  -5-  X 77;  = —16. 

La  nature  de  cette  question  ne  pouvait  admettre  qu’un  quotient 
entier;  mais  le  raisonnement  et  l’opération  seraient  encore  les 
mêmes  , si  le  quotient  abstrait  devait  se  convertir  aussi  en  nombre 
complexe.  Par  exemple,  on  a payé  1278#  5-f  7^  i pour  un  certain 
nombre  de  toises,  pieds , pouces  d’ouvrages,  à raison  de  37*  1 7^  6®> 
la  toise;  quel  était  ce  nombre  ? Ici  le  quotient  pourra  être  composé 
d’entiers  et  fractions,  et  la  nature  de  la  question  veut  que  ce  soit 
une  fraction  de  toise, pu  que  nous  la  convertissions  en  pieds,  pouces, 
lignes  , etc. , ce  qui  se  fera  facilement.  D’abord  le  diviseur  est  37* 

+ S +|fc.  ou  3'#  + S + H = w -H  K*  + r/=  37*+ 

= î7#+f  = ; le  dividende  = .278*  + f*  + + 4» 

= 1278*4-  **-  ih  + ïh  = 1278-+-Ü;  = i!£rî  à diviser  par^1 

6i3575 

ou  6 ‘A5/-  X ==  h — en  divisant  numérateur  et  dénominateur 
4»o  * 303  bo*3o3 

par  8 ss  ^ et  en  divisant  les  2 termes  par  45 , on  a = 33 
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-j-  = 33  -f-  J.  Pour  convertir  cette  fraction  en  pieds,  on  mul- 

tiplie son  numérateur  par  6,  ce  qui  donne  — 4 + î>  cjest  donc 
4 pieds  6 pouces,  ce  qu’on  aurait  eu  de  même  en  multipliant  le  nu- 
mérateur par  1 a , ce  qui  aurait  produit  ~ — 6 ; le  quotient  est  donc 
33  toises  4 pieds  6 pouces. 

La  règle  applicable  à ce  premier  cas , est  donc  de  réduire  le  di- 
vidende et  le  diviseur , chacun  en  une  seule  expression  incomplexe, 
en  les  convertissant,  si  l’on  veut,  en  sous-divisions  les  plus  petites  de 
leur  unité  principale , et  si  ces  deux  résultats  sont  alors  de  même 
dénominateur , on  divisera  les  deux  numérateurs  l’un  par  C autre  : si 
les  dénominateurs  sont  différens , on  opérera  comme  dans  la  division  » 
des  fractions , tpultipliant  la  fraction  dividende  par  la  fraction  divi-% 
seur  renversée  ; on  aura  pour  quotient  une  fraction  dont  on  extraira 
les  entiers , puis  on  convertira  le  reste  en  sous  espèce  de  l'unité  prin- 
cipale déterminée  par  l’état  de  la  question. 

Si  le  dividende  se  trouvait  être  plus  petit  que  le  diviseur,  le  quo- 
tient s 'obtiendrait  toujours  de  la  même  manière.  Par  exemple,  veut- 
on  savoir  combien  pour  5S  on  aurait  d'onces,  de  gros,  etc... de 
thé,  à raison  de  la^  ios  la  livre?  On  voit  que  le  dividende  est  7 j 
= ” , le  diviseur  12  j — ’d  ■ Qn  a donc  à diviser  j par  ce  qui 
donne  j X A — Pour  que  cette  fraction  exprime  des  onces,  on 

, ....  „ sa  X 16  ’ *9  X 8 23a 

la  multipliera  par  16  , et  on  aura  r=  = S g00"* 

-f-  ^oocei.  cet(e  deuxième  fraction  multipliée  par  8 donnera  ~*r0‘  = 
2Sr°*  -j- i ; ainsi  de  suite. 

80.  Dans  le  deuxième  cas,  le  quotient  doit  être  de  la  nature  du 
dividende;  car  il  est  question  de  partager  le  dividende  en  un  cer- 
tain nombre  entier,  ou  fractionnaire  de  parties  désigné  par  le  divi- 
seur. Alors  le  diviseur  seul  doit  être  incomplexe,  et  s’il  ne  l’est  pas, 
on  le  réduira  comme  nous  avons  fait  précédemment , en  une  seule 
expression  fractionnaire;  puis  on  opérera  comme  dans  la  division 
des  fractions , multipliant  le  dividende  par  le  dénominateur  de  la 
fraction  diviseur,  et  divisant  ce  produit  par  le  numérateur.  Par 
exemple,  i3  toises  3 pieds  d’ouvrage  ont  coûté  84*  15-f  6*,  quel 
est  le  prix  de  la  toise?  Le  diviseur  est  donc  i3  j,  ou  ” ; ainsi  on  veut 
partager  le  dividende  en  ^ , ou  le  double  du  dividende  en  27  par- 
ties ; le  dividende  multiplié  par  2 , donne 


169*  11^ 

fit 

a diviser  par  27. 

j 

20 

r>*  5 s 7*>  A. 

1U0 

1 1 

151^ 

16 

12 

19a 

3 

2 
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Divisant  les  entiers  par  I7  , on  a 6 au  quotient , avec  7* de  reste, 
qui  multipliés  par  20,  pour  les  convertir  en  sols,  donnent  i4oJ'; 
et  les  joignant  aux  11^,  qui  font  partie  du  dividende,  on  a i5i  , 
et  5 au  quotient  avec  i6s  de  reste,  qui  multipliés  par  1a  donnent 
19a*  au  dividende,  7*  au  quotient , et  3*  de  reste,  qui  divisés  par 
37  donnent 

Voici  encore  une  question  pareille. 

36  toises  5 pieds  6 pouces  8 lignes  d’ouvrage,  ont  coûté  1374'lf 
îa s 6K,  quel  est  le  prix  de  la  toise  ? 

On  voit  bien  que  ce  nombre  de  toises  donné  est  un  diviseur 
abstraÿ,  qui  n’est  autre  chose  que  le  facteur  par  lequel  il  faudrait 
multiplier  le  prix  cherché  pour  produire  la  somme  payée.  Nous  au- 
rons donc  36‘  Il  faut  réunir  ces  trois  fractions,  011  bien  , 

ce  qui  revient  au  même  , convertir  le  diviseur  en  lignes,  864rae‘de 
toisesv  Simplifiant  les  fractions,  on  a 36‘  -|-  \ + n 4"  TTï’  ou  36*  ■+■ 

ih  + tts  + ttî  = 36  h-  ÎH  = 36  + H = Hr  > ainsi  ie  dividende 

doit  être  multiplié  par  37,  et  divisé  par  997,  ce  qui  donne 
997  ” 


OPERATION. 


i*r  reSte 
Multiplié  par 

37 1 1 4* 
,7204 
aa5* 
ao 

1Tr  6*'j  997 

| 37*  4'  6* 

pour  le  convertir  en  sols. 

4600^ 
' >7’r 

du  dividende  ci-dessus. 

ae  reste 
Multiplié  par 

45 1 7 
SagJ’ 
12 

pour  le  convertir  en  deniers. 

6348 

6* 

du  dividende  ci-dessus. 

3e  reste 

6354 

372* 

Numérateur  de  la  fraction. 

8 1 . Si  on  avait  à convertir  un  nombre  complexe  en  décimales  et 
réciproquement,  voici  la  marche  à tenir  : 

Soit,  3 degrés  18  minutes  ao  secondes  à convertir  en  décimales. 
On  remarque  qu’une  seconde  étant  £ de  minute,  on  a 18'  îï  — 


, 8’  !=  1 8',333...  puis  18', 333...  = 


18", 333  i°,8333... 

60  6 


= o°,3o55. 


donc  10"  = 3°3o55..., 

Soit  encore  S toises  4 pieds  3 pouces  7 lignes  à mettre  en  dcci- 
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males.  On  a d’abonl  7 lignes  = ~ pouces  = o,58  pouces....  Le 
nombre  proposé  est  donc  5*  4pi  3p°,  58....  Pour  convertir  3p°,58... 
en  fraction  décimale  du  pied  , il  faut  diviser  par  12  , puisque  3r°, 58 

3 58 

= - pieds  =o,Pied‘a98.....  on  a donc5*4pi,298....  Mais  4pi*4*, 298 

4 208 

= - 'g  ~ toises  ==  o‘,7i63  ; donc  5'  4pi  3p°  7I!s=:  5‘,7i63,  à moins 
d’un  dix-millième  près. 

On  voit  donc  qu'il  faut  commencer  par  la  plus  petite  sous-d  im'sion 
de  l’unité  principale , et  diviser  successivement  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  chaque  sous-division  est  contenue  dans  la  précé- 
dente. 

Une  marche  inverse  donnera  le  développement  d’une  fraction 
décimale  en  nombre  complexe.  Reprenons  l’exemple  précédent,  et 
cherchons  ce  que  vaut  en  toises , pieds,  pouces  , lignes,  le  nombre 
5*, 7163.  Il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  0,7163  étant  une  fraction 
de  toise,  en  la  multipliant  par  6,  on  la  convertira  en  pieds;  on 
aura  donc  o*,7i63  = 4p,2978.  De  même  la  fraction  oP',2978  , mul- 
tipliée par  12,  donnera  des  pouces;  ainsi  oP',2978  = 3p°,5736. 
Enfin  , la  fraction  op°,5736,  multipliée  par  12,  donnera  des  lignes; 
ainsi  op°,5736=:  6Hs  8832 , environ  71'*;  par  conséquent  5*  7163  = 
5*  4?'  3p°  7hr. 

On  voit  que  cette  conversion  s’opère  par  une  marche  inverse  de 
la  précédente , en  multipliant  successivement  par  les  nombres  qui 
indiquent  combien  de  fois  chaque  espece  d’unité  contient  celle  de 
C espèce  inférieure  suivante. 

Ceci  nous  donne  occasion  de  remarquer  que  dans  le  calcul  des 
décimales,  lorsqu'on  en  restreint  le  nombre, il  faut  augmenter  d’une 
unité  la  dernière  de  celle  que  l’on  conserve  , si  la  première  de  celle 
qu’on  néglige  égale  ou  surpasse  5;  car  ce  calcul  étant  le  plus  sou- 
vent approximatif,  il  s’agit  de  faire  la  moindre  erreur  possible  : or 
dans  le  cas  dont  nous  parlons , on  ferait  une  erreur  de  plus  d’une 
demi-unité  sur  le  dernier  chiffre,  si  on  négligeait  l’augmentation 
prescrite;  au  lieu  que  cette  augmentation  n'expose  qu’à  une  erreur 
moindre  d’une  demi- unité. 

Rapports . Proportions. 

v 

82.  Un  rapport  est  le  résultat  de  la  comparaison  de  deux  quan- 
tités. On  distingue  deux  sortes  de  rapports.  Lerappiiÿt  Arithmétique, 
ou  mieux  le  rapport  par  différence,  est  la  différence  qui  existe  entre 
deux  nombres.  Ainsi  le  rapport  de  2 à 5 est  3 , celui  de  7 à 9 esta  , 
de  11  à 7 est  4* 

Le  rapport  géométrique  ou  de  contenance  entre  deux  nombres, 
est  le  quotient  de  l’un  divisé  par  l’autre;  ainsi  le  rapport  géomé- 
trique entre  6 et  18  est  ou  j;  le  rapport  géométrique  entre  1a 
et  4 est  j ou  3 ; entre  3 et  21  est  i ou  i. 


Digitized  by  Google 


4 8 COURS  DF.  MATHÉMATIQUES. 

Le  premier  des  deux  nombres  que  l’on  compare  s’appelle  anté- 
cédent du  rappoi t , elle  second  est  le  conséquent. 

83.  Une  proportion  est  l’assemblage  de  deux  rapports  égaux  : 
il  y a donc  deux  sortes  de  proportions,  comme  il  y a deux  sortes 
de  rapports,  la  proportion  arithmétique  ou  L' équuliffércnce , et  la 
proportion  géométrique,  ou  l’équicontenance. 

Soit  le  rapport  arithmétique  de  5 à a,  et  celui  de  io  à 7.  La  dif- 
férence 3 étant  la  même  dans  ces  deux  rapports , leur  assemblage 
forme  une  proportion  arithmétique  qui  s’écrit  ainsi , 5 . 2 iio  . 7, 
c’est-à-dire  5 est  à 2,  comme  10  esta  7. 

On  aura  de  même  4.7:8.11;  9. 5:7. 3, 

84.  Une  propriété  essentielle  de  la  proportion  arithmétique, 

c'est  que  la  somme  des  extrêmes  égale  celles  des  moyens.  (On  appelle 
extrêmes,  le  premier  et  le  dernier  terme,  et  moyens,  le  second 
et  le  troisième.  ) Pour  prouver  cette  propriété  en  général , il  suffit 
de  remarquer  que,  dans  chaque  rapport,  le  conséquent  est  égal  à 
son  antécédent  plus  la  différence  , si  les  termes  de  proportion  sont 
placés  suivant  l’ordre  ascendant  4.7:8.11  par  exemple,  et  que 
ce  conséquent  est  égal  à son  antécédent  moins  la  différence  , lors- 
que les  termes  sont  disposés  dans  l’ordre  inverse  7 . 4 : • 8. 

Dans  l’un  et  l’autre  cas  la  somme  des  extrêmes  se  compose  du  pre- 
mier antécédent  et  du  deuxième  conséquent,  tandis  que  la  somme 
des  moyens  se  compose  du  premier  conséquent  et  du  deuxième  anté- 
cédent. Si  nous  mettons  à la  place  de  ces  mots  conséqucns  leurs 
équivalens  trouvés  ci-dessus  , nous  aurons  : 

! Somme  des  extrêmes  = ier  antécédent  2*  antécédent 
-f  différence. 

Somme  des  moyens  = 1er  antécédent  -|-  différence  -4-  a* 
antécédent. 

{Somme  des  extrêmes  = 1er  antécédent  -4-  2e  antécédent 
— différence. 

Somme  des  moyens  z=  Ier  antécédent  — différence  -j-  »e 
antécédent. 

Ces  sommes  étant  composées  des  mêmes  termes,  sont  évidem- 
ment égales. 

Dans  le  deuxième  exemple,  7 égale  4 , plus  la  différence  3 ; et  11 
égale  8, plus  la  différence  3;  ce  qui  donne  encore  4 -f-8  -+-3,soranie 
des  extrêmes,  égale  8 -J-  4 -J-  3 , somme  des  moyens. 

Lorsque  le  meme  nombre  est  conséquent  du  premier  rapport  et 
antécédent  du  deuxième,  c’eSt-à-dire  qu'il- sert  deux  fois  de  moyen, 
la  proportion  est  dite  continue.  Elle  s’écrit  ainsi  -f-  4.7. 10;  g. 
5.i;  alors  la  somme  des  extrêmes  égale  le  double  du  moyen.' 

Il  suit  de  cette  propriété , que  dans  toute  proportion  arithmétique, 
un  terme  inconnu , s’il  est  extrême , s'obtient  en  retranchant  l’ex- 
trême connu  de  la  somme  des  moyens,  et  s’il  est  moyen , en  retran- 
chant le  moyen  connu  de  celle  des  extrêmes.  Ainsi  appelant  ce  terme 
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le,  on  aura  î».  i3Ïi5.:c±:i5-fii3-*-5=:a3;  3 . * : 9 . i^;x== 

17+  3 — 9=  11. 

Si  la  proportion  est  continue  , un  extrême  s’obtient  en  retranchant 
Vautre  du  double  du  moyen  . 4.n.x  = n — 4 — 18.  Le 

moyen  s'obtient  en  prenant  ta  moitié  de  la  somme  des  extrêmes  ! 
“ H + 3 

— Z.x.i.  Donc  x — ~ 5. 

• ' 1 


85-  L’égalité  des  deux  rapports  géométriques  constitue  la  prô- 
portion  géométrique  ; pour  en  reconnaître  les  propriétés , remar- 
quons d’abord  que  la  valeur  du  rapport  géométrique  étant  un 
quotient,  et  pouvant  toujours  être  représentée  par  une  fraction 
dont  le  numérateur  serait  l'antécédent  et  le  dénominateur  le  consé- 
quent du  rapport,  elle  ne  change  pas  si  on  multiplie  ou  si  on  divise 
les  deux  termés  du  rapport  par  un  même  nombre.  Ainsi  le  rapport 
15:  a5  =2=1  = K.  etc.  . 

De  même  le  rapport  a8:7r=yr=*=4‘ 

La  proportion  géométrique  s’écrit  ainsi  : 2 ; 4 ! ’ 6 J 1a.  Elle  A 
aüssi  ses  A extrêmes,  ses  a moyens,  ses  a antécédens,  ses  a consé- 
quens.  D’après  de  que  nous  venons  de  dire,  elle  peut  être  mise  sous 
la  forme  î .=  A.  Elle  s'appelle  continue , si  elle  a le  même  moyen  ré-* 
pété  a fois , et  s’écrit  ainsi 

-77  3 : 1 a i 4$. 


86.  La  propriété  essentielle  de  toute  proportion  géométrique  ; 
Cst  que  le  produit  des  extrêmes  est  égal  au  produit  des  moyens , 
te  qui  peut  se  démontrer  ainsi  : toute  proportion  pouvant  être  re- 
présentée par  deux  fractions  équivalentes(85),  il  arrivera  si  on  les 
réduit  au  même  dénominateur  en  mültipliant  les  déut  termes  de 
chacune  par  le  déilominâteur  de  l’autre,  que  lë  numérateur  de  la 
première  deviendra  égal  à celui  de  la  seconde.  On  voit  ,en  effet  que 
s'il  n’én  était  pas  ainsi,  les  fractions  né  seraient  point  équivalentes  ; 
ce  qui  est  contraire  à l’hypothèse;  mais  ces  numérateurs  sont  : l’un  , 
le  produit  des  extrêmes;  l’autre,  le  produit  des  moyens  : donc...; 
soit  par  exemple  la  proportion  2 : 4 îî  6 : 12,  elle  peut  être  mise 
Sous  la  forme  i = A;  réduisant  au  même  dénominateur  8n  a 

“ -rc — ‘“j  l’identité  des  dénominateurs  entraîne  l’égalité 
4x  la  »x  12  . 0 


des  numérateurs,  donc  a X 12  ==  4 X 6 ; or  le  premier  produit 
est  celui  des  extrêmes,  l’autre  est  celui  des  moyens;  donc  ces  pro- 
duits sont  égaux. 

Cette  propriété  dérivant  de  l’essence  de  la  proportion,  la  consti- 
tue tellement,  que  4 nombres  où  elle  se  trouve  sont  nécessairement 
én  proportion  ; et  qu’il  n’y  a pas  de  proportion  entre  4 nombres 
qui  n’offrent  pas  cette  propriété , puisque  les  deux  rapports  étant 
mis  sous  la  forme  de  deux  fractions,  on  pourrait  leur  donner  un 
même  dénominateur  sans  rendre  leurs  numérateurs  égaux  ; ces  deux 
rapports  ne  sont  donc  pas  égaux.  Ainsi  les  rapports  4 î 8 > 12 1 16* 
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ne  font  pas  une  proportion  ; en  effet,  j et  ^ mises  au  même  déno- 
, 4Xi6  11X8  T 

minateur,  donnent  s ^ et  Les  numérateurs  4 X 16  et 

ï X >t>  O X KO 

sont  deux  produits  inégaux  , les  deux  fractions  ne  sont  donc 
pa»  égales. 

87.  Il  suit  encore  de  cette  propriété,  que  quelques  cltangemens 
qu’on  fasse  dans  la  disposition  des  termes  d’une  proportion,  pourvu 
qu'ils  laissent  subsister  l’égalité  entre  le  produit  des  extrêmes  et 
celui  des  moyens,  l'ensemble  de  ces  termes  formera  encore  une 
proportion.  On  peut  donc  mettre  un  moyen  à la  place  de  l’autée  , 
faire  demême  des  extrêmes , les  remplacer  parles  moyens  et  récipro- 
quement ; mettre  les  antécédens  à la  place  des  conséquens , et  réci- 
proquement ; on  obtiendrait  ainsi  les  8 permutations  suivantes , entre 
les  quatre  termes  4«a;;ia!6,  sans  qu'ils  cessent  de  former  une 
proportion. 


4 : a 

4 : ia 

6 : a 

6 ; ia 

a : 4 
a : 6 
ia  I 4 
1a  I 6 


EXEMPLE  : 


ia  l 6 

r* 

inverse  de  la  4*- 

a : 6 

IIe 

inverse  de  la  3e. 

ia  : 4 

IIIe 

a I 4 

IVe 

6 : u 

V* 

inverse  de  la  8e. 

4 : ia 

VIe 

inverse  de  la  7e. 

6 : a 

VIIe 

4 : a 

VIIIe. 

On  voit  que  4 de  ces  8 permutations  sont  l’inverse  des  4 autres. 

La  deuxième  mérite  une  attention  particulière,  les  deux  anté- 
eédens  y forment  le  premier  rapport , et  les  deux  conséquens  le 
deuxième.  On  peut  donc  (85)  multiplier  ou  diviser  les  2 antécédent 
par  un  même  nombre,  et  en  faire  autant  des  conséquens , et  il  y aura 
encore  proportion. 

Puisque  le  rapport  ou  la  raison  est  le  quotient  de  l’antécédent 
divisé  par  le  conséquent , l’antécédent  est  donc  le  produit  du  con- 
séquent par  la  raison;  et  si  l’on  divise  les  deux  ternies  par  le  con- 
séquent, le  rapport  sera  celui  de  la  raison  à l'unité.  Ainsi  dans  la 
proportion  4Isî!>a:6,  les  deux  termes  du  premier  rapport 
étant  divisés  par  2,  et  ceux  du  deuxième  par  6 , on  aura  les  a rap- 
ports iden  tiques  a ; 1 : : a : 1 . 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  dans  chaque  rapport , augmenter  ou  dimi- 
nuer F antécédent  du  conséquent , lès  rapports  ne  cesseront  pas  d'etre 
égaux;  le  quotient  sera  seulement  augmenté  ou  diminué  d’une  unité. 
Ainsi  on  aura  4 + a ! ia-4-6:6ou6la;:  18  :6;  pareille- 

ment 4 — a : a ; ; 1 a — 6 : &,  ou  a ; a : ; 6 : 6. 

Comme  on  peut , en  mettant  un  moyenà  la  place  de  l’autre,  former 
des  deux  antécédens  le  premier  rapport , et  des  deux  conséquens  le 
deuxième,,  on  peut  appliquer  à cette  nouvelle  disposition  ce  qui 
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Vient  d'étre  dit  : ainsi  la  proportion  4 t » 1 I 12  6 donne  d’abord 

4 : 1 2 : : a : 6 , puis  4±1»:  II::  ai6  : 6,  ou  4 ± 1 2 : a 
± 6 : : ia  : fl. 


C’est-à-dire  que  la  somme  ou  la  différence  des  antécédens  est  à 
la  somme  ou  a la  différence  des  conséquens , comme  un  antécédent 
est  à son  conséquent. 

88.  Si  au  lieu  de  deux  rapports  égaux,  nous  en  avions  trois, 
ou  un  plus  grand  nombre,  cette  propriété  s’y  trouverait  de  même; 
car  chaque  antécédent  étant  égal  à son  conséquent,  multiplié  parla 
raison  ou  quotient , la  somme  des  antécédens  égale  celle  des  consé- 
quens , multiplié  par  le  quotient;  le  rapport  de  ces  deux  sommes  est 
donc  celui  du  quotient  à l’unité,  ou  d'un  antécédent  à son  consé- 
quent. Donc  dans  une  suite  de  rapports  égaux , la  somme  des  an- 
técédens est  à la  somme  des  conséquens , comme  un  antécédent  est 
à son  conséquent.  11  est  clair  que  , dans  cette  suite,  on  peut  prendre 
un  certain  nombre  de  rapports  pour  comparer  les  sommes  des 
antécédens  et  des  conséquens  , et  retrancher  de  celle  des  antécédens 
tin  ou  plusieurs  antécédens  , et  leurs  conséquens  de  celle  des  con- 
séquens. 


8t).  Une  proportion  étant  l’égalité  de  deux  rapports  du  de  deux 
fractions,  multiplier  deux  proportions  l’une  par  l'autre , terme  à 
terme,  c’est  multiplier  deux  fractions  égales  par  deux  fractions 
égales;  ces  deux  produits  donneront  deux  fractions  égales,  ou  une 
proportion.  Ainsi  4;a;;i2;6,et3:9;;5  I i5  donneront  ± 

= t > ; — h » donc  âX»— Txni°u = -7 t~  > c 

à-dire  4 X 3 I a X 9 ü iî  X 5 I 6 X i5. 

Donc  plusieurs  proportions  multipliées  par  ordre , donneront  t\ 
produits  qui  seront  en  proportion. 

11  serait  possible  détendre  davantage  cette  théorie,  mais  on  y 
reviendra  en  Algèbre. 


Règle  de  Trois  simple. 

go/ Lorsque  quatre  nombres  sont  en  proportion,  chacun  d’eux 
dépend  des  trois  autres;  trois  quelconques  doivent  donc  suffire  pour 
faire  trouver  le  quatrième  : en  effet,  te  produit  des  extrêmes  étant 
égal  à celui  des  moyens,  si  on  cherche  un  extrême,  on  C obtiendra 
en  divisant  le  produit  des  moyens  par  l’autre  extrême ; etsi  on  cherche 
un  moyen  , on  divisera  le  produit  des  extrêmes  par  l’autre  moyen. 

Si  la  proportion  est  continue , un  extrême  s'obtient  en  divisant  le 
quarré  du  moyen  par  l’autre  extrême , et  un  moyen  s’obtient  en 
extrayant  lu  racine  quarrée  du  produit  des  extrêmes.  Nous  verrons 
en  Algèbre  comment  on  extrait  cette  racine. 

g 1 . Un  rapport  ne  pouvant  s’établir  qu’entre  des  choses  de  même 
nature,  parmi  les  3 nombres  donnés  pour  en  trouver  un  4e > il  y 

4’ 
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en  aura  nécessairement  a de  même  espèce,  et  un  3*  de  la  nature  de 
celui  qn’on  cherche;  il  est  donc  naturel  de  former  le  premier  rap- 
port des  deux  nombres  donnés  de  même  nature , et  le  deuxième  des 
deux  autres,  en  représentant  le  nombre  inconnu  par  un  signe  : on 
prend  ordinairement  pour  cela  une  des  dernières  lettres  de  l’alpha- 
bet x,  y,  z.... 

Cela  posé , sachant  qu'un  courrier  fait  en  3 heures  4 myria- 
raètres,  on  demande  en  combien  de  temps  il  en  fera  55.  Il  est  clair 
que  le  rapport  entre  les  temps , est  le  même  qu’entre  les  espaces 
parcourus  ; pnisqu’en  un  temps  double , le  courrier  qui  est  censé 
aller  toujours  également  vite,  fera  le  double  de  chemin,  etc. 

J’établis  cette  proportion  : 

Ma.  Mn.  h.  H, 

4 : 55  : : 3 : x. 

x — 4*  ï»  >1  mettra  donc  4th  ; à faire  55  Ml#. 


L’intérêt  de  l’argent  étant  3 j pour  100  par  an  , on  demande  quel 
est  le  capital  qui  a produit  567*  en  un  an.  Les  intérêts  sont  dans 
le  même  rapport  que  les  capitaux  ; on  a donc  cette  proportion  : 
L’intérêt  3 j : l’intérêt  667  "le  capital  100  t capital  je, 

100X567  _ a X 100X567  n34oo  _ j6a0(>, 

ï “ 7 7 

Si  on  vent  avoir  la  preuve  de  l’exactitude  de  l’opération , on 
peut,  après  avoir  calculé  le  terme  inconnu,  regarder  un  des  3 antres 
comme  inconnu  ; ainsi  dans  cet  exemple  , si  on  cherchait  à quel  taux 
doit  être  l’intérêt,  pour  que  i6aoof  rapportent  567'  en  un  an,  on 
aurait  cette  proportion  : 

x 1 567  ;;  100  ; 16100 


D’où  x— 


66y  x 100 

16200 


567  __  6» 

162  18 


Un  ouvrage  a été  fait  en  8 jours  par  3oo  ouvriers,  en  combien  de 
jours  le  feront  160?  On  voit  que  plus  il  y a d’ouvriers,  moins  il 
faut  de  temps,  et  réciproquement;  de  manière  cependant  qne  le 
rapport  entre  les  ouvriers  est  le  même  que  le  rapport  des  jours, 
si  on  le  renverse;  car  le  nombre  des  ouvriers  étant  j,  celui  des 
jours  sera  7;  le  nombre  cherché,  qui  est  évidemment  plus  grand 
que  le  nombre  des  jours  connus , se  trouvera  donc  par  la  proportion 
suivante  : 

. 8X3oo  î4o  _ 

1 60 oliT  : 3oo°nT.  : r 81.:  *1.=  — = -^r-  = i5. 

La  règle  donnée  s’applique  donc  également  à cette  sorte  de  ques- 
tion. Il  suffit  seulement,  pour  la  disposition  des  termes  du  deuxième 
rapport,  de  savoir  si  le  nombre  cherché  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  le  nombre  donné  de  la  même  nature,  ce  que  l’état  de  la  ques- 
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tion  fait  toujours  connaître.  La  règle  de  trois  s’appelle,  en  pareil 
cas,  inverte. 

10000  hommes  composent  la  garnison  d’une  place;  on  a des 
provisions  suffisantes  pour  10000  rations  de  3o  onces  par  jour;  ai 
on  fait  entrer  3ooofc  de  plus  dans  la  place,  à' combien  d’onces  fau- 
dra-t-il  réduire  la  ration? 

La  garnison  étant  alors  composée  de  i3ooob  , on  aura  la  pro- 
portion : 


i3ooo  ; ioooo  llZolæz 


3o  x 10000 


i3ooo 


3oo  . , 
-T3-  = a3-’ 


Pour  la  preuve,  on  pourrait  supposer,  comme  ci-dessus,  un 
terme  inconnu.  Par  exemple,  de  combien  était  auparavant  la  gar- 
nison, si,  l’ayant  portée  à i3ooob , on  a été  obligé  de  réduire  la 
ration  de  3o  onces  à a3°  Il  est  clair  qu’on  aurait  i3opo  : x ” 
3o  : a3 


l3ooo  x ^ 3goooo 

3o  i3  X3o 


3oooo 

3o 


10000. 


Toutes  les  questions  de  ce  genre  peuvent  encore  se  résoudre 
en  réduisant  à l’unité  l’un  des  termes  de  l’énoncé.  Reprenons  pour 
exemples  les  questions  ci-dessus.  i°  un  courrier  fait  4 myriamètres 
en  3 heures , il  est  évident  qu’il  parcourra  le  j de  cette  longueur 
dans  le  quart  du  temps,  c’est-à-dire  qu’il  fera  i myriamètre  en  J 
d’heure;  or  on  demande  en  combien  d’henres  il  fera  55  myriamè- 
tres ? Evidemment  en  un  temps  55  plus  long,  ou  en  55  Xi=^ 
= 4 * ï . ainsi  qu’on  l’a  déjà  trouvé.  2°  L’intérêt  de  l’argent  est  à 
3 J ou  \ pour  ioo  par  an  , on  demande  quel  est  le  capital  qui  a pro- 


IOO  200 

duit  667*  ? Si  ioo*  rapportent  [ il  est  évident  que  ~ — rap- 

» < 7 

porteront  if,et  que  dès-lors  le  capital  qui  aura  produit567*  dans  le 

2oo  x 

même  temps,  doit  être  56y  fois  plus  considérable  ou  "=  - — 

i i34oô 

zz zz  16200*.  3°  Règle  inverse.  Un  ouvrage  a été  fait  en 

7 

8 jours  par  3oo  ouvriers,  en  combien  de  jours  le  feront  160  ou- 
vriers ? Un  ouvrage  fait  en  8 jours  par  3oo  ouvriers  aurait  été  fait 
par  1 seul  ouvrier  en  3oo  fois  8 jours  , or  160  ouvriers  emploieront 

5oo  X8 

évidemment  160  fois  moins  de  temps  ou  — ^ — z=  i5,  ainsi 


qu’on  l’a  déjà  trouvé. 

On  voit  que  celui  des  trois  termes  connus  qu’on  doit  réduire  à 
l’unité  appartient  au  rapport  dont  on  connaît  les  deux  termes , 
et  que  cette  réduction  à l’unité  se  fait  par  division  si  le  problème 
est  direct , et  par  multiplication  s’il  est  inverse , comme  dans  le  der- 
nier exemple. 
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Règle  d* Escompte. 

02.  L 'escompte  peut  être  considéré  comme  la  valeur  à laquelle 
doU  se  réduire  un  billet  qui  n’est  pas  encore  échu , à proportion 
du  temps  qui  reste  à s’écouler  jusqu’à  l’échéance.  Pour  trouver 
cette  valeur,  il  faut  remarquer  que  celui  qui  fait  l’avance,  doit 
avoir  dans  le  paiement  du  billet,  tant  le  remboursement  de  la  somme 
avancée,  que  celui  de  l’intérét  de  cette  somme  pendant  le  temps  qu’il 
l’a  abandonnée.  Ainsi  le  montant  du  billet  doit  être  décomposé  en 
déni  parties,  un  capital  et  l’intérêt  de  ce  capital.  Pour  obtenir  cette 
décomposition,  il  n’y  a qu’à  composer  une  somme  de  la  même  ma- 
nière; ainsi  prenons  pour  exemple  le  capital  fictif  100,  supposons 
qu’il  faille  prendre  l’intérêt  pour  un  an  , et  qu’il  soit  de  5 pour 
100;  supposons  en  outre  un  billet  de  iaooo  . Le  capital  100  aug- 
menté de  son  intérêt,  donne  io5;  voilà  donc  les  deux  termes  du 
premier  rapport  composés  de  même,  io5f  : 12000'.  Ce  rapport  doit 
être  égal  à celui  des  capitaux,  qui  sera  le  deuxième  de  la  propor- 
tion, savoir,  ioo'  t l’escompte;  on  a donc 

io5‘  : 1 2000*  ::  I00  ; a:; 

ou  ai  : a4oo  ::  100  : * = -^21  = n4»8,57. 

Si  le  temps  était  un  nombre  complexe,  on  commencerait  par 
chercher  l’intérêt  de  ioo‘  pour  ce  temps.  Par  exemple  , soit  à es- 
compter un  billet  de  3400*,  qui  doit  échoir  dans  6 mois  jo  jours, 
l’intérêt  étant  à 7 7 pour  100  par  an. 

Une  première  proportion  me  donnera  l’intérêt  de  ioof  pour 

6ni  ioi.. 

ta”  : 6m  : ::  7 i : * = 12-  = -^7-  = 3 »96- 

Cet  intérêt  aurait  pu  se  calculer  aussi  par  la  multiplication  com- 
plexe , comme  il  suit  : 

Mutiplicande.  . . 7f  5o 

Multiplicateur..  . o*”*  6m  îoj 

Pour  6m 3*  75' 

Pour  im- 0 

Pour  toi o 208 

T,  958 

Ajoutant  cet  intérêt  à ioor,  on  a le  1"  terme  de  la  proportion, 

a4oo  x 100  24000000  6000000 

io3‘,  96  : 2400  ::  100  : x — - Jo3gç  — lo3<|6  — 259g 

— 23o8f,  58.. 

La  règle  à tirer  de  ce  qui  vient  d’être  dit  est  donc  celle-ci  : 

On  trouve  l’escompte  par  urte  proportion  , dont  le  premier  terme 
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est  ioo',  augmenté  de  V intérêt  pour  le  temps  qui  reste  h courir ; le 
deuxième  terme  est  le  montant  du  billet  ; le  troisième  terme  est  ioo'; 
le  quatrième  terme  sera  l’escompte  cherché. 

Règle  de  Trois  composée. 

g3.  Lorsqu’une  question  renferme  plus  de  deux  espèces  de 
choses,  il  se  présente  plus  de  deux  rapports  pour  la  résoudre  ; mais 
on  peut  ramener  ces  rapports  à n’en  former  que  deux,  l’un  simple, 
l’autre  composé,  qui  pourra  être  le  premier,  et  alors  le  second  se 
formera  des  deux  quantités  de  même  espèce,  l’une  connue  et  l’autre 
inconnue,  dont  la  recherche  fait  l’objet  de  la  question. 

EXEMPLE. 


Pour  7 francs  on  a fait  porter  3 1 5o  livres  pesant  à 1 5 lieues , com- 
bien de  livres  fera-t-on  porter  à 45  lieues  , pour  iof  ? 

Je  commence  par  écrire  les  différentes  données  l’une  sous  l’autre, 
par  nature  de  choses,  de  cette  manière  : 

7f  i5ii«ie«  3i5o'‘Tr>*. 

io\  . 45ï‘««*.  . . xu,,e*. 


Je  vois  que  le  rapport  entre  les  livres  dépend  des  deux  rapports 
entre  les  lieues  et  entre  les  francs , et  qu’il  doit  être  égal  à un  rapport 
composé  de  ces  deux  autres  ; mais  pour  faire  convenablement  cette 
composition,  je  les  prends  chacun  séparément  ; ainsi,  faisant  ab- 
straction de  la  différence  entre  les  distances,  je  dis  : pour  iof  on 
fera  porter  plus  de  3i5o*b;  j’ai  donc 


io  : 


3 1 5o  I x 


3i5o  x »o  ,r 

= 4000  livres. 

7 


Mais  la  première  distance  était  de  i5  lieues,  la  a*  est  de  45;  le  - 
nombre  de  livres  qu’on  pourra  faire  porter  est  donc  moindre  que 
45oo.  Ainsi, 


45 : 1 5 ; : 4500  : * = = ,0o  x 15  = i5oo**>. 

On  voit  que  lé  Ier  rapport  influe  d’une  manière  directe  sur  le 
résultat;  le  second,  d’une  manière  inverse. 

Nous  avons  prouvé  qu’en  multipliant  plusieurs  proportions  par 
ordre,  on  a une  proportion.  Pour  appliquer  ici  cette  vérité,  repre- 
nons nos  deux  proportions  précédentes,  sans  chercher  la  valeur  de 
«que  donne  la  itc;  nous  aurons, 

t.  t-  linn.  livre,. 

7 : 10  ::  3i5o  : x 

lieaet  lieue*. 

45  : i5  ::  x : x' 

45  >c  7 ; i5  y.  10  ;;  3i5o  x x : x x x. 
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x étant  factenr  dans  les  deux  termes  du  deuxième  rapport , peut 
être  supprimé;  donc, 

= M°xjgxj_o.  _ i5oo 

45  x 7 

On  aurait  pu  simplifier  les  premiers  rapports  en  supprimant  le* 
facteurs  égaux  qui  se  trouvent  à la  fois  dans  un  des  antécédens  et 
dans  up  aes  conséqucns  de  ces  rapports;  ainsi  divisant  à la  fois 
10  et  45  par  5,  on  aurait  a et  g ; puis  divisant  9 et  i5  par  3,  on 
aurait  3 et  5 à la  place  de  ces  nombres  ; ce  qui  donnerait  : 

7 : a ::  3i5o  : ac 

3 : 5 ; : x ; x' 


Enfin  si  on  divisait  les  a antécédens  3 et  3t5o,  par  3,  on  aurait 


7 

* 


a ; l io5o 

5 : : x 


io5oo 

7 


i5oo. 


\ 


H 


Cette  règle  ainsi  conduite , s'appelle  règle  conjointe  ; elle  donne 
le  moyen  de  résoudre  avec  la  même  facilité  les  questions  de  ce 
genre,  en  apparence  les  plus  compliquées.  Par  exemple  : 

• 140  ouvriers,  ayant  9 degrés  de  force,  ont  travaillé  7fc  - par 
jour,  pendant  546  jours,  dans  un  terrain  de  7 degrés  de  dureté, 
pour  Construire  une  digue  de  at6*  de  longueur,  sur  11  4pi  de  hau- 
teur et  3*  af'de  largeur,  quelle  sera  la  longueur  d'une  digue  con- 
struite par  192  ouvriers  ayant  11  degrés  de  force,  travaillant  dans 
un  terrain  de  1 1 degrés  de  dureté,  8h  ^ par  jour  .pendant  9751;  sup* 
posant  la  hauteur  de  a*  3?’’  et  la  largeur  de. 4'  iri. 

Ayant  disposé  par  ordre  toutes  les  données  comme  il  suit  : 

nuv.  de#,  de  force,  deg.  de  dur,  i.  b.  t.  long.  t.  p.  haut.  t. 

i4o  9 7 546  1 j;..  316  1 4 .....  3 a 

192  11 975  ...  8 j ...  x .....  3 3 .....  4 \ 

je  prends  successivement  chaque  rapport,  pour  l’égaler  au  rapport 
des  longueurs , ce  qui  donne  ; 


i4oouy-  : 

,^aOBV. 

• • 
• • 

2l6* 

x' 

9 : 

1 1 

• • 
« • 

X 

X1 

1 1 1 

7 

• • 
• • 

x' 

X « 

546  : 

975 

8Ï 

• • 
• 9 

X " 

x"1 

h *,  • 

< ï • 

x'" 

x'r 

a*  3p  J 

t'  4P 

9 • 
• • 

x'r 

xr 

4*  jp  : 

3‘  3P 

• • 
• 9 

xr 

xr1 

On  voit  que  dans  la  seconde  construction , le  nombre  des  ou- 
vriers étant  plus  grand,  leur  force,  la  longueur  de  leurs  journées, 
la  durée  de.  leurs  travaux  étant  plus  grande  , ces  quantités  influent 
directement  sur  la  longueur  de  la  digue;  mais,  d’autre  part,  le  ter- 
rain plus  dur,  la  hauteur  çt  la  largeur  plus  grandes,  concourent  d’une 
manière  inverse,  c'est-à-dire,  contribuent  à la  diminution  de  cette 


A 
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longueur  , c’est  ce  qui  a été  observé  dans  les  proportions  dont  le 
produit  donnera  le  nombre  cherché.  Pour  faire  le  calcul,  on  con- 
vertira le  rapport  complexe  7 j : 8 j en  M ^ ou  j : c’est- 

à-dire,  45  : 5o;  on  réduira  de  même  en  pieds  les  nombres  com- 
plexes des  deux  derniers  rapports,  qui  deviendront  pour  les  hau- 
teurs 151“  : îoP1,  et  pour  les  largeurs  i5v'  ; 20*";  ce  qui  donnera 

en  définitif  - xT>  = ré. 

i4oXgXnx546x45Xi5X35  1 

ductions  possibles  = 2 — a43*,8i. 

7X5  ai 

Laissons  de  côté  maintenant  le  raisonnement  qui  a conduit  à ce 
résultat,  et  voyons  comment  les  divers  rapports  dont  il  est  formé 
se  composent  avec  les  nombres  donnés  par  l'énoncé  de  la  question: 

* , ai6xi92x»x7X975x5ox loxao 

i4o  x g x 1 1 x‘,546  x 45  x i5  x s5  ’ 

peut  être  mis  sous  la  forme  , 

long.  long.  odYi  deg.  de  fore,  dfg.de  dur.  i,  heure*.  haut.  larg. 

, _ JQ3  11  7 078  5o  ÎO 

*''  = ai6x  -f-  x — x — x x -TV- X -r- 

i4o  g 11  546  45  i5 

qui  montre  que  la  valeur  de  l’inconnue  s’obtiendra  immédiatement: 
i°  en  écrivant  les  unes  sous  les  autres  les  quantités  homogènes  ou 
de  même  espèce,  suivant  deux  lignes  horizontales;  a°en  changeant 
mutuellement  les  places  de  ces  quantités  homogènes  , si  leur  espèce 
influe  directement  sur  le  résultat,  et  les  laissant  telles  quelles  si  leur 
espèce  influe  d’une  manière  inverse , l’inconnue  et  son  homogène 
restant  d’ailleurs  à leur  place  respective;  3°  en  multipliant  entre  eux 
tous  les  nombres  de  chaque  ligne;  4°  én  divisant  enfin  le  produit 
qui  ne  contient  point  x par  tout  le  multiplicateur  de  cette  inconnue. 
Un  exemple  va  nous  faire  comprendre  ce  procédé. 

Si ao  ouvriers,  travaillant  pendant  i5  jours  et  8 heures  par  jour, 
font  un  certain  ouvrage , combien  faudra-t-il  d’ouvriers  travaillant 
pendant  3o  jours  et  10  heures  par  jour  pour  faire  ce  même  ou- 
vrage; on  a 


30 

*3 


OUT. 

20 


jour», 

i5 

3o 


hçurew 

8 

10 


11  est  évident  que  plus  on  travaillera  de  jours,  moins  il  faudra 
d’ouvriers;  le  rapport  étant  inverse,  les  quantités  de  jours  con- 
servent leurs  places,  il  en  sera  de  même  des  quantités  d’heures,  donc 

30  X J5  X 8 0 

X — — 5—— = 8 ouvriers. 

3o  x 10 

Si  ao  travailleurs  enlèvent  en  i5  jours  45  mètres  cubes  de  terre, 
combien  a5  travailleurs  en  4°  jours  enlèveront-ils  de  mètres  cubes 
de  terre,  en  supposant  que  les  premiers  ouvriers  travaillent  8heures 
par  jour,  les  seconds  10  heures,  que  la  force  de  la  première  troupe 
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est  à la  force  de  la  seconde  comme -6  est  à 7 , et  que  la  dureté  du 
premier  terrain  est  à la  dureté  du  second  comme  9 est  1 1 ; on  a , 


jour». 

m*t. 

h. 

force. 

dureté. 

ao 

i5 

45 

8 

6 

9 

35 

40 

X 

IO 

7 

11 

Plus  il  y a d’ouvriers,  plus  ils  travaillent  de  jours,  plus  est 
longue  la  journée  de  travail,  plus  ils  sont  vigoureux  , et  plus  il  y 
aura  de  besogne  faite  ; d’un  autre  côté  , plus  le  terrain  est  dur  et 
moins  on  en  enlèvera  ; on  a donc, 

_ *5  X 25  X 4o  X io  X 7 X 9 8m.c.  ü 

20  X i5  X 8 X6  X n ' 4*' 

Ce  procédé  est  applicable  aux  règles  de  trois  simples. 


Règle  de  Change. 

gi.  Pour  effectuer  cette  règle,  ou  suivra  la  marche  que  nous 
venons  de  tenir.  ’ . 


EXEMPLE. 


Un  parisien  a 800  creuzades  de  Portugal  à recevoir;  mais  Comme 
il  n’y  a pas  de  change  ouvert  entre  Lisbonne  et  Paris,  il  faut  que  les 
fonds  passent  par  les  banques  d’Amsterdam  et  de  Genève;  or,  1 
creuzade  vaut  45  deniers  de  gros  d’Amsterdam;  9a  deniers  d’Amster- 
dam valent  3f  de  Genève,  et  3f  de  Genève  en  valent  5 de  France  ; 
combien  recevra-t-on  donc  à Paris  pour  les  800  creuzades?  On  le 
trouvera  par  les  -proportions  suivantes  : 

cr.  cr,  d,  d, 

1 : 800  ::  45  ; * 

ga d.  : *d  ::  3f  G : f.  de  Genève. 

3 fr  G ; y ;;  5f  P : x"f.  de  Paris. 


1 


x 92x3 1800::  45x3x5 


45x3* 5X8oo 
1X93x3 


45  x 4ooo_45ooo 
92  23, 


1956,53 


On  voit  que  les  a:  et*' étant  facteurs  dans  les  conséquens,  peuvent 
être  supprimés,  puisqu’après  la  multiplication  des  proportions  ils 
se  trouveraient  à la  fois  facteurs  dans  leproduit  des  extrêmes  et  dans 
celui  des  moyens. 


Règle  de  Société  ou  de  Partage. 


g5*  Cette  règle  a pour  objet  de  partager  un  nombre  de  la  même 
manière  qu’un  autre  est  partagé.  Ainsi  voulant  partager  100  en  2 
parts,  qui  soient  entre  elles  comme  2 : 3,  j,e  regarde  a et  3 comme 
les  parties  d’une  somme  5 ; puis  représentant  les  parties  propor- 
tionnelles de  100  par  x',  x",  j’aurai  x'  : a x11  : 3;  or  je  sais 
(n°^88)  que  dans  une  suite  de  rapports  égaux;  la  somme  des  anté- 
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cédens  est  à celle  des  conséquens,  comme  un  antécédent  est  à son 
conséquent;  donc 

x'  x11  : 5 ::  ; a ::  x"  : 3 

ou  ioo  : 5 ::  x'  : a ioo  ; 5 ::  x11  : 3 

ou  bien  5 : ioo  ::  a : x'  =îp=4o. 

::  3 : x"  = ^ = 6o. 

C’est  ce  dernier  arrangement  que  l’on  prend  ordinairement , quel 
que  soit  le  nombre  des  parts.  , 

EXEMPLES. 

Trois  associés  ayant  chargé  un  bâtiment  de  aia  pièces  de  vin, 
qui  s’est  vendu  3af  la  pièce , quels  seront  les  bénéfices  du  premier 
qui  a mis  i34ar,  du  deuxième  qui  a mis  1178',  et  du  troisième  qui 
a mis  63of  ? 

La  vente  se  monte  donc  à ai  a X 3a  = 6784',  et  la  somme  des 
mises  à 3i5of;  ainsi  le  gain  est  6784 — 3i5o=  3634,  ce  qui 
donne  les  3 proportions 

i34a  : x'  — 1548/19 
3i5o  : 3634  ::  1178  : xf'  — 135g,  or 
63o  : x"'  736,  80 

3634,  00 

Un  homme  meurt,  laissant  sa  femme  enceinte,  et  par  son  testa- 
ment il  dispose  ainsi  de  sa  fortune , montant  à iooooo'  : si  ma  femme 
met  au  monde  un  fils,  les  deux  tiers  de  mon  bien  lui  appartien- 
dront, et  l’autre  tiers  sera  à sa  mère;  s’il  naît  une  fille  , elle  aura 
la  moitié  de  mon  bien  , sa  mère  aura  l’autre.  Comment  partagera- 
t-on,  suivant  les  intentions  du  testateur,  s’il  naît  un  fils  et  une 
fille? 

La  part  du  fils  étant  | , celle  de  la  mère  est  j ; ainsi  les  trois  parts 
' seront  entre  elles  comme  | ; j : j,  ou  comme  2:1:1.  La  somme 


de  ces  nombres  est  4 , donc  on  a 

% 

: x' 

;r 

4 : 100000  ::  1 
1 

: x " 

: x'" 

0 

' t 

a 

: x'  = 

Soooo 

ou  1 : a5ooo  ::  1 

: *'  = 

26000 

1 

: xT  = 

26000 

100000 

Si  les  fractions  qui  représentent  les  parts  étaient  de  dénomina- 
teurs différens , il  est  clair  qu’il  faudrait  d’abord  les  mettre  au 
même  dénominateur  pour  en  faire  la  somme.  Alors  celle  des  numé- 
rateurs répondrait  au  nombre  à partager,  et  chaque  numérateur  q 
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chaque  part,  puisque  des  fractions  de  même  dénominateur  sont 

entre  elles  comme  les  numérateurs. 

q6.  Les  règles  de  trois,  dans  ce  genre  de  questions,  deviennent 
composées,  s’il  s’agit  d’un  bénéfice  ou  d'une  perte  à répartir  entre 
des  associés , non-seulement  en  proportion  des  mises  de  chacun , 
mais  aussi  en  proportion  des  temps  pendant  lesquels  ces  mises  sont 
restées  dans  la  société. 

Dans  ce  cas,  la  manière  d’opérer  la  plus  commode  est  de  rap- 
porter les  mises  a une  même  unité  de  temps,  en  multipliant  cha- 
cune d’elles  par  le  temps  qu’elle  a été  employée  ; car  alors  on  peut 
faire  abstraction  du  temps  qui  est  reudu  le  même  pour  toutes. 

Par  exemple,  trois  associés,  dans  une  affaire  commune,  ont 
placé,  l’un  iaoo*  qu’il  a laissés  un  an  dans  la  société,  l’autre 
i8oo(,  et  ne  les  a laissés  que  6 mois;  le  troisième  24 oof,  pendant  2 
mois.  Iis  ont  gagné  6oor.  Comme  3 mois,  temps  le  plus  court,  divise 
exactement  6 et  i»,  je  peux  prendre  ici  3 mois  pour  unité  de  temps, 
et  pour  y rapporter  la  deuxième  mise,  je  dirai  i8oor  pendant  six 
mois  donnent  le  même  droit  au  partage  que  a fois  i8oof  ou  36oor 
pendant  3 mois;  de  même  la  première  mise  iaoor employée  pendant 
4 fois  3 mois,  vaut  autant  que  4 fois  1200*  ou  48oo( pendant  3 mois. 
Ces  trois  mises  ainsi  préparées  donnent  une  somme  de  io8oof.  Le 
premier  rapport,  commun  aux  trois  proportions , est  10800  ; 60a, 
ou  18  ; 1. 

OPÉRATION. 

/ 4800  : x zz  266/  67 

18  î 1 ; ; / 36oo  : x"  — xoo,  00 

( 2400  ; x'"  zz  i33,  33 

Somme  = 600,  00 

Règle  d’ Alliage. 

Ç)j.  Cette  règle  sert  à trouver  le  prix  d’une  mesure  d’un  mélange, 
connaissant  le  nombre  de  mesures  de  chaque  espèce  qui  sont  entrées 
dans  sa  composition  , et  leur  prix.  Par  exemple  : 

On  a mêlé  ensemble  3oo  bouteilles  de  vin  à 14%  200  à 20*,  et  i5o 
à afi1  ; on  demande  à quel  prix  revient  une  bouteille  du  mélange. 

OPÉRATION. 


3oob  à 14*.  . . donnent aïo# 

...  200  à 20  . . ...*..  200 

i5o  à 26 195 

65o  6o5 


Il  est  clair  que  65o  bouteilles  coûtant  6o5#,  une  bouteille  coûto 
iziff- — ni#  — îi”'  — üî<  — ,8«  - = 18*  n* 

45o  ”“130  tjo  “ il  »3  • >3 
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AUTRE  EXEMPLE. 

Pour  essayer  une  pièce  d'artillerie,  on  a tiré,  avec  elle  100  coups, 
qui  ont  donné , pour  connaître  sa  portée  , les  résultats  suivans  : 

18  coups  ont  porté  à.  . . 63a  mètres,  font.  11376 

>5 . . à.  . . 628 15700 

53 à.  . . 620 3a86o 

4 à.  . . 640 a56o  • 

. S | 1 

100  62496 

On  voit  que  les  portées  des  100  coups  d’essai,  ayant  donné  pour 
somme  62496  mètres,  on  aura  pour  l’estime  de  la  portée  moyenne 
de  cette  pièce  Î^“m  = 6a4m,96,  environ  6a5m. 


DES  NOUVELLES  MESURES. 


Mesures  Linéaires  ou  de  Longueur. 

Ç)8.  La  diversité  des  anciennes  mesures  et-  de  leurs  divisions, 
dans  les  différentes  parties  de  la  France,  fit  naître  le  désir  d’uil 
système  unique  de  mesures,  et  dont  la  base  fût  prise  dans  la  na- 
ture. On  choisit  le  méridien  terrestre,  ou  grand  cercle  de  la  terre, 
qui  passe  par  ses  deux  pôles,  et  qui  est  partagé  en  deux  parties 
égales  par  l’équateur  ; de  sorte.que  l'arc  compris  entre  l’équateur  et 
le  pôle  en  forme  le  qbart.  La  France  se  trouve  placée  d’une  ma- 
nière particulièrement  favorable  à la  mesure  de  cet  arc,  dont  les 
degrés  augmentent  de  grandeur  en  allant  de  l’équateur  au  pôle,  et 
dont  le  degré  moyen  occupe  le  milieu;  car  on  peut,  sans  sortir  de 
Franee,  mesurer  ce  degré  et  plusieurs  autres  en-deçà  etau-delà.  Les 
astronomes  ont  ainsi  mesuré  par  ordre  du  Gouvernement  un  arc 
d’environ  dix  degrés,  et  on  en  a pu  conclure  assez  exactement  la 
longueur  du  qqart  du  méridien  , qui  s’est  trouvéé  être  de  518074 o 
toises,  ou  3078444°  pieds.  On  a pris  pour  unité  de  mesure  linéaire 
la  dix-millionième  partie  de  cette  longueur,  ou  3 pieds  078444», 
c’est-à-dire  3 pieds  o pouces  11  lignes  295g36,  ou  en  s’arrêtant  aux 
millièmes  de  ligne,  3 pieds  11  lignes  de  ligne  = 443'2y6,  et 
on  l’a  nommé  mètre. 

nq.  On  a formé  des  multiples  décimaux  de  cette  unité  en  la  mul- 
tipliant par  10,  par  100,  par  1000,  par  10000,  et  on  a donné  à 
ces  multiples  des  noms  formés  des  mots  grecs  qui  signifient  10. 
100,  xooo,  10000,  auxquels  on  a ajouté  le  mot  mètre , tiré  aussi 
du  grec;  et  signifiant  mesure.  Pour  former  les  sous-divisions  déci- 
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males,  on  a multiplié  le  mètre  par  0,1  0,01  0,001 , on  leur  a donné 
des  noms  formés  des  initiales  tirées  du  latin,  qui  signifient  dix, 
cent,  mille,  et  on  a eu  la  série  suivante  : 


Myriamètre  ou  10000 
Kilomètre 
Hectomètre 
Décamètre 
Mètre 
Décimètre 
Centimètre 
Millimètre 


mètres  zz  30784*44 

3078,444 
3o7,8444 


rooo 
100  ~ 

xo  =z 

0,1  de  mèt.zzz 
o.o  r = 

0,001  — 


30,784440 
3,078444 

0,3078444  = 

0,03078444  — 
0,003078444— 


zn  5i3o 
r=  5i3 
nz  5e 
= 5 


~ - 3 


po.  I. 

5 3,36 
5 3,936 
xo  1,5936 
9 4.95936 
» H.,q5g36 
3 8,3,96 
» 4.43,96 
» 0,443,96 


On  voit  que  tout  le  système  n’introduit  que  sept  mots,  qui  servi- 
ront pour  les  autres  espères  de  mesures,  en  changeant  seulement 
les  finales,  suivant  la  nature  de  la  mesure. 

Le  myriamètre  équivaut  à peu  près  à deux  lieues  moyennes.  Le 
double  mètre  peut  remplacer  la  toise,  qu’il  ne  surpasse  que  d’un  peu 
moins  de  deux  pouces;  et  le  double  décimètre,  qui  vaut  un  peu 
moins  de  7 pouces  et  demi , donne  une  mesure  commode  pour  mettre 
dans  la  poche  de  l’ouvrier,  comme  auparavant  le  pied-de-roi.  Le 
mètre  remplace  l’aune,  qui  était  à Paris  de  3 pieds  7 pouces  10 
lignes  f.  11  représente  environ  jj , ou  un  peu  plus  de  \ d’aune. 


Mesures  de  Superficie. 


IOO.  En  général,  l’unité  de  mesure  des  surfaces  est  le  mètre 
quarré,  qui  contient  cent  décimètres  quarrés,  ou  dix  mille  centi- 
mètres quarrés  , ou  un  million  de  millimètres  quarrés.  Il  faut  se 
garder  de  confondre  le  décimètre  quarré  avec  le  dixième  du  mètre 
quarré,  qui  vaut  dix  décimètres  quarrés;  ni  le  centimètre  quarré 
avec  le  centième  du  mètre  quarré,  qui  vaut  cent  centimètres  quarrés^ 

Ainsi  le  nombre  3D"ï,  161075,  exprime  trois  mètres  quarrés  plus 
tooïtoô  mètrequarre , ou  trois  mètres  quarrés,  a6déciraètres  quar- 
rés , 3o  centimètres  quarrés,  75  millimètres  quarrés.  On  peut  prendre 
pour  unité  le  décimètre  quarré  ou  le  centimètre  quarré,  et  le  trans- 
port de  la  virgule  à deux  ou  quatre  rangs  plus  loin  sur  la  droite , 
opérera  la  conversion  dans  la  nouvelle  unité.  Ainsi  le  nombre  ci- 
dessus  vaut  3a6dmi,  de  décimètre  quarré  ou  3a63oc,n't,  de 
centimètre  quarré. 

Mais  l’unité  adoptée  pour  les  mesures  agraires  ou  des  champs,  est 
le  décatnèue  quarré  qu’on  a appelé  are.  11  contient  cent  mètres 
quarrés.  Aussi  le  mètre  quarré  s’appelle  dans  ee  cas  centiare.  Cent 
ares  forment  l'hectare  qui  contient  par  conséquent  10000  mètres 
quarrés;  c’est  la  quantité  de  terrain  renfermée  dans  un  quarré  dont 
le  côté  est  de  100  mètres  ou  d'un  hectomètre;  ainsi  l'hectare  est 
l’hectomètre  quarré.  L’hectare  répond  à peu  près  à deux  arpens  de 
l’ancienne  mesure  des  eaux  et  forêts,  composés  chacun  de  loo  per- 
ches quarrées,  la  perche  ayant  aa  pieds,  et  a environ  3 arpens  de 
Paris , à 18  pieds  par  perche. 


Digitized  by  Google 


ARITHMÉTIQUE. 

'Mesures  de  Volumes. 


63 


IOI  ■ L’unité  de  volume  est  le  mètre  cuber  qui  prend  le  nom  de 
stère,  quand  il  s’agit  de  bois  à brûler.  Le  mètre  cube  contient  mille 
décimètres  cubes,  ou  un  million  de  centimètres  cubes,  ou  un  billion 
de  millimètres  cubes.  De  sorte  qu'un  volume  étant  exprimé  en  mètres 
cubes  et  fractions  décimales  de  cette  unité , si  on  voulait  prendre 
pour  unité  le  décimètre  cube,  il  faudrait  reculer  la  virgule  de  trois 
rangs  à droite,  ou  de  six  rangs,  si  on  prenait  pour  unité  le  centi- 
mètre cube , ainsi  de  suite  : 4m  ,:, 273046976  ==  045976  — 

4a73o/t5cm-c976  = 4ï73o45976m“-c. 

Mais  la  mesure  de  capacité  pour  les  liquides  et  pour  les  grains, 
est  le  litre  équivalant  au  décimètre  cube,  dont  on  a formé  des  mul- 
tiples et  des  sous-divisions  avèc  les  mêmes  initiales,  et  suivant  la 
même  échelle  que  nous  avons  fait  connaître , en  parlant  fies  mesures 


linéaires,  savoir: 

Kilolitre  ou  1000  litres.  = 1 m.  c. 

HectoKtre 

100  = 0,1 

Décalitre 

10  = 0,01 

Litre 

1 = 0,001 

= 1 dm.  c. 

Décilitre 

0,1  = 0,0001 

*=  0,1 

Centilitre 

0,01  zz  0,00001 

= 0,61 

Millilitre 

0,001  =5  0,000001 

= 0,001  =*  1 cm.c. 

Le  litre  surpasse  d’environ  ^ la  pinte  de  Paris. 

On  a formé,  pour  remplacer  le  boisseau  , une  mesure  de  20  litres, 
appelée  double  décalitre . On  a aussi  pour  les  liquides  le  demi- litre  , 
qui  remplace  la  chopine,  puis  le  double-décilitre , etc.... 

Poids  ou  Mesures  de  Pesanteur. 

I 02.  Ou  a voulu  que  la  matière  qni  donnerait  l'unité  de  poids 
fut  une  matière  commune,  offerte  par  la  nature.  On  a choisi  l’eau; 
mais  à volume  égal  le  poids  de  cette  substance  peut  varier  par  plu- 
sieurs causes;  d'abord  elle  est  ordinairement  mêlée  de  substance» 
étrangères,  puis  la  température  fait  varier  son  volume.  Pour  échap- 
per à l'influence  de  la  première  cause  , on  a opéré  sur  l’eau  distillée; 
et  pour  avoir  un  terme  de  température  constant , on  a remarqué 
que  si  la  chaleur  augmente  le  volume  del'eau,  la  congellation  l’aug- 
mente aussi  ; on  a donc  cherché  par  l’observation  le  degré  précis 
où  l’abaissement  de  la  température  cesse  de  diminuer  le  volume  de 
l’eau , et  on  l’a  trouvé  vers  le  quatrième  degré  au-dessus  de  zéro 
du  thermomètre  centigrade;  c’est  à ce  degré  que  l'eau  pure  consi- 
dérée dans  le  vide  , a la  plus  grande  densité.  Un  certain  volume  d’eau 
pure  pesé  dans  cet  état , a fait  connaître  que  le  poids  d’un  décimètre 
cube  de  cette  eau  répond  à 1 88278™*,  x5;  celui  du  centimètre  cube 
est  donc  dé  18s  ,82716;  c’est  ce  poids  qu’on  a pris  pour  unité  et 
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qu’on  a appelé  gramme.  Le  gramme  est  donc  le  poids  d’un  centimètre! 
cube  d’eau  pure  au  maximum  de  dehsité.  Ses  multiples  et  ses  sous-1 
divisions  donnent  une  suite  analogue  aux  précédentes,  savoir  : 

grftm.  Craint  liv.on.  pr.  craint. 

Mÿriâgr.  10000  =188271,5  =20  6 6 63,5 

dm»  c. 

Kilogr.  1000  = 18827,15  = 3 o 5 35,i5poidsdei  eaupUre. 


Hectogr. 

IOO  = 

1882,715  = 0 3 a 10715 

0,1 

Décagr, 

ÎO  sa* 

188,2715  =*002  44,2715 

0,01 

Gramme. 

1 = 

18,82715=  000  18,82715 

c.m.  c* 

0,001=  1 eau 

Décigr. 

0,1  = 

1,88271=000  1,88271 

CBI.C. 

0,1 

Centigr. 

0.01  *=* 

0,18827=  000  0,18827 

0,01 

Milligr. 

0,001  = 

o,oi883=  000'  0,018827 

mm.  c. 

0,001  -icau. 

Le  quintal  métrique  est  composé  de  100  kilogrammes,  ou  îd 
myriagr.,  et  vaut  par  conséquent  ac^1*'’  4°  4sr<"598^*i',,. 

Monnaies. 

to3.  L’unité  monétaire  est  le  franc  ; il  est  composé  de  £ d’ar- 
gent fin,  et  de  ~ d’alliage  : sa  valeur,  comparée  à celle  de  fa  livre 
tournois,  s’est  trouvée  être  de  î1”-  + La  pièce  d’un  franc  est  du 
poids  de  5 grammes,  et  celles  de  5 francs  pèse  a5  grammes;  mille 
francs  pèsent  donc  5k,’*,oo<i. 

Le  franc  se  subdivise  en  10  décimes,  et  le  décime  en  10  cen- 
times. Les  pièces. d’argent  sont  le  quart  de  franc,  le  demi-franc,  le 
franc  , le  double  franc  et  la  pièce  de  5 francs. 

Les  pièces  d'or  sont  de  aof  et  de  4of. 

Le  rapport  de  valeur  de  l’or  à l’argent,  à poids  égal , est  de  3 1 : 2, 
suivant  la  fixation  de  la  loi. 

Pour  convertir  les  monnaies  anciennes  en  nouvelles,  et  récipro- 
quement, remarquons  que  if= ainsi  8ofi=± 81*,  donc  tf=i 

îlt^oiafi;  i1*  = *7'  = or, 98765433098 Ainsi  i*ofc  vaut  0^049, 

environ  cinq  centimes  ) et  i*>  vaut  or,oo4a  à peu  pfès. 

D’après  cela,  vetlt-on  convertir  io83'H'  ia*  1 o*' en  francs  ? On 
aura  d’abord 

io83*=io83fX  £ = io69r,63 

ta*  = ia  X 0,049  = of»588  ~ o, 5g 

10*  = 10  X 0,0042=  o,  04a  ==  o,  o4 

1070,26 

Réciproquement  pour  convertir  en  livres  une  somme  exprimée  en 
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francs,  par  exemple,  1070', 26;  on  aura  1070*26  =3  1070#, a6  X 
1,0125,  ou  1070,  26  X H#==  l°83*,64  = ioSVf  12*  io**. 

Dans  l’usage  commun  un  sou  passe  pour  5 centimes. 

Réduction  des  mesures  Linéaires  anciennes  en  mesures 
nouvelles , et  réciproquement. 

, _ , _ - . . ,10  000  0001» 

JO/p  Puisque  5l3o74ot,,''e,  zi:  10  000  ooom;  i'  — — 3^3 Zjïô  ~~ 

, * j®  q4qo37 

i“’,949o37;  leRied  vaut  donc = om, 32483g;  le  pouce 

— ° ,5it839  _ 01,02707  . ja  iigne—  °"_^72I  — om, 002x56  ; ou 
12  12 

bien  en  rapportant  le  pied  et  le  ponce  au  centimètre,  et  la  ligne  au 

millimètre,  on  a 1 P — 3ac*,4«S4  ; 2cm,707  ; i*=z  2mm,i6.  On 

aura  de  même  im  = 7—7^*=  o*,5i3o74  (n°  gj). 

Soit  donc  à convertir  en  mètres  et  parties  décimales  du  mètre  » 
ï3*  5p‘  3p®  81  ; on  a 

i3*  z=  25,33748t 
JTp1  = 1,624195 
3p°  “ 0,081210 

8*  zz:  0,018047 


27,060933 


Réciproquement  27 


27  X o,5i3o74  a i3,853 

t. 

1 


t. 


9 4"  o*o4=a 


p«*.  po.  I. 

x3  5 1 5 


» » a 2 

j>  j>  j>  1 

i3  5 3 8 


On  trouvera  par  un  procédé  semblable  la  valeur  de  l'aune  de 
Paris  en  mètres.  En  effet , on  a (n°  99), 

m, 

3P'  = o,9745i83 
7^0  = 0,1894897 
io*  = o,oa25583 
j — 0,0018798 


1,1884481 


Arithmétique. 
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Comparaison  des  Mesures  de  superficie  anciennes  et 

nouvelles. 

♦ io5.  I*  = im, 94903659;  =1^9^03659 Xim, 9490365g, 

ainsi,  it-T=  3m-l, 79874364. 

lFi.q_±ÜZ^7iËL„  o“'ï,io55ao7. 

56 

l = 0-1, 00073278. 


o™^, 00073178..  _ „ 

,1.1—  — -f — i — = oœ,i,ooooo5®8g. 


jl.q, 

* Réciproquement  le  mètre  quarré  est  g — 0,2632449  î 

ou  bien  on  a également  mètre  quarré  = o*,5i3o74  X o,5i3o74  - 
= o‘.i  a63i45.  F.n  multipliant  cette  expression  par  36 , on  a celle 
du  mètre  quarré  en  pieds  quarré  = gP1-1), 476817  ; et  cette  der- 
nière multipliée  par  i44  donne  1 44  X 9,476817  — i364P0<1>66i7, 
pour  l’expression  du  mètre  quarré  en  pouces  quarrés. 

L’are  vaut  donc  a6'ï, 3244g,  et  l’hectare  263a1-*, 449. 

Comparaison  des  Mesures  de  Volume  anciennes  et 

nouvelles. 

1 06.  Pour  avoir  la  toise  cube  exprimée  en  mètres  cubes , il  suffît 
de  multiplier  l’expression  de  la  toise  quarrée  par  celle  de  la  toise 
linéaire,  ce  qui  donne  , 

Toise cube=  3m  a, 79874364  X im, 2490365g  = 7“c,4o389o34 . 

7m.c  4o38qo34 

Pied  cube  = — = o“  c, 03427727  = 34d™  c, 37727. 

Pouce  cube  = ^im'c’2021==  od“>.',oig836  = igc“-%836. 

jQcm«c  ,856  „ 

Ligne  cube  = J ^ — = ocmc,oi  1 48  = 1 48. 

Réciproquement  on  aura  le  mètre  cube  = o'a, 263246  X 
o‘,5i3o74  = o'-*,i35o64  = agr^S^g. 

, 3gr,!.°i73g 

Par  conséquent  le  décimètre  cube  — — — =oP‘-*, 029174  = 
50po.c^ , : c’esl  l’évaluation  du  litre  en  pouces  cubes. 

Et  çomme  la  pinte  de  Paris  était  d’environ  46r°.c,95, 

• ..  46,g5 

I.e  rapport  de  la  pinte  au  litre  est  ^ =ro,g3i3a;  donc 

la  pinte  = 0’"  ,g3 1 32. 
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Le  rapport  du  litre  à la  pinte  = - — a/;- à — — * »°7^7 5 ; donc 

le  litre  = ip1",o7375. 

Ainsi  le  décalitre  vaut 

L’hectolitre  io7P,375,  et  le  kilolitre  1703^,75. 

Comparaison  des  Poids  anciens  et  nouveaux. 

IO7.  Puisque  le  kilogramme  vaut  i8&27*r"D*,i5,  le  grain  vaut 

i00O3**n>“«» 

*18827  i5  * et  *a  llvre  composée  de  9216  grains  vaut  donc 

0216000  021600000  48oiri"*-,5o6 

Q0 r —-Z5 — c — =48dsr*n"nM  5o6;  p0nce= — - — — 1 — 

18827,15  1882715  * ’ 16 

= : 3or*“‘“«,594  ; le  gros  = JïdldLïÈlL  =3B1'*,»,»«,8a4;  le 

O 

3sr»mmei  824 

= =o6'*“-,o53x  ou  53ms. 

72 

Comparaison  des  Divisions  du  Cercle  anciennes  et 

nouvelles. 


grain 


108.  L’ancienne  division  du  cercle  est  de  36o  parties  ou  de- 
grés ; elle  s’appelle  division  sexagésimale. 

La  nouvelle  division  est  de  400  parties  ou  grades  ; elle  s’ap- 
pelle division  centésimale , parce  que  le  quart  de  la  circonférence 
ou  le  qifadrant  qui  se  prend  ordinairement  pour  unité  d’arc , con- 
tient 100  grades,  dont  chacun  se  divise  en  100  minutes , et  chaque 
minute  en  100  secondes;  au  lieu  que  le  degré  se  divise  en  60  mi- 
nutes et  la  minute  en  60  secondes.  Le  de^j’é  vaut  donc  36oo  se- 
condes. Les  degrés  se  désignent  par  un  o,  les  minutes  par  un 
accent,  et  les  secondes  par  deux  : ainsi  on  écrira  3 degrés,  4o  mi- 
, nutes  , ao  secondes,  de  cette  manière  : 3°  40'  3»w. 

La  minute  centésimale  est  un  centième  du  |BSdde  ou  un  dix-mil- 
lipme  du  quadrant,  et  la  seconde  centésxaàteR*t  un  centième  de  la 
minute  ou  un  dix-millième  du  grade  ,.x>d''ii^%illionièjne  du  qua- 
drant. D’après  cela,  prenautlequadrantpottr  unité,  si  onveut  écrire 
25  grades  4 minutes  17  secondes  , on  le  fgi$  de  la  manière  suivante: 
ot,a5o4i7  ou  a5si,,o4i7. 

10  grades  valant  9 degrés  , pour  convertir  des  grades  , minutes 
et  secondes  centésimales  en  degrés  et  parties  décimales  de  degré , 
tm  soustrait  du  nombre  des  grades  un  dixième  de  ce  nombre,  le 
reste  est  l’expression  de  ce  nombre  en  degrés,  etc. 

sr* 

Par  exemple  : Un  arc  contient  47,  3995780 

Combien  est-ce  de  degrés? 

J ôte  3=  4,  7299578 

Reste...  42,  5696202 

5* 
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Pour  convertir  la  fraction  décimale  en  minutes  , on  la  multipliera 
par  60  , ce  qui  donnera  34',  1 77» 1 » i on  fera  de  Inê,ne  Pour  conver- 
tir en  secondes  la  fraction  décimale  de  minute,  ce  qui  donnera 
10", ()3a7a.  Ainsi, 

47«', 499578  =4a°  34'  >o",  63474. 

Réciproquement  pour  convertir  un  nombre  de  degrés  et  parties 
décimales  de  degrés  en  grades,  etc. , il  suffit  de  1 augmenter  d un 
neuvième  de  ce  même  nombre,  puisque  90  :=  xos1. 

Soit  par  exemple  4a°,  5696404 
Ajoutant  \ = 4,  7»99578 

On  aura...  47sr>»99578o 

Si  les  parties  de  degré  sont  exprimées  en  minutes  «secondes, 
en  les  réduira  en  décimales  en  divisant  par  60.  Ainsi, 

34'  10,"  63  = 34',  177  = o°,5696. 
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ALGÈBRE 


1 . L'algèbre  a pour  objet  principal  la  recherche  de  la  série  des 
opérations  qu'il  faut  effectuer  pour  passer  des  quantités  connues  à 
celles  qui  ne  le  sont  point. 

2.  On  y exprime  les  nombres  par  dès  caractères  d’une  valeur 
numérique  indéterminée;  on  a choisi  à cet  effet  les  lettres  de  l’al- 
phabet. 

3.  On  y indique  les  opérations  par  des  signes  dont  l’usage  est 
avantageux,  même  en  Arithmétique,  comme  on  a eu  occasion  de 
le  voir. 

4-  Pour  indiquer  l’égalité  de  deux  quantités  a et  b , par  exemple , 
on  écriL  a = 6,  ^ On  prononce  a égale  b. 

De  V Addition.  « 

5.  On  indique  l’addition  du  nombre  a avec  le  nombre  b , en  écri- 
vant a -f-  b , et  on  prononce  a plus  b. 

6.  Si  on  voulait  ajouter  ensemble  plus  de  deux  nombres,  par 
exemple  les  quatre  nombres  a , b , c et  d , on  écrirait  a -f-  b -j- 
c+d,  et  on  prononcerait  a plus  b plus  c plus  d.  On  écrit  donc  le 
signe  de  l’addition  immédiatement  à gauche  du  nombre  ou  de  la 
lettre  qu’on  veut  ajouter. 

7.  Si  les  nombres  étaient  exprimés  par  la  même  lettre,  et  par 

conséquent  supposés  égaux , on  abrégerait  l’indication  de  leur  somme 
en  cette  manière  : au  lieu  de  a -f-  a a b b c -+•  c , ou 
écrit  3 a-\-%b  , et  on  prononee  trois  a plus  deux  b plus  deux  c. 

On  nomme  coefticient  ce  nombre  placé  à la  gauche  d’une  lettre,  et 
qui  marque  combien  de  fois  il  faut  prendre  le  nombre  qu’elle  repré- 
sente. Le  coefficient  est  ce  qu’on  appelle  un  multiplicateur  en  Arith- 
métique. * 

8.  Si  on  avait  plusieurs  sommes  à réunir  en  une  seule,  on  les 

écrirait  à la  suite  les  nnes  des  autres  , avec  le  signe  de  l’addition. 
On  ferait  ensuite  la  réduction  , s’il  y avait  lieu,  avec  les  coefficiens. 
Ainsi  la  somme  des  trois  sommes  partielles  aa-t-36-|~4c-J-r/, 
go-J-aé  -j-c-j-ad,  etn-f-è  -f-  c,  serait  a«-|-3ô-+-4e-f-£f-t- 
g a -f-a/>-|-c-|-ac/-(-rj~{-é-f-c=;  x a a -H  6.6  1>  c -j-  3 d. 

g.  On  écrit  les  lettres  dans  l’ordre  qu’on  veut;  cependant  on 
parait  s’étre  accordé  à suivre,  à cet  égard,  l’ordre  alphabétique. 

IO.  On  ne  donne  point  le  signe  de  l’addition  à la  quantité  qui 
s’écrit  la  première  à gauche  ; mais  l’on  doit  l’y  supposer  écrit.  ’ 

’ i x . Le  coefficient  i ne  s’écrit  point  non  plus,  comme  étant  jugé 
inutile;  mais  il  faut  le  remplacer  par  la  pensée  là  où  il  devient 
nécessaire. 
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' é # M 

12.  On  reviendra  à l’addition,  après  avoir  exposé  la  maniera 
d'indiquer  la  soustraction. 

De  la  Soustraction. 

1 3-  Pour  indiquer  la  différence  des  deux  nombres  a et  b , on 
écrit  a — 6 , ou  & — a , et  on  prononce  a moins  b , ou  b moins 
a,  suivant  qu’on  retranche  b de  a , ou  a de  b. 

l/j..  On  pourrait  aussi  écrire  — b a dans  le  premier  cas,  et 
— a _J_  6 dans  le  second  ; mais  l’usage  de  la  première  notation  a 
prévalq. 

15.  S’il  y avait  des  coefficiens,  on  en  prendrait  la  différence. 
Ainsi  pour  retrancher  3 a de  ti  a,  on  écrirait  «l'abord  6 a — 3 a; 
ensuite  on  aurait  3 a pour  différence  réduite,  ÿe  qui  est  évident. 

16.  Si  on  voulaitretrancher  une  somme  d’uîie  autre  somme,  on 
mettrait  le  signe  de  la  sousrraction  devant  chacun  des  nombres  qu’on 
se  propose  de  retrancher.  Ainsi  la  différence  de  3 a -\-  b ^ c, 
et  de  5 d -f-  a «-)-/,  serait  3 a+  6 -J-  4 c,  — 5 d — a e — f , ou 
5 d -f-  ie+/  — 3 a — b — 4 c,  selon  qu’on  soustrait  la  première 
ou  la  deuxième  somme. 

1 7.  Si  le  même  nombre  se  trouvait  répété  dans  les  deux  sommes, 
on  prendrait  la  différence  des  coefficiens.  Ainsi  pour  soustraire  a a+ 
46-1-  6cdeGn+86  + 6 c , on  écrirait  6a  + 86  + 6c-a« 
b 6 c = 4 a + 4 6.  La  quantité  c disparait  à cause  de  l’éga- 
lité de  ses  coefficiens , dont  la  différence  est  zéro. 

De  l'Addition  et  de  la  Soustraction , à la  fois  em- 
ployées dansAa  même  opération. 

18.  On  appelle  termes  d’une  expression  algébrique,  les  quan- 
tités dont  elle  est  composée,  et  qui  sont  séparées  les  unes  des  autres 
par  le  signe  deM’addition  ou  par  celui  de  la  soustraction.  L’expres- 
sion algébrique  s’appelle  monome , binôme , trinôme  , et  en  général 
polynôme , selon  qu’elle  renferme  un,  ou  deux,  ou  trois,  ou  plu- 
sieurs termes.  Ainsi  a est  un  monome , a a en  est  un  aussi  ; a -f- 
a 6 ou  a a — 36  sont  des  binômes  ;a-(-s6  — 3 c , ou  4 a — 36 
-J-  a c sont  des  trinômes. 

1 q.  Si  on  veut  ajouter  ensemble  plusieurs  polynômes  , dont  les 
termes  sont  affectés  indifféremment  des  signes  de  l’addition  et  de 
la  soustraction , il  faut  en  écrire  les  termes  à la  suite  les  uns  des 
autres , sans  rien  changer  ni  à leurs  signes , ni  à leurs  coefficiens.  On 
fait  ensuite  la  réduction,  s'il  y a lieu.  Il  ne  faut  pas  oublier  qu’un 
terme  qui  n’a  point  de  signe  , est  censé  avoir  celui  de  l’additipn  , et 
qu’on  doit  supposer  le  coefficient  1 partout  où  il  n’y  en  a pas 
d’exprimé. 
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EXEMPLE. 

On  veut  ajouter  les  quatre  quantités  suivantes  : 

6a  — 46  4*  3c 

• 3a + 66 — 4c  ^-4^  • 

a 26  + 2C  + d:>- 
5 a — 6 + c + 2*/  -j-  e 

Somme  6a  l\b  -j-  3c  -}-  3 a -J- 6 6 — 4e  + 4<f  + a 
+ 26  + 2C  — d + 5 a — 6 + c 2 d-\-  e. 

Faisant  la  réduction  , on  trouve  i5  a pour  les  a,  + 8 6 d'une 
part,  et  — 5 6 de  l’autre , et  par  conséquent  + 36  pour  reste; 
+ 6 c d’une  part,  et  — 4 c de  l’autre,  donc  + 2 c de  reste;  + 
6 d et  — d ou  5 d pour  différence;  enfin  -4-  e.  Réunissant  ces  dif— 
férens.  résultats,  la  somme  finale  est  i5a+36+ac+5rf+e. 

Si  on  avait  eu  les  quatre  polynômes  ; 

6a  — 46  — 3c 

3a  — 66  + 4e  ■ — kd 

a + 26  — 2c  + d 

5 a — 6 -f-  c + %d  — e. 

La  somme  aurait  été  i5  a — gb  — d — e,  toute  réduction  faite, 
et  c’est  la  seule  qu’on  écrive  ordinairement  pour  abréger.  La  lettre  c 
a disparu  à cause  de  l’égalité  de  ses  coefficiens  et  de  la  différence  de 
ses  signes. 

Les  deux  exemples  précédens  offrent  un  mélange  d’additions  et 
de  soustractions.  Si  l’on  avait  quelque  peine  à comprendre  com- 
ment des  opérations  si  contraires  peuvent  se  trouver  mêlées,  on 
regarderait  le  résultat  d’une  pareille  addition  comme  une  somme  de 
différences. 

20.  On  rencontre  aussi  l'addition  dans  la  soustraction,  lorsqu’on 
se  propose  de  soustraire  des  différences. 

Soit  proposé  de  soustraire  6— c de  a,  on  écrira  a — 6 -j-  c;  car  la 
règle  est  de  changer  le  signe  de  chacun  des  termes  du  polynôme 
qu’on  doit  soustraire. 

EXEMPLE. 

Qu’on  ait  aa  — 86  + 4cà  soustraire  de  6 a — 4 6 + 2 c.  J.a 

différence  sera  6 a — 4 è + ü c — + 86  — 4 c — 4 a "H  4 ^ 

« 

— 2 c. 

2 1 . Voici  la  raison  de  cette  règle  : Reprenons  l’exemple  où  l’on 
se  proposait  de  soustraire  6 — c de  a.  Si  l’on  se  contentait  d’indi- 
quer la  différence  par  a — b,  elle  serait  trop  petite  du  nombre  c, 
puisqu’on  aurait  retranché  6 tout  entier,  et  que  c’était  6 diminué 
de  c qu’il  fallait  retrancher;  il  faut  donc  y ajoutera,  et  la  diffé- 
rence véritable  est  a — 6 -j-  c.  Autrement  a = a-|~  6 — 6 + c — c, 
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et  si  nous  retranchons  de  part  et  d’autre  b — c,  nous  aurons 
pour  résultat  a — ( ô — c)  = a — fe-f-c.  La  notation  a — [b  — cj 
signifie  qu'on  veut  soustraire  ô — edea, 

De  la  Multiplication,. 

32.  Pour  indiquer  la  multiplication  de  a par  b , on  écrit  a X®* 
ou  a. b,  ou  a b.  et  on  prononce  a multiplié  par  i,  oua  multipliant 
b,  ou  simplement  a b. 

2 3.  Si  l’on  voulait  indiquer  le  produit  de  trois  facteurs,  tels 
quefl,  b et  c,  et  on  écrirait  a X b Xfi  ou  a . b.  c,  ou  a b c,  et  l’on 
prononcerait  « multiplié  par  b multiplié  parc,  ou  a multipliant  b 
multipliant  c,  ou  abc.  Si  fis  nombres  étaient  exprimés  eu  chiffres , 
on  multiplierait  d'abord  l'un  des  trois  facteurs  par  l’un  des  deux 
autres,  et  ensuite  leur  produit  par  le  troisième  facteur.  On  écri- 
rait , on  prononcerait  et  ou  calculerait  de  même  pour  un  plus  grand 
nombre  de  facteurs. 

34.  Remarquons  en  passant  que  l’ordre  suivant  lequel  on  doit 
multiplier  les  facteurs  , est  tout-a-fait  indifférent.  Ainsi  a b — b a ; 
et  a b c = a c b zz  b a c z=  b c a — c b a zz  c a b.  La  démonstration 
qu’on  pourrait  en  donner  serait  trop  longue  à écrire  pour  ee  précis. 
On  en  trouvede  satisfaisantes  dans  la  Théorie  des  nombres  de  M.  Le- 
gendre, ainsi  que  dans  quelques  traités  élémentaires  d’Algèbrc. 

a5.  Si  tous  les  facteurs  étaient  représentés  par  la  même  lettre, 
çette  lettre  se  trouverait  donc  écrite  dans  le  produit  autant  de  fois 
qu’il  y a de  facteurs.  Ainsi  « X a donnerait  an ; a a multiplié  par 
aaa,  donnerait  aaaaa-,  aaaaa  multiplié  par  a,  donnerait 
a a aaaa. 

Dans  ce  cas,  on  n’écrit  cette  lettre  qH’une  fois;  mais  on  marque 
par  un  nombre,  qu’on  appelle  exposant,  et  qu’on  place  sur  la 
droite  un  peu  au-dessus  de  la  lettre,  combien  de  fois  cette  leltae 
est  facteur,  ou  combien  de  fois  elle  doit  être  écrite  de  suite  à côté 
d’elle-mèrae.  Ordinairement  l’exposant  s'exprime  en  chiffres. 

Au  lieu  de  aa,  on  écrira  «*;  au  lieu  de  aaa,  on  emploiera 
a3.  Pareillement  au  lieu  de  aaabbcc,  on  écrira  a1  b 1 c1.  On 
prononce  a deux , a trois  ; et  dans  le  dernier  exemple,  a t/ois,  b 
deux , c deux. 

Réciproquement  on  se  souviendra  que  al=aa~aX  a,  que 
a*  b*  c*  = a a b b b c £=  a y,  a X b X b X b X c X c. 

a(i.  On  nomme  puissance , tout  produit  dont  les  facteurs  sont 
tous  égaux  entre  eux,  et  la  dénomination  de  la  puissance  se  tire  du 
nombre  des  facteurs  ; ainsi  l'exposant  d’une  quanti  té  marque  à quelle 
puissances! le  est  élevée.  Dans  a’,  l’exposant  3 désigne  la  troisième 
puissance  de  a.  * 

27.  U ne  faut  pas  confondre  l’exposant  avec  le  coefficient  çt 
prendre  a a pour  a1,  ou  a3  pour  3 Dans  a a , le  coefficient  a 
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marque  l'addition  de  a avec  a,  ou  que  jasa-f  «;  dans  a*,  l’ex- 
posant a marque  la  multiplication  de  a par  a,  ou  que  a1  = a X 
a ; en  sorte  que  si  a :=  5,  2 a = 10  et  a*  = a5. 

28.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  pour  multiplier  deux  quan- 
tités monômes  qui  auraient  des  lettres  communes,  on  ajoute  les 
exposans  des  lettres  semblables  du  multiplicande  et  du  multipli- 
cateur. 

Ainsi  pour  multiplier  a1  par  a*,  j’écris  a>,  ce  qui  est  évident;  car 
a 1 = a a a,  et  a4  — au  a a \ donc  a*  X a4  = aaa  X aaaa^Z 
aaa  a a aa  — uP . , 

Pareillement  a*b*c  multiplié  par  a1blcd  ~ a7b^c1d.  On  écrit 
d’abord  toutes  les  lettres  différentes  abcd;  ensuite  on  donne  à la 
première  pour  exposant  7,  somme  de  ses  exposans  4 et  3 ; à la  se- 
conde 5,  somme  de  ses  exposans  3 et  a ; à la  troisième,  l’exposant 
2,  somme  de  ses  exposans  1 et  1 : car  quoique  l’exposant  de  c ne 
soit  pas  exprimé , on  doit  sous-entendre  qu’il  est  1,  puisque  c est  fac- 
teur une  fois.  Delà  ccttq  remarque  : Toute  lettre  dont  l’exposant 
n’est  point  écrit,  est  censée  avoir  1 pour  exposant;  et  réciproque- 
ment toutes  les  fpis  qu’un  exposant  devra  être  i,  on  peut  le  suppri-  » 

mer  comme  inutile.  On  le  supposera  de  nouveau  à sa  place,  si  on 
en  a besoin. 

2Q.  Si  les  monomes  ont  des  coeffîciens,  il  faut  commencer  la 
multiplication  par  ces  coeffîciens.  Ainsi, 

a y.  b =zG  a b , ei  iS  b^  X taa’i^:  180  a'  b 4. 

Dans  le  premier  exemple,  on  multiplie  le  coefficient  2 par  le  coef- 
ficient 3,  et  l’on  a 6 pour  le  coefficient  du  produit.  Il  en  est  de 
même  du  second  exemple.  Pour  expliquer  cette  règle,  il  suffit  de  dire 
que  les  coeffîciens  étant  des  facteurs,  ils  doivent  être  multipliés 
comme  les  autres  facteurs. 

3o.  Passons  à la  multiplication  des  polynômes  ou  quantités  com- 
plexes. On  suit  le  même  procédé  qu’en  Arithmétique  pour  les 
facteurs  qui  ont  plusieurs  chiffres,  c’est-à-dire  qu’on  multiplie  suc- 
cessivement chaque  terme  du  multiplicaude  par  chaque  terme  du 
multiplicateur,  en  allant  de  droite  à gaurhe,  ou  de  gauche  à 
droite  : c'est  ce  dernier  parti  qu'on  prend  ordinairement.  Ainsi  l’o- 
pération se  trouve  ramenée  à des  multiplications  de  monomes.  Si 
on  désigne  par  « le'iiombre  des  termes  du  multiplicande , et  paru' 

(prononcez  n prime)  celui  des  termes  du  multiplicateur,  le  pro- 
duit nn  marque  combien  on  a de  multiplications  de  monomes. 

Nous  supposerons  d’abord  que  tous  les  termes  des  facteurs  ont  le 
signe  de  l’addition,  ou  sont  positifs. 

Multiplier-  a -j-  b 
Par  c d 

Produit.  ...  ne  + bc  -f-  ad  -j-  bd. 

On  multiplie,  i°  a par  c ; a°  b par  c ; 3°  a par  d ; 4*  b par  d. 
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Or  (n°j  a)  a X c~ac ; b X c = bc;aXd=:ad,  et  b X d—bd. 
Le  produit  total , égal  à la  somme  de  ces  produits  partiels , devient 
donc  ac-\-bc-\-ad-\-bd . 

3 1 • Supposons  maintenant  que  les  facteurs  ont  des  termes  affec- 
tés du  signe  de  la  soustraction , et  qu’il  s'agit  de  multiplier  des 
différences  : 

EXEMPLE  Ier. 

Multiplier  a — b 
Par  c 

Produit.  ...  ac  — bc. 


Le  produit  de  a par  c est  ac,  et  celui  de  b par  c est  bc,  abstrac- 
tion faite  des  signes;  mais  au  lieu  d'ajouter  ce  second  produit  au 
premier,  je  l’en  retranche.  En  effet,  ce  n’est  point  a tout  entier, 
mais  seulement  la  différence  de  a et  de  b qu’il  faut  multiplier  par  c ; 
il  y a donc  une  partie  de  a représentée  par  b,  qu’il  ne  faut  point 
multiplier  par  c:  comme  son  produit  par  c , lequel  est  bc  , Se  trouve 
compris  dans  ac , il  faut  donc  l'en  retrancher,  àinsi  qu’on  a fait  ; 
donc  (a  — b)  multiplié  par  c =;  ac  — b c. 

EXEMPLE  II. 

Multiplier  a — b 

Par  r — d 

Produit.  , . . ac  — bc  — a d -j-  b d. 

L’abord  le  produit  de  a — b par  c est  a c — b c,  comme  on  vient 

de  le  voir;  il  faut  en  retrancher  celui  de  a — b par  d,  lequel  est 
ad  — b d.  En  effet,  a — b ne  doit  point  être  multiplié  par  la  partie 
de  c équivalente  à d.  Le  produit  ad  ~b  d qui  en  résulte,  se  trouve 
donc  de  trop  dans  le  produit  de  a — b par  c tout  entier,  ou  dans 
ac  — bc:  il  faut  donc  l’en  retrancher,  et  écrire  a c — bc  — ad 
■+•  b d pour  le  produit  définitif  ( n°  20  ). 

32.  Le  produit  de  a - — b multiplié  par  c — d , étant  ac  — bc  — 
ad-\-  bd,  nous  en  conclucrons  les  deux  règles  suivantes  pour  les 
signes  : si  les  deux  termes  qu’on  multiplie  ont  le  même  signe,  ou 
tous  deux  -J-  ou  tous  deux  — , leur  produit  aura  le  signe  -f-;  si  au 
contraire  ils  sont  de  signes  différens,  leur  produit  aura  toujours  le 
signe  — . 

En  effet  on  a trouvé,  i°  a X c =3«c. 

a"  — b X c — — bc. 

3°  a X — d — — ad. 

4°  — b X — d — b d. 

On  traduit  asseï  souvent  ces  règles  en  celte  manière:  plus  mul- 
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liplié  par  plus , et  moins  multiplié  par  moins,  donne  plus ; moins 
multiplié  par  plus,  et  plus  multiplié  par  moins , donne  moins  ; mais 
il  faut  entendre  ces  énoncés  dans  le  sens  qui  vient  d’être  expliqué. 

33.  En  procédant  à la  multiplication,  on  observera  d’abord  la 
^gle  des  signes , puis  celle  des  coefficiens , enfin  celle  des  lettres  et 
celle  des  exposans  ; faisons-en  une  application, 

EXEMPLE. 

Multiplier  t\a* — 1 a a1  b'1  -j-  9 

Par  1 6a*—  -f-  a566 

Ier  Prod.  part.  64  a8 — 1 ga  1 44  o4*6 

• IIe  Id.  — i6oa6é>J-+-48oa446 — 36oa*J9 

III*  ld  ■ -Hiooo*i>6 — 3ooa1f>9-+-aa56‘1 

Produit  total.  64  — 35a  734  a*b& — fiGoa’^-f-aaSi*1. 

Je  multiplie  tous  les  termes  du  multiplicande,  t°par  16a4;  a°par 
4oa16,j  3°  par  a56* , pour  obtenir  les  trois  produits  partiels  ci-des- 
sus exprimés  : 

Pour  le  premier , j'ai  4“4  X 16a4  — 64a8  ; ensuite — iia^b*  X 
j6a4r= — i9an66i  ; enfin -|- gè*  X if>n4=  i44a4^'i*  >*tf 

Pour  le  deuxième  produit,  j’ai  successivement  4 «4  X — 4 tms65 
— — 160 a&b>  ; ensuite  — - iaa*A5  X — 4oa*t>  = -4-  48oo4£®;  en- 
fin  -f-  9 b6  X — 4oa*6î  =r  — 36o«l69. 

Pour  le  troisième  produit,  j’ai  pareillement  4 a*  X a 54*  — 
joon4^4;  puis  — taa'é1  X a5 64  — — 3oo<z*é>9  ; enfin -|~966Xa566 
=1  aa56'*. 

La  somme  de  tous  ces  produits  partiels  forme  un  produit  total, 
qui , par  la  réduction  des  termes  semblables , devient  64«8  — 35a«é6J 
-4-  ’]iliaAb'i  — 6G0 alb9  -{-  aa 5b’2. 

34-  Il  faut  s’exercér  beaucoup , afin  de  se  familiariser  avec  la 
pratique  de  cette  règle.  A cet  effet , voici  quelques  exemples  tous  cal- 
culés; nous  y joindrons  aussi  quelques  remarques  importantes. 

EXEMPLE  Ier. 

Multiplier  a b 
Par  a -j-  b 

Ier  Produit..  aJ  -{-  ab  -|-  ab  .4-  b2  a1  -j-  2 ab  -4-  b*. 

Cet  exemple  fait  voir  que  le  quarré  de  la  somme  a -J-  b de  deux  « 
nombres,  contient  le  quarré  a 1 du  premier  nombre,  plus  le  double 
produit  a ab  du  premier  nombre  multiplié  par  le  second,  et  enfin  le 
quarré  b1  du  deuxième  nombre.  Si  on  désigne  par  a les  dixaines 
d’un  nombre,  et  par  b ses  unités,  on  aura  une  démonstration  gé- 
uéralede  la  règle  relative  à la  composition  du  quarré  d’un  nombre. 
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EXEMPLE  II. 


Multiplier  a — b * 

Par  a — b 

Produit...  u * — ab  — ab  -}-  b1  sr  fl* — iab  -f-  A*.  . ■* 

On  voit  que  le  quarré  de  la  différence  de  deux  nombre*  j con- 
tient le  quarré  a 1 du  premier  nombre,  moins  le  double  produit 
a ab  du  premier  nombre  multiplié  par  le  second,  plus  le  quarré  b% 
du  secoud. 

EXEMPLE  I 1 1. 

Multiplier  a -f-  b 

Par  a — b 

Produit . . . «*  -J-  ab  — ab  — b1  “ a*  — b*. 

On  conclut  de  cet  exemple  , que  quand  on  multiplie  la  somme 
a + b de  deux  nombres  par  leur  différence  a — b,  le  produit  est 
égal  à la  différence  a*  — b1,  des  quarrés  n*  et  A1  de  ces  même* 
.nombres.  Réciproquement  au  lieu  de  la  différence  des  quarrés  de 
deux  nombres,  on  pourra  substituer  le  produit  de  la  somme  de  ce* 
deujç. nombres  multipliée  par  leur  différence. 

E X E M P LE  IV. 

Multiplier  a1  -J-  "lab  -f-  b*. 

Par  a -f-  b 

Produit . . . a)  -}-  la1  b + ab 1 -f-  û*A  -f-  a ab*  A*  ~ 
a1 -P-  3 fl*A  3 ab*  -f-  A5. 

Le  premier  facteur  ou  le  multiplicande  étant  le  quarré  ou  la 
deuxième  puissance  de  la  somme  « -f-  A de  deux  nombres  , et  le 
second  facteur  étant  la  somme  de  ces  nombres  , le  produit  repré- 
sente le  cube  , ou  la  troisième  puissance  du  binôme  a -f-  b.  On  con- 
clut delà  que  le  cube  d'un  binôme  contient  quatre  termes  , savoir? 
i°  le  cube  a*  du  premier  nombre  a;  2°  trois  fois  le  produit  du 
quarré  du  premier  nombre  multiplié  par  le  second  b ; 3°  trois  fois 
le  produit  du  premier  nombre  multiplié  par  le  quarré  du  second  ; 
4°  enfin  le  cube  b*  'du  deuxième  nombre.  Si  on  désigne  par  a les 
dixaines  d'un  nombre,  et  par  b ses  unités,  on  aura  la  démonstra- 
tion de  la  règle  qui  a pour  objet  laformation  du  cube  d’un  nombre. 

Pour  indiquer  le  produit,  lorsque  les  facteurs  sont  des  poly- 
nômes, on  renferme  chaque  facteur  entre  deux  crochets,  et  on  écrit 
l’un  des  signes  de  la  multiplication  entre  ces  facteurs,  comme  s’ils 
étaient  des  monomes  ; souvent  même  on  n’emploie  aucun  signe. 
Ainsi  pour  indiquer  la  multiplication  du  polynôme  u1 -f-  2 ab  -J-  b 1 
par  le  binôme  a -j-  h , on  écrit  ( a1  -j-  2 a b -j-  b1  ) X (,«  + £) , du 
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(a*  -J- a a b -|-  b*)  X (a-f-  &),  ou  même  (a’-f-  lai  H-  fi*)  (a  H-  £)J 
Quelquefois,  au  lieu  de  renfermer  les  facteurs  entre  des  crochets, 
on  les  couvre  d’un  trait  en  cette  manière  : 

a1  -±-  ■!  a b bx  X a -J-  b. 

C’est  un  usage  qu’il  ne  faut  point  adopter  en  général;  on  pourra 
s’exercer  sur  l'exemple  suivant:  . 

(a a -}- bc—  ai1) (a a — Z»c-f-a£l)=4«*  — 4 £3c  — ^b*. 

De  la  Division . 

35.  On  indique  la  division  , en  écrivant  le  diviseur  sous  le  di- 
vidende, en  forme  de  fraction,  et  en  les  séparant  l’un  de  l’autre 
par  un  trait.  Ainsi  pour  indiquer  le  quotient  de  a divisé  par  b , 

a , * 

ôn  écrit  — ^ — , et  on  prononce  a divisé  par  b.  Pareillement  on  écrit 

a ■+■  b 

^ j,  si  on  se  propose  dediviser  a -f-  b par  c + rf. 

La  division  la  plus  compliquée  se  réduisant  toujours  à diviser  un 
monome  par  un  monoine,  voici  les  règles  qu’on  doit  suivre  dans 
ce  dernier  cas. 

36.  Règle  des  signes  : Le  quotient  est  positif  ou  négatif,  suivant 
que  le  dividende  et  le  diviseur  ont  les  mêmes  signes,  ou  des  signes 
contraires.  On  énonce  aussi  cette  règle,  en  disant  que  -J-  divisé  par 

et  — divisé  par  — donne  -j-  ; que  divisé  par  — , et  — divisé 
par  -{-  donne  moins. 

37.  Règles  des  cokfficiens  : On  divise  celui  du  dividende  par 
celui  du  diviseur. 

38.  Règle  des  lettres  : On  n’écrit  point  au  quotient  les  lettres 
qui  sont  communes , ou  qui  sont  écrites  le  même  nombre  de  fois 
au  dividende  etau  diviseur.  On  écrit  au  quotient  toute  lettre  qui  se- 
trouve  au  dividende  sans  être  au  diviseur. 

39.  Règle  des  exIposans  : Lorsqu’une  lettre  se  trouve  au  divi- 
dende et  au  diviseur  avec  des  exposans  différens,  celui  qu’elle  a 
dans  le  diviseur  se  retranche  de  celui  qu’elle  a dans  le  dividende. 
Le  reste  devient  son  exposant  dans  le  quotient. 

/jO.  Toutes  ces  règles  sont  une  conséquence  de  celles  de  la  multi- 
plication , et  sont  fondées  sur  le  principe  que  le  produit  du  diviseur 
multiplié  par  le  quotient  doit  reproduire  le  dividende. 

EXEMPLE. 

Diviser  ysida+Wc'de  par  9 6a*bcd. 

. . , Qli6a*blcldc 

Le  quotient  indique  est — ; — - 

9 &a}bcd. 

Et  le  quotient  réduit  ou  effectué  . 9 üa'b'cc. 
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Je  divise  gai 6 par  96 , et  le  quotient  est  96.  Par  la  règle  des  ex- 
posons, on  doit  avoir  pu  quotient  4 — a ou  a pour  l'exposant  de 
a ; 3 — 1 ou  a pour  celui  de  b ; a — 1 ou  1 pour  celui  de  c.  On 
supprime  celui-ci  comme  inutile.  Enfin  , par  la  règle  des  lettres  , 
d ne  doit  point  se  trouver  au  quotient* 

/y  1 . Si  on  applique  la  règle  des  exposans  au  cas  où  une  lettre 
ale  même  exposant  au  dividende  et  au  diviseur,  elle  aura  zéro 
pour  exposant  dans  le  quotient. 

Ainsi  a 1 divisé  par  a * donnera  o°  pour  quotient. 

flî  /ipl 

et  — = ab°c°.  - 

o*  oc* 


Dans  ce  cas,  on  peut  se  dispenser  d’écrire  les  lettres  qui  ont 
xéro  pour  exposant;  car  le  facteur  de  ce  genre  est  égal  à l’unité, 
comme  étant  le  quotient  d’une  quantité  divisée  par  elle-même. 
Ainsi  a°  — b°  zz  c°  = 1,  quel  que  soit  le  nombre  a ou  b , ou  c , 


ou , etc. 

Si  tous  les  facteurs  du  quotient  avaient  xéro  pour  exposant,  ce 
quotient  serait  1 ; ainsi , 


aM'c 

aïb'c 


— a°b°c°—  1. 


Pareillement,  si  on  applique  la  règle  des  lettres  au  cas  où  elles 
sont  les  mêmes  au  dividende  et  au  diviseur,  le  quotient  parait  de- 
voir être  zéro  , puisqu'il  n’y  faut  écrire  aucune  lettre;  mais  dans  ce 
cas  il  est  égala  l'unité,  comme  étant  celui  d’une  quantité  divisée 
par  elle-même  ; ainsi , 

abc 

abc  ~~  * * 


4.2.  Lorsque  t°  le  diviseur  a des  lettres  qui  ne  se  trouvent  point 
au  dividende  ; lorsque  20  les  exposans  du  diviseur  sont  plus  grands 
que  ceux  de  pareilles  lettres  du  dividende;  lorsqu’enfin  3°  le  coef- 
ficient du  diviseur  ne  divise  point  exactement  celui  du  dividende, 
il  est  évident  ( Arith.  42  ) que  le  dividende  proposé  n’est  point  un 
multiple  du  diviseur,  et  la  division  ne  peut  plus  alors  s’effectuer  : 
on  se  contente  de  l’indiquer;  cependant  on  peut  simplifier  l'ex- 
pression fractionnaire,  qui  représentealors  iequolient.  On  supprime, 
dans  le  dividende  et  dans  le  diviseur,  les  lettres  qui  leur  sont  com- 
munes. A l’égard  des  lettres^pii  ont  des  exposans  , on  supprime  la 
lettre  qui  a le  plus  petit  exposant,  et  on  diminue  de  pareille  quan- 
tité le  pius  grand  exposant  de  la  même  lettre;  ainsi, 
a'bc 5 o5 

a’/éc*  “ b*c  ’ 
b‘c 

Ct  a’ic’d  — 

Enfin  , . 

a>  al 
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Ce  dernier  exemple  fait  voir  que  quand  il  ne  reste  plus  aucune 
lettre  au  dividende,  il  faut  y écrire  l'unité. 

Cette  règle  s’explique  par  la  condition  que  le  produit  du  divi- 
seur multiplié  par  le  quotient , doit  toujours  être  égal  au  dividende, 
ainsi  qu’on  l’a  vu  en  Arithmétique. 

43-  Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  complexes,  voici  comme 
on  procédera,  et  comme  on  trouvera  le  quotient  quand  la  division 
sera  possible  : 

x°  On  écrit  le  dividende  et  le  diviseur  sur  une  même  ligne , avec 
l’attention  d’écrire  leurs  termes  , de  manière  que  les  exposans  d’une 
même  lettre  soient  toujours  décroissans.  Cela  s’appelle  ordonner  le 
dividende  et  le  diviseur  par  rapport  à cette  lettre. 

a0  On  sépare  le  dividende  du  diviseur  par  un  trait  Vertical  ; on 
divise  le  premier  terme  du  dividende  par  le  premier  ferme  du  divi- 
seur, en  ayant  égard  successivement  à la  règle  des  signes,  à celle 
des  cocfficiens,  à celle  des  lettres  et  à celle  des  exposans  ; on  écrit 
le  quotient  sous  le  diviseur; 

3°  On  multiplie  tout  le  diviseur  par  le  quotient  partiel  qu’on 
vient  de  trouver,  et  on  écrit  les  termes  du  produit  sous  le  divi- 
dende, avec  l’attention  de  changer  leur  signe  ; 

4°  On  souligne  le  tout,  et  on  fait  la  réduction  des  termes  sem- 
blables du  dividende  et  de  ce  produit.  Après  cette  opération,  on 
écrit  le  reste  au-dessous,  et  on  fait  nne  seconde  division,  en  pre- 
nant pour  premier  teripe  de  ce  second  dividende  partiel , celui  des 
termes  restons  où  la  lettre , par  rapport  à laquelle  on  a ordonné , a 
le  plus  grand  exposant. 

EXEMPLE. 


Diviser  a*  b1 — 2 a b par  — b -\-a. 

J’ordonne  les  termes  du  dividende  et  du  diviseur,  par  rapport  à 
la  lettre  a,  par  exemple,  et  d’après  cela  je  les  écris  ainsi  qu’il 
suit  : 


Dividende  a ’ — lab  -j-  b' 
— à1  -j-  ab 


Ier  Reste ....  — ab  -J-  ù* 
+ ab  — b1 


— b 

— b 


II*  Reste. . . . 


Diviseur . 
Quotient. 

0 


Èxpi-ication  : Je  divise  d’abord  le  premier  terme  a*  du  divi- 
dende par  le  premier  terme  a du  diviseur.  Par  la  règle  des  signes, 
j’ai-f-  pour  le  signe  du  quotient  : on  le  supprime  comme  inutile. 
Parla  règle  des  coeffîciens,  celui  du  quotient  est  un , on  le  sup- 
prime aussi  par  la  même  raison.  Suivant  la  règle  des  exposans,  a1 
divisé  par  a donne  a pour  quotient,  je  l’écris  sous  le  diviseur.  Je 
multiplie  le  diviseur  a — b par  le  quotient  a.  Le  produit  est 


1 
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ai al  ; j’en  change  les  signes  pour  faire  la  soustraction  , et  j'écris 

a»  a b sous  le  dividende.  Je  souligne  le  tout,  et  je  fais  la  ré- 
duction des  termes  semblables.  En  vertu  de  cette  réduction,  les 
deux  termes  o*  et  — a*  se  détruisent  comme  étant  égaux  et  de 
signes  contraires.  Les  termes  — 2 « b et  ■+■  ab  se  réduisent  à 

al,\\  me  reste  ce  terme  — a b à côté  duquel  j'abaisse  le  terme 

restant  b1  du  dividende  , et  j’ai  pour  second  dividende  — ab-+-b'. 

Je  continue  la  division,  en  prenant  — ab  pour  premier  terme 
du  nouveau  dividende  , parce  que  la  lettre  a s’y  trouve  encore  , tan- 
dis qu’elle  n’est  pas  dans  le  terme  b\  Je  divise  donc  — ab  par  a; 
le  quotient  est  — b,  en  vertu  de  la  règle  des  signes  et  de  celle  des 
lettres.  J’écris  ce  quotient  a la  suite  du  premier  quotient  a . 

Je  multiflie  de  nouveau  le  diviseur  a — b par  le  nouveau  quo- 
tient — b.  Le-produit  est  — ab+b';  je  change  les  signes  de 
ce  produit,  et  j’écris  -j-  a b — b1  sous  le  second  dividende  partiel 

1 £».  Je  fais  la  réduction  des  termes  semblables,  et  il  ne 

reste  rien  , les  termes  semblables  — ab  + ab , ainsi  que  b »,  — bx 
étant  égaux  et  de  signes  contraires. 

On  peut  vérifier  le  quotient  total,  en  le  mnltipliant  par  le  divi- 
seur : on  doit  trouver  le  produit  égal  au  dividende. 

On  aurait  pu  ordonner  les  termes  par  rapport  à la  lettre  b.  Dans 
ce  cas,  on  aurait  divisé  b1  — 2 a b a1  par  b -+•  a , et  le  quo- 
tient serait  devenu  — b -f-  a , c est-à-dire  le  même  que  a b. 

Nous  ajouterons  quelques  exemples  de  division,  afin  qu’on  se 
familiarise  avec  cette  opération. 


EXEMPLE  Ier. 


Dividende  a*  — b* 

a •—  b. . . . 

— a*  -j-  ab 

a b. . . . 

Reste...  •+•  ab  — b1 
— ab  -j-  b* 


Diviseur. 

Quotient. 


Dernier  reste 


a*' 

a* 


EXEMPLE  II. 
-}-  6a*J&*  — l^aW  -+-  b* 


là^b 


a'b1 


— 2 ab  -f-  fi* 


2 ab 


b* 


o — 2 u>b  -j-  5 a'b1  — kab^  -j-  b 4 
-j-  2 a*b  • — 4a*Z<’  + 2 ab' 

o -f-  a*bx  — laW  •+-  Z»4 
— a*bl  -+-  2 a/»’  — b 4 
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EXEMPLE  III. 

-,  «J  ~ h **>'+1  a'h  - h » 

- ? a‘  + h «r 


o + i a'i  - i {) 

I $ 30 

_ i fl‘4  4.  i jî 

6 1 30 


EXEMPLE  IV. 


\ a<b  — -£‘  lé  b1  -f  ’jn’Zd  4-  i ah*  — A* 

\a'-\a'b+'-D. 

-;««*  + £ «***  -4V 

\ab  — ai1. 

5 

: a1  - î l1 


f « + ; 


S’il  arrivait  que  la  lettre  suivant  laquelle  on  a ordonné  portât 
Je  même  exposant  dans  plusieurs  termes',  il  faudrait  mettre  celté 
lettre,  avec  son  exposant  , en  facteur  commun  des  termes  dans  les- 
quels elle  est  engagée,  et  réunir  ceux-ci  entre  des  parentlièses.  Si 
l’on  avait , par  exemple  : 

6a6bl  -4-  a^b’c — io  n'i3  -f-6  tfb'd — a atbc1  -f-  5 a^b'c  — Za^bcd , 
à diviser  par  2 ba1  — 

après  avoir  ordonné  par  rapport  à la  lettre  a,  on  formerait  un 
seul  terme  de  tous  ceux  qui  multiplient  la  même  puissance  de  cette 
lettre,  et  l’on  opérerait  comme  ci-dessous. 

(ôi’-t-i’c — ibr‘)ac — (io65  — 5b'c — 6 b d+5bcd)a^  (2  b — c'j a7 

«— ( 6b 1 b’c  — 2 bc2  ) ae  — 

__ 1 (5 W 2ée)a<-(56’ -ôbdfi' 

— (xoâ5  — 5 b7c  — 6 bJd  -+-  3bcd)  o5 
■+■  (loi1  — 5 b2c  — 6b-d  + 3 bcdjOÏ 


Du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  et  de 
deux  quantités  littérales. 

44-  Quand  'a  division  ne  peut  s’effectuer,  on  laisse  le  quotient  ' 
sous  une  forme  fractionnaire,  cton,en  simplifie  l’expression  en 
divisant  le  dividende  et  le  diviseur  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur. 

Algèbre.  G 
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On  a donné  et  expliqué  en  Arithmétique  la  règle  pour  trouver 
celui  de  deux  nombres.  Voici  une  démonstration  analytique  dccette 
opération. 

Soit  a le  plus  grand  et  b le  plus  petit  de  ces  nombres.  Désignons 

par  q1  , q ",  q"’,  q,T qn~' . qn~'  , qn , les  quotiens;  et  par 

r ! t , r,v rn-,t  r”-1,  rn~‘  , r”  , les  restes  de  divisions. 

depuis  la  première,  dont  le  dividende  est  a,  le  diviseur  b,  le  quo- 
tient q et  le  reste  r1 , jusqu’à  la  niimc  ou  dernière,  dont  le  divi- 
dende est  rn~ ’,  le  diviseur  r"-',  le  quotient  <fn,  et  le  reste  /nou  zéro  , 
n étant  un  indice  de  rang  et  non  un  exposant. 

On  aura  les  équations  : 

> a — bq'  -J-  rf  ; b r1  q'1  -f-  r1'  ; 

fj  = i>'  qlll  fin  ; ///  = r"1  q,r  t,r  ; 

,n-J  gn—  _j_  ,.0-1  . * 

r"**’  zz  r*1- 1 qn  -}-  r11  zz/n~'^gn,  à cause  de  r”  =:  o. 


Il  faut  prouver  que  le  dernier  reste  significatif  r*1-1 , est  le  plu» 
grand  commun  diviseur  des  deux  nombres  a et  b. 

Pour  arriver  à ce  but , on  commence  par  établir' les  deux  prin- 
cipes suivans , savoir  que  tout  nombre  qui  divise  exactement  le 
diviseur  et  le  reste  d’une  division  , en  divise  aussi  le  dividende  ; et 
que  tout  diviseur  commun  au  dividende  et  au  diviseur,  l’est  pa- 
reillement au  reste.  En  effet,  soit  D le  dividende,  d le  diviseur,  q 
le  quotient,  «t-rjc  reste.  On  aura  l’équation  1)  zz  dq  r;  on  en 


conclut 


D _ dq 


+ — , m étant  un  nombre  entier  quelconque. 


, , dq  r 

Si  d et  r sont  divisibles  par  m , alors  — *-  et étant  des  nombre» 

r mm 

entiers  , il  faudra  bien  que  -5-  soit  aussi  un  entier,  car  autrement 

on  aurait  ce  résultat  absurde,  un  entier  — une  fraction  ; D se  di- 
visera donc  exactement  par  m : voilà  pour  le  premier  principe. 

Pareillement  si  D et  d ont  tn  pour  commun  diviseur,  -2-  et 

.mm 

seront  deux  nombres  entiers,  et  à moins  qu’on  admette  cette  ab- 


surdité, un  entiers  un  entier  plus  une  fraction,  sera  lui  même 

m 

un  entier,  c’est-à-dire  que  r sera  exactement  divisible  par  m.  Voilà 
le  deuxième  principe. 

tl  est  facile  maintenant  de  prouver  que  le  dernier  reste  signifi- 
catif rn~‘  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  nombres 
<1  et  b. 

Premièrement,  il  est  commun  diviseur  de  ces  nombres  : en  effet, 


1 
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parmi  les  nombres  a , b,  r r11,  r11',  rlr H1-4,  r"-!,  r*1-*,  rn-1 , 

qu’on  en  prenne  3 contentifs,  à volonté,  on  pourra  considérer  le 
plus  petit  comine  le  reste,  le  moyen  comme  le  diviseur,  et  le  plus 
grand  comme  le  dividende  d’une  même  division  ; donc  tout  nombre 
qui  divise  le  plus  petit  et  le  moyen,  divise  aussi  le  plus  grand; 
•donc  le  dernier  reste  significatif  r*1-1  se  divisant  lui -même  exacte- 
ment, et  étant,  par  supposition,  diviseur  de  r"-1 , doit  aussi  l’être 
de  rn~>  ; par  la  même  raison  , comme  il  divise  r n~1  et  r"-*,  il  doit 
diviser  r"-4,  ainsi  que  tous  les  nombres  de  la  série,  en  remontant 
jusqu’aux  nombres  primitifs  b et  a. 

En  second  lieu , rn_I  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces 
mêmes  nombres.  En  effet , tout  commun  diviseur  de  a et  de  b,  doit 
diviser  le  premier  reste  r1  d’après  le  deuxième  principe.  Pareille- 
ment comme  il  divise  b et  r,  il  divisera  r®;  divisant  r1  et  r11,  il  di- 
visera rli',  ainsi  que  tous  les  restes  suivans,  jusqii’à  rn_I  ; donc 
rn— * étant  diviseur  dé  a et  de  b,  et  devant  se  diviser  lui-même, 
il  s’ensuit  qu’il  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  mêmes 
nombres 

Pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quantités 
algébriques,  il -faut  savoir  qu’après  avoir  ordonné  leurs  termes  par 
rapport  à une  même  lettre,  on  entend  par  la  plus  grande  celle  ou 
celle  lettre  a le  plus  grand  exposant  ; alors  on  divise  la  plus  grande 
par  la  plus  petite,  et  on  continue  la  division  jusqu’à  ce  que  cet 
exposant  soit  devenu  moindre  dans  la  première  qué  dans  la  se- 
conde , ou  tout  au  plus  égal.  On  divise  ensuite  la  seconde  par  le 
teste  de  cette  division  , et  de  la  même  manière;  on  divise  après 
cela  le  premier  reste  par  le  second  , celui-ci  par  le  troisième,  ce 
dernier  par  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu’on  soit 
arrivé  à une  division  exacte  : alors  le  dernier  reste  qu’on  aUc|iein- 
ployé,  est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Jusqu’ici  la  méthode  est  la  même  pour  les  nombres  ftxpriipés 
avec  des  chiffres  Ou  avec  des  lettres;  mais  ppur  en  faciliter  l’ap- 
plication aux  quantités  algébriques  et  n’avoi^Çèmais  de  quotient 
fractionnaire , il  faut  y joindre  l’dbservatibn  suivante  : on  ne 
change  rien  au  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quantités  , 
lorsqu’on  multiplie  ou  lorsqu’on  divise  l’une  des  deux  quantités 
par  une  autre  quantité  qui  n’est  point  diviseur  de  l’autre,  et  qui 
n’a  point  de  commun  diviseur  avec  cette  autre.  Par  exemple,  dans 


du  diviseur,  et  qu’il  ne  l'est  pas  à ceux  du  dividende;  il  ne  peut 
donc  pas  faire  partie  du  plus  grand  commup  diviseur  que  je  cher- 

« • x^  - - 

che;  je  supprime  donc  ce  facteur,  et  par  là  j’ai  — — -s 

sans  reste.  J’en  conclus  que  a’  — z1  est  le  plus  grand  commun 

fi* 
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...  x “T*  " 

diviseur  cherché.  Effectuant  les  deux  divisions  , je  trouve  ' 

® , x*  — 1 Z* 

pourlaplus  simple  expression  du  quotient  indiqué  par  ^ ^ — • 
Appliquons  la  règle  et  la  remarque  à quelques  exemples. 

EXEMPLE  Ier. 

Soit  proposé  de  chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
6a’  — -\-iiab1  — i5 b\  et  de  6a’—  17 ab  4-  126* . 


xer  Dividende. 


1er  Diviseur. 


60’—  x7a1Z>-+-  ndb1 — r 5 Z**  |6«a — 17  ab  4-  I2Z>‘ 

— 6a5  + 17"^—  ti...  1er  Quotient. 


1er  reste  o o 4-  ioaZ>»  — i55’ 

11  faudrait  donc  diviser  Gu1  — 17 ni  4*  tib1,  par  xo ab1 — i5 bJ  ; 
mais  comme  cette  dernière  quantité  a pour  facteur  5 Z.1 , qui  n'a 
point  de  commun  diviseur  avec  la  première,  il  suffit  de  diviser 
celle-ci  par  2 a — 3 b,  qu’on  trouve  en  divisant  \oabx  — i5i3 
par  5 Z»*. 

2e  Dividende.  ' »e  Diviseur. 

6«‘  — i^ab  xaZ>*  %a  — 3 b 

— 6 a3  4-  9aZ> ia  — lib  Quotient. 

o — 8 ab  -t-  1 2 b 1 

* ' ' 

-t-  8 ab  — 12  Zi1 

Reste. . . #.  0 0 

Le  plus  grand  edinmun  diviseur  est  donc  ia  — 3 b.  Ainsi , 

6a3  _ \qa^b  4-  aaaé»  — i5 b%  3o»  — 4o5  + 55» 

6a»  — 17054-  xa5»  ” " 3a  — **è. 


EXEMPLE  II. 

Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  de 
i-~axb  4-  22  ab1  — i5Z>3  et  de  10a1  — 23  ab  -f-  ia  b1. 

,«  Dividendç.  icr  Diviseur. 

gas  i7a15  4-22«5’ — i5b 3 10 a*  — a3afi  4-  12Z11 

Comme  on  ne  peut  diviser  6 par  10,  je  multiplie  tout  le  divi- 
dende par  10  , ce  qui  me  donne: 
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Ie'  Dividende  bis. 

.Ier  Diviseur. 

60 a}  — 170 a* b -f-  230 abx  — i5o£5 

r*  1 1 n 11  1 r r 1 

ion*  — 23 ab  -f-  12 b1 

— 6ou>  + \iSu  b — 72 ab1 

6 a — 16  Quotient. 

O — 5aa' b -f-  1 /|8«i*  — i5o b* 

ou  — 16a1  ’jl^ab  — 75 bx 

en  divisant  par  a b. 

ou  — i6on*  + 74o«/>  — 750  b1 

en  multipliant  par  10. 

-J-iôoa1  — 368 ab  iqaZi1 

0 -\-Z7aab  ■ — 558 b1 

ou  + aa  — 3 b 

en  divisant  par  18 65. 

a*  Dividende. 

2*  Diviseur. 

loa* 
— 10  à1 


aa  — 3 b 

5 a — l\b.  Quotient  exact. 


o — 8 ab  — \ib 1 jfQ 

+ Sab  — î ab'' 


O O 


Le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  est  donc  a a — 3 b. 


Des  Fractions  algébriques. 

45.  Pour  indiquer  une  fraction  dont  le  numérateur  est  a et  le 

a 

dénominateur  b , on  écrit  — g-,  et  on  prononce  a divisé  par  b.  Le 

sens  de  cette  expression  est,  conype  il  a été  dit  en  Arithmétique, 
que  l'on  conçoit  l’unité  divisée  en  b parties 'égales , et  que  l'on 
prend  a de  ces  parties*pour  former  la  fraction. 

4 f>.  On  sait  qu’on  ne  change  point  la  valeur  d'une  fraction, 
quand  on  en  multiplie  tes  deux  termes  paefun  même  nombre. 
Ainsi , _ 

a ac  aa  aa  4-  ac  ” 

b bc  ab  ab  + bc 

On  a multiplié  les  deu*  termes  a et  b d’abord  par  c,  ensuite  par 
a , enfin  par  a -f-  c. 

On  sait  qu’on  ne  change  pas  non  plus  la  valeur  d’une  fraction  , 
quand  on  en  divise  les  deux  termes  par  un  même  nombre.  Ainsi , 
abc  a Sa'1!)  — 4 abc  aa  — c 

bbc  b ’ \aab 1 — 8 abd  5b  — ad 

On  a divisé  les  deux  termes  de  la  fraction  par  bc  dans  le  premier 
exemple,  et  par  \ a b dans  le  second. 


f 16  COURS  DE  MATHÉMATIQUES. 

C'est  à cette  dernière  opération  qu’on  applique  utilement  la 
règle  donnée  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deu^ 
quantités. 

Pour  obtenir  l'expression  la  plus  simple  d’une  fraction,  il  faut 
en  diviser  les  deux  termes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur. 
Ainsi, 

P + b i 

a* — b * a — b ’ 


en  divisant  haut  et  bas  par  a + S.  Pareillement, 

^a2  — liai  + 9 5*  ' a a — 34 
4 a2  — g b1  a a -t-  3 b 

On  a divisé  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  a a — 3 b. 


4 7.  Pour  extraire  les  entiers  contenus  dans  une  expression  frac- 
tionnaire, on  divise  le  numérateur  par  le  dénonifinaleur , autant 
qu’il  est  possible,  en  suivant  les  règles  de  la  divili&n.  Ainsi, 


4 a’  — nab  + g b2  VSflLc 
3 a — 34 


ski  — 3 4 •+• 


3c 

3 a — 34  ’ 


en  divisant  par  2 a — 3£.  Pareillement , 


4 a2  — 9 4’+  6 c 

— _ , =2  a — 

aa  + 34 


34 


+ 


6c 

aa  + 34  ' 


Réciproquement,  pour  réduire  un  entier  et  une  fraction  en  une 
seule  fraction  , il  faut  multiplier  l’entier  parle  dénominateur  de  la 
fraction,  ajouter  ensemble  le  produit  et  le  numérateur  de  la  frac- 
tion, et  conserver  le  dénominateur  primitif.  Ainsi, 


2 a — 34 


+ 


6 c 

aa  -t-  34 


4a1  — g b2  -4-  6c 
3 a ■+•  34. 


48.  Pour  réduire  plusieurs  fractions  au  même  dénominateur,  on 
multiplie  les  deux  termes  de  chaque  fraction  par  le  produit  des  dé-; 
Dominateurs  des  autres  fractions.  A insi , 


ce  a df  b c f 

Ht'  ~f  ~ ~bdf  ’ TJf 


et 


b de 
bdf 


ÉA  effet,  les  nouvelles  fractions  sont  respectivement  équivalentes 
aux  premières,  puisqu'elles  en  sont  dérivées,  en  en  multipliant  les 
deux  termes  par  un  même  nombre.  Daijleurs  elles  doivent  avoir 
pour  dénominateur  commun  le  produit  de  tous  les  dénominateurs 
primitifs.  Pareillement  , 


a — 4 aa  — 3c 

/ cl  — : ïT 

a -t-  b a — 4 


a2  — 2 ab  ■+■  b.2  2 a2  — 3 ac  ■+-  aa4  — - 5bc 

• : i et ; •, 

a2  — 4*  a2  — b2. 


4q.  L’addition  et  la  soustraction  se  font  de  cette  manière:  on 
réduit  d’abord  les  fractions  au  même  dénominateur,  si  les  dénomi- 
nateurs sont  différons;  ensuite  on  prend  la  somme  des  numérateurs 
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pour  l'addition , et  la  différence  pour  la  soustraction.  On  conserve 
le  dénominateur  commun.  Ainsi , 

b cf  + bde 


a c . e adf 

— +-7+7=  — 

'a  — b 


ia  — 3c 
a — b à + b 
a%  •+■  4 ab  — fc*  • 


aa* 


— : Voilà  pour  l’addition. 

bdf 

bac  + a ab  • — 3 bc  — a?  4-  lab  b 2 


a 1 — r b 1 


5 ac  — 3 fcc 


a1  — fi» 


: Voilà  pour  la  soustraction. 


Les  dénominateurs  marquant  l’espèce,  et  les  numérateurs  le 
nombre  des  parties  de  l'unité,  dont  les  fractions  sont  composées, 
il  faut  donc  que  les  premiers  soient  égaux,  pour  qu’on  puisse 
prendre  la  somme  ou  la  différence  des  seconds. 

Si  l’on  avait  à réduire  au  même  dénominateur  les  fractions 
a' * , i*r  , 4 c . ( b y 

' by  -r  ~ I Y~  "**  'byi  ’ 

on  mettrait  à profit  la  remarque  de  la  page  34,  et  l’on  *oit  qu’il 
suffirait  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  seconde  par  by,  les 
deux  termes  de  la  troisième  par  y*,  et  enfin  de  diviser  les  deux 
teAies  de  la  quatrième  par  b y ; ce  qui  donnerait 


o’ 

Tjr 


b'ay 


4 c/3 


by » ~~r~  by » 

5o.  Ponr  multiplier  une  fraction  par  un  entier,  ou  un  entier 
par  une  fraction,  on  multiplie  le  numérateur  de  la  fraction  par 
l’entier,  ou  l’entier  par  le  numérateur  de  la  fraction  , et  on  donne 
au  produit  le  dénominateur  primitif.  Ainsi, 


a 

~T 


X c = 


Ac 


-;ej  ex 


0 

1 T 


ac 

b 


Pour  multiplier  une  fraction  par  une  fraction  , on  multiplie 
numérateur  par  numérateur,  et  dénominateur  par  dénominateur. 
Ainsi , 


Pareillement 


2a  — 3i  3a  a ô 
2 a + 3 b ^ 3a  — 2 b 


ac 

~bd 


6 a*  — Safc  — 6 fc» 


6 a1 


5 ab  — 6 fi»" 


5l.  A l'égard  de  fa  division  des  fractions  , les  règles  sont  fon- 
dées sur  le  principe  que  le  produit  du  diviseur  multiplie  par  le 
quotient  doit  être  égal  au  dividende.  D'après  cela,  pour  diviser 
une  fraction  par  une  fraction,  on  multiplie  la  fraction  dividende 

a c 

par  la  fraction  diviseur  renversée.  Ainsi  pour  diviser  -ç-  par  ~j-  * 

....  a d , , , ad 

on  multiplie -j-  par—,  et  le  résultat  est-^-. 
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Si  l’on  avait  à diviser  un  entier  par  une  fraction  , ou  une  fraction 
par  un  entier,  on  donnerait  à l’entier  pour  dénominateur  l’unité, 
et  ce  cas  rentrerait  dans  le  précédent. 

Si  l'on  avait  un  entier  joint  à une  fraction  , soit  au  dividende, 
soit  au  diviseur,  soit  dans  l’un  ou  dans  l’autre,  on  réduirait  l’en- 
tier en  fraction,  comme  il  a été  dit. 

5:?.  Il  est  quelquefois  utile  de  ne  faire  qu’indiquer  la  multiplica- 
tion ou  la  division  des  fractions,  et  d’examiner  s’il  n’y  a pas  de 
facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur,  afin  de  les 
supprimer.  Ainsi, 

a i — , b*  c1  — icd  + rf‘  ( <»  + S ) (a  — b)  (c  — d)  (c  — d)  | 

c>  — d1  ^ a'  + a ab  + b1  (c  * d)  (c  — d)  (a+5)  (a-j~  b) 

(a  — b)  (c  — d\  a c — bc  — ad  -*■  bd 

" { c + d ) [a  + b)  ~~  ac  -h  bc  ^ ad  -t-  bd 

On  a supprimé,  avant  la  multiplication,  les  facteurs  a + b et 
c — cl  dans  le  numérateur  et  dans  le  dénominateur.  Ces  artifices  do 
calcul  s’tépprennent  avec  l’usage;  il  faut  d’abord  se  familiariser 
beaucoup  avec  lés  règles  générales. 

. % 

Des  Equations. 

55.  La  notation  par  laquelle  on  indique  l’égalité  de  deux  quan- 
tités, se  nomme  équation.  Les  deux  quantités  peuvent  être  monomes, 
pu  polynômes.  Nous  avons  déjà  dit  que  pour  marquer  l’égalité  des 
quantités  a et  b,  par  exemple,  on  écrit  a — b,  et  qu’on  prononce 
a est  égal  à b,  ou  a égale  b. 

On ‘donne  le  nain  de  premier  membre  do  l'équation  , à la  totalité 
des  termes  de  la  quantité  placée  à la  gauche  du  signe,  et  celui  de 
deuxieme  membre  de  la  même  équation,  aux  termes  tle  la  quantité 
écrite  à droite  du  signe.  Ainsi  dans  l’équation  a — b,  a est  le  pre- 
mier membre , et  be  si  le  second.  Dans  celle  ci,  3 a — \h  ac  — (id. 
Le  premier  membre  comprend  3 ci  — 4 b , et  le  deuxième  a c — 6 d. 

Les  équations  servent  à exprimer  la  relation  qui  existe  entre  les 
nombres  qui  y ïont  employés.  Celte  relation,  en  généra! , fournit 
des  moyens  pour  connaître  les  nombres  inconnus  à l’aide  de  ceux, 
qui  sont  connus.  C’est  l’usage  des  équations  qui  a donné  à l'Algèbre 
une  supériorité  décidée  sur  l’Arithmétique;  "les  Anciens  qui  en 
étaient  privés,  n’ont  pu  pousser  la  science  de  l’analyse  aussi  loin 
que  les  Modernes. 

Former  et  résoudre  des  équations,  voilà  le  but  des  Mathéma- 
tiques. Le  calculateur  qui  fait  une  addition,  ou  une  soustraction  , 
ou  une  multiplication,  ou  une  division,  forme  et  résout  une  équa- 
tion entre  les  nombres  donnés  et  la  somme,  ou  la  différence,  ou  le 
produit,  ou  le  quotient , qui  sont  les  nombres  cherchés.  L’astro- 
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nome  qui  veut  calculer  une  éclipse,  doit  aussi  former  et  résoudre 
une  équation  entre  le  nombre  inconnu  qui  donne  l’époque  du  phé- 
nomène, et  les  nombres  connus  qui  dépendent  des  mouveinens 
des  corps  célestes.  Quand  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique  Céleste 
a déterminé  la  parallaxe  du  soleil  par  le  calcul,  c’est-à-dire  l'angle 
sous  lequel  on  verrait  de  cet  astre  le  rayon  de  la  terre,  il  a formé 
et  résolu  une  équation  entre  le  nombre  qui  l’exprime  et  d'autres 
nombres  connus,  ayant  avec  le  premier  un  rapport  rigoureux. 
Même*dans  la  science  conjecturale  de  prévoir  les  événemens  fu- 
turs , lé  profond  politique  forme  et  résout  une  équation  entre  les 
chances  favorables  et  les  chances  défavorables  , exprimées  eu  nom- 
bres les  unes  et  les  autres.  Former  et  résoudre  une  équation  entre 
ce  que  l’on  connaitrel  ce  que  l’on  cherche,  est  donc  le  but  général, 
quand  on  se  propose  de  faire  une  découverte.  Voyons  comment  on 
sait  l’atteindre. 

I.es  auteurs  classiques  les  plus  estimés  n'ont  point  encore  pu 
donner  des  règles  toujours  sûres  et  faciles  à pratiquer  ponr  for- 
mer une  équation.  Voici  ce  qu’ils  ont  dit  de  plus  direct  à ce 
sujet  : 

i°  Exprimer  avec  des  lettres  le  nombre  ou  les  nombres  qu’on 
cherche.  On  destine  à cet  usage  les  dernières  lettres  .r , y,  z , etc.  , 
de  Yalphabet  ; 

i°  Exprimer  de  même,  ou  en  chiffres,  les  nombres  donnés.  Si 
on  emploie  des  lettres,  on  prend  les  premières  de  l’alphabet,  a, 
b , c , etc. ; 

3°  Examiner  de  quels  nombres  il  faut  indiquer,  ou  la  somme, 
ou  la  différence,  ou  le  produit,  ou  le  quotient , ou  une  puissance, 
ou  une  racine,  etc.  Faire  une  indication  avec  les  signes  conve- 
nables. • 

4°  Déterminer  deux  expressions  équivalentes  d’une  même  quan- 
tité, en  fonction  des  nombres  cherchés,  c’est-à-dire  contenant 
ces  nombres  d’une  manière  quelconque;  mettre  enfin  le  signe  de 
l’égalité  entre  ces  deux  expressions  , et  l’on  aura  l’équation  de- 
mandée. 

On  formera  de  même  d’autres  équations,  s’il  y a lieu. 

La  quantité  dont  on  détermine  deux  expressions  équivalentes 
pour  former  l’équation,  peut  être  simplement  ou  un  nombre,  ou 
une  somme,  ou  une  différence,  ou  un  produit,  ou  un  quotient, 
ou,  etc.  Elle  peut  être  aussi  composée  de  ces  différentes  fonctions 
à la  fois. 

Ce  que  ces  règles  ont  d’abstrait,  s’éclaircira  et  deviendra  in- 
telligible par  des  exemples;  mais  il  nous  a semblé  utile  de  les 
énoncer. 

On  a partagé  les  équations  en  différens  degrés.  Une  équation  est 
du  premier  degré , lorsque  les  nombres  inconnus  n’y  sont  multi- 
pliés ni  par  eux-méines,  ni  entre  eux.  Nous  commencerons  paç 
cette  espèce  d'équations. 
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Des  Équations  du  i*r  degré  à une  seule  inconnue. 

54.  Résoudre  une  équation  du  premier  degré  à une  seule  in- 
connue, c’est  faire  en  sorte  que  la  lettre  qui  représente  la  quantité 
inconnue  soit  seule  dans  un  membre  de  l'équation,  tandis  que 
l’autre  membre  ne  renferme  que  des  quantités  connues.  C’est  ordi- 
nairement dans  le  premier  membre  que  la  lettre  ou  la  quantité  in- 
connue doit  se  trouver  seule. 

Les  règles  pour  résoudre  cette  sorte  d’équations  se  réduisent  à 
trois,  suivant  que  la  quantité  inconnue,  ou  simplement  l'inconnue 
fait  partie  d’une  somme  ou  d’une  différence,  ou  d’un  produit,  ou 
d'un  quotient,  ou  d’une  combinaison  de  ces  fonctions. 

55.  Pour  dégager  l’inconnue,  lorsqu’elle  se  trouve  mêlée  avec 

des  quantités  connues  par  voie  d’addition  ou  de  soustraction  , c’est- 
à-dire  quand  elle  entre  dans  une  somme  ou  dans  une  différence, 
on  fait  passer  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  où  se  trouve 
l’inconnue,  et  dans  le  deuxieme  membre  tous  les  termes  composés 
des  nombres  donnés.  Cela  se  fait  en  supprimant  chaque  terme 
dans  le  membre  où  il  est,  cl  en  l’écrivant  dans  l’autre  avec  un  signe 
contraire.  Ainsi  l'équation  6 x - +—  = 5 x -(-  10,  devient  6 x — Sa: 

= 1 o — 4 > ou  en  réduisant , on  a x = 6. 

Pareillement  l’équation  t\  x — :o  = i4  — a a:,  devient 
4 x -(-  a x xz  14+  10,  ou  6 x = 24.  On  dira  bientôt  comment  on 
trouvera  qu’ici  x zx.  t\. 

Il  est  facile  de  se  rendre  raison  de  cette  règle.  En  effet , soit  l'é- 
quation x -f-  b zx.  a.  Si  de  deux  quantités  égales  , on  retranche  le 
même  nombre,  les  restes  sont  égaux.  Retrancl^ns  donc  b de  part 
et  d'autre  , nous  aurons  .r  b — b — a — b ; mais  a -J -b  — b se 
réduit  à x,  donc  x xz  a — b.  Ce  résultat  fait  voir  que  pour  faire 
passer  un  terme  additif  du  premier  membre  dans  le  second  , il  faut 
le  supprimer  dans  lepremier , et  l’écrire  dans  le  second  avec  le  signe 
de  la  soustraction. 

Pareillement  l'équation  a — b -J-  c devient  a — c — b-\-c~c, 
ou  a — c — b.  On  retranche  d’abord  la  quantité  c du  premier  et 
du  deuxième  membre  de  l’équation  ; ce  qui  donne  les  différences 
égales,  a — c^z  b -f-  c — c.  On  réduit  ensuite  le  deuxième  membre, 
et  on  a a — c — b.  Concluons  dé  là  qu’il  est  permis  de  supprimer 
un  terme  positif  ou  additif  dans  le  second  membre,  pourvu  qu’on 
l’écrive  dans  le  preqjier  avec  un  signe  contraire. 

De  même  si  l’on  a a — c — b,  on  en  conclura/!  — c-t-  c zz  b~ t-c, 
pu  a = b -{-  c®  On  peut  donc  supprimer  aussi  un  terme  négatif 
dans  un  membre,  et  l’écrire  dans  l’autre  avec  un  signe  con- 
traire. Dans  ce  dernier  exemple,  on  ajoute  une  même  quantité  à 
des  quantités  égales,  et  il  en  résulte  des  sommes  égales. 

Si  après  cette  transposition  , ce  qui  reste  des  .r,  avaitle  signe  — , 
pp  changerait  le  signe  de  chaque  terme  de  l’équation  : soit  l’équa- 
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tion  ix—mlt^'ix—G.  On  en  conclut  2 .r  — -3  XZ5  — 6 ■+•  4»  et 
en  réduisant  .jl  viçnt — iz:  — 2 ; enfin  jr  = 2,  En  effet,  on  pou- 
vait transporter,  les  x dans  le  second  membre,  et  les  nombres  con- 
nus dan<  le  premier.  Alors  op  aurait  obtenu  l’équatiou 
— 4 -J- 6—  31  x — \ax,et  en  réduisant  on  aurait  eu2  = .r,  ou  x =s  2. 

56-  Soit  maintenant  l’équation  l\  x — 6 1 2 — 2 a?.  On  en  con- 

clut d’abord  4jc-j-2a:=i24-6,ou6ar=:i8;  et  enfin  x — ^ 
ç=3.  Si  donc  après  la  transposition  des  x dans  le  premier  membre, 
et  des  nombres  connus  dans  le  second,  x a un  coefficient,  il  faut 
Je  supprimer,  écrire  x seule,  et  diviser  le  second  membre  par  ce 
même  coefficient.  Ainsi  de  l’équation  10  x — 24  — 3a  -1-  2 * , on 
obtient  successivement  10  x — sa?  32  -+-  24  ; puis  8 x xz*Ù6. 
Enfin  x — j =r  7. 

En  effet , soit  l’équation  b x =s  a.  On  peut  regarder  a comme  un 
produit  dont  les  facteurs  sont  x et  b ; donc  le  facteur  x est  égal  au 
produit  a divisé  par  le  facteur  b ; donc  si  b x — a,  on  doit  avoir 

% ~ , ce  qui  démontre  généralement  la  règle  donnée. 


Si  les  nombres  connus  étaient  exprimés  par  des  lettres,  et  qu’a- 
près  la  transposition  il  y eût  plusieurs  termes  affectés  de  l'inconnue , 
la  règle  serait  la  même.  Soit  l 'équation  ax  -J-  bc  — exxx  ac — fte'.' 
On  a d’abord  ax  bx  — ex  xx  ac  — bc;  ensuite  comme 

ax  b x — c*  =c  f <i  4-  & — c)  *:  on  a*  — ■ Ainsi  il 

faut  laisser  «seul,  et  diviser  le  second  membre  par  la  totalité  de 
- a -\-  b — c,  quantité  qu’on  peut  regarder  comme  le  coefficient  de 
{'inconnue. 

Si  l’on  a^ait  x -J-  ax  — bc  xx  ab  -f-  ex,  on  en  conclurait  suc- 
cessivement x -|-  ave  — ex  — ab  - {-  bc-,  ensuite  x ( 1 -(-  a — c)  — 
ab  + bc 

ab  -h  bc;  enfin  x — — g 11  faut  se  rappeler  que  le  coeffi-' 
cient  du  terme  x est  1. 


57.  Pour  dégager  l’inconnue  d’un  diviseur  ou  d’un  dénomina- 
teur, il  faut  multiplier  les  autres  termes  par  ce  dénominateur.  Ainsi 

de  l’équation  -^-  = 6,  on  tire  celle-ci',  x 6-4  = a4-  En  effet , 
soit  -jj-  =a,on  peut  regarder  x comme  le  dividende , b comme 


le  diviseur,  et  a comme  le  quotient  d’une  même  division.  Or  le  di- 
vidende étant  égal  au  produit  du  diviseur  multiplié  par  le  quo-r 
tient,  on  doit  avoir  x xx  a b;  ce  qui  démontre  la  règle. 

Si  on  voulait  faire  évanouir  à la  fois  plusieurs  dénominateurs  ^ 
on  multiplierait  chaque  terme  par  le  produit  des  dénominateurs 
des  autres  termes  ; on  donnerait  l’unité  pour  dénominateur  aq* 
termes  qni  n’en  auraient  point, 
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Soit  l'équation  : ‘ ' 

3*  a*  4*  : * 

— -*-a  = — + 10~~r-  * 

On  aura  l’cquation, 

3x. 3. 54-2.4. 3. 5.  = 2*. 4. 5 -{-  10.4. 3. 5 — 4 x . 4 . 3 j 
ou  45  x-j- 120  :=  40  x -f- 600 — 48x; 

ou  • 45* — 40  x+*  48*=  600  — 120; 

ou  bien  * 53  x rr  480; 


enfin 


= 9n- 


Voici  la  raison  de  cette  règle  : Après  avoir  donné  l'unité  pour 
dérfbminateur , aux  termes  qui  n’cn  ont  point,  on  peut  considérer 
tous  les  termes  de  l’équation  comme  des  fractions.  Si  l’on  voulait 
réduire  ces  fractions  au  même  dénominateur,  on  multiplierait  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  chacune  d’elles  par  le  produit 
des  dénominateurs  de  toutes  les  autres,  cela  ncchangerait  rien  à l’é- 
quation. On  pourrait  réduire  toutes  les  fractions  du  premier 
membre  à une  seule,  par  la  règle  de  l’addition  des  fractions,  et 
opérer  de  même  pour  les  fractions  du  deuxième  membre';  alors 
l'équation  exprimerait  l’égalité  de  deux  fractions.  Si  ensuite  on 
auWrimait  les  dénominateurs,  égaux  par  supposition,  il  resterait 
encore  une  équation  entre  les  numérateurs,  puisque  deux  fractions 
égales  ne  peuvent  manquer  d'avoir  leurs  numérateurs  égaux, 
quand  leurs  dénominateurs  le  sont.  Or,  c’est  ce  que  nous  avons 
fait , et  ce  que  nous  prescrivons  de  faire  : la  règle  est  donc  rigou- 
reuse.' 


Reprenons  l’équation  précédente,  et  laissons  les  dénominateurs 
jusqu'à  la  fin.  , 

• 3»  , 2 * 4« 

“T  +î  =—+  • 

■ Premier  changement , en  donnant  l'unité  pour  dénominateur  aux 
nombres  entiers  2 et  10. 


3x 

~T~ 


+ v = 


10 

1 


Deuxième  changement , en  réduisant  au  même  dénominateur  : 

3x.3,5  i 2. 4, 3. 5 2 x.  4. 5 _ io.4.3.5  4 or.  4. 3 

4.3.5  ~47375~’  — 3.4.5~  "+“  4.3.5  5.4.3"‘  ■ 

Troisième  changement , en  réunissant  en  une  seule  fraction  celles 
du  premier  membre  d’une  part,  et  celles  du  second  de  l’autre  , et 
faisant  en  outre  les  multiplications  indiquées  : 

45  x 4-  120  4o  x + 6oo  — 48  x 

Oo  6o 

Quatrième  changement , en  supprimant  les  deux  dénominateurs  ;■ 
45  * -+-  120  = \ox  6oo  — 48  x y 
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Le  reste  de  l’opération  s’exécute  d’après  les  règles  données  et 
expliquées  ci-&3ÿtis» 

58.  Si  les  termes  étaient  des  quantités  littérales,  on  suivrait  la 
même  marche.  Soit  l'équation  : 

ax  - m x i ' 

b C n e ’ 

On  aura  successivement, 

aie.  n — b.c.n  — wx.b  -f-  djj.n  ; 
anx  — ben  — rnbx  -f.  bail  ; 
anx  — mbx  = bn<l  ben  ; 
x (an  — bm  ) — bnd  -f-  ben  ; 

• bnd+  ben 


enfin 


bm 


Soit  encore  l’équation  : 
a x 


+ 4 b — 


a.  — b r*1"  3 a + S ’ 

On  aura  successivement,  i°  en  indiquant  les  calculs  : 
ax  (3  a -}-&)  -f-  l\b  X — Z>)(3«-f-i)  = ex  ( a — 
a°  En  faisant  les  calculs  : 

3 a1  x abx  -J-  lia1  b — nab 1 -\-t^abx  — 4P  — aex  — bcx  ; 

3°  En  réduisant  : 

3u1vH-oZix4-i2a16  —Bab1  — 4P  — aex— bcx; 

4°  En  transposant: 

3 a'x  •+■  abx  — aex  -f  bcx  = 8 ab1  -f-  4 P — 1 1a1  b ; 

5°  En  divisant  par  la  totalité  des  coefficiens  de  x: 
x ___  8 ab2  4-  4 b*  — 12 a2b 
3a1  4-  ab  — ac  4»  bc 


EXEMPLES. 

x 

“ — \r  <1—  Zb  — ac  donne  : iu  • — = 3 b —ac— rf; 
a a ’ 

1°  x ~3ab  — lac  — art. 

De  l\ax  — 5 b — 3 dx  -f»  4e,  on  tire  successivement  : 
i6  4 ax—  3 dx  + ^c-+.5b;i°/,ax~-‘id.r=ltc-{-5b; 

3°  (4  a -3rf>  = 4 c + 5 b;  t?\  = 

4a  — 3 d - 

Soit  encore  -i-  * X x 2.  * = 3,  on  en  déduira  : 

jO  G X bx  ^ 4 X 6*  4 X 5 x 3 X 4 X 5 X G 

4X5X6  "t"4xôx6  4X6X5~  4X5x6  ’ 
a°  3o*  -j-  a4  x — ioxz=  3 X iao , d’où 

3°  (54  — 10)  x — 36o  , d’où  enfin  x — = ^2  — m?  — 

04  17  ij' 
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J 

Si  l’on  gvait  la  proportion  — x l-a'.l  Ub\  pourrait  Jd 

mettre  sous  forme  d’équation  en  égalant  le  produit  des  moyens  à 
celui  des  extrêmes'*,  on  en  tirerait 

9 r j.  . 20  ab 

-7-  ex  — bab , d ou  ftr*  = ïoa6,  aou  *=: . 

4 J g c 

Soit  enfin  à résoudre  l’équation  • 

~ ■ (x+ijH — t-  (*  + 3)  = -g-  ( 2 -f-  4)  -f-  16,  on  en  déduira 


successivement  : 

i°  20  (x  + 1)  + i5  ( * H-  3 )z=  i2(ar-+-4)4-3X4X5Xi6) 
a°  ao  * + ao  + 1 5*  -f-  45  = i o.x  -J-  4#  -f-  Go  X 16  ; 

3°  35#  — i2jr  — 960  -J-  48  — 20  — 4S; 

4°  23  a;—  1008  — 65  =943; 


5°  x 


Application  des  principes  prècêdens  à ta  résolution  dd 
quelques  questions  ou  problèmes. 

5q.  Tout  problème  est  une  sorte  d’énigme  à deviner.  Pour  le 
résoudre,  il  faut  qu’il  y ait  des  rapports  bien  déterminés  entre  ce 
que  l’on  cherche  et  ce  que  l’on  connaît.  On  exprime  ces  rapports 
par  des  équations,  et  la  résolution  des  équations  donne  la  solution 
du  problème. 

1er  PFtOBI.ÈMJS  : Deux  piles  de  boulets  contiennent  ensemble 
344  boulets;  il  y en  a 64  de  pltis  dans  l’une  que  dans  l’autre,  com- 
bien chaque  pile  en  renferine-t-  elle  ? 

Appliquons  les  règles  données  pour  mettre  le  problème  en  équa- 
tion. D’abord  nous  avons  quatre  nombres  à employer,  savoir  cha- 
cun des  nombres  cherchés,  la  somme  344  et  leur  différence  64*- 
Représentons  le  plus  petit  par  x,  le  plus  grand  sera  évidemment 
X -1-  64.  Nous  avons  sans  peine  deux  expressions  équivalentes  de 
leur  somme,  savoir  le  nombre  tout  connu  344»  et*  + * + 64) 
donc  l’équation  sera 

a *+*64  = 344- 

Maintenant  pour  la  résqudre,  il  faut,  i°  transposer  64  du  pre- 
mier membre  dans  le  second  , ce  qui  donne  2 * = 344  — 64  “ 
ÎS8o;  20  diviser  le  second  membre  par  2 , coefficient  de  l’inconnue 
A,  ce  qui  donne  * = + = 1 40.  Le  plus  petit  nombre  étant  140  , 
le  plus  grand,  ou  x + 64  sera  1 4®  + 64  ou  204.  En  effet,  la  somme' 
de  ces  deux  nombres  est  344  > et  leur  différence  est  64.  Il  y avait 
donc  204  boulets  dans  une  pile,  et  140  dans  l’autre. 

Le  problème  précédent  n’est  qu’un  cas  particulier  de  cette  ques- 
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lion  générale  -.  Trouver  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  et 
la  différence.  Voici  comme  on  la  résout  généralement  : 

Soit  s leur  somme,  d leur  différence,  et  x le  plus  petit;  le  plus 
grand  sera  dès-lors  x d.  Leur  somme  x-^-x-\-d,ooix-\-d 

s — d 

— s ; donc  i x — s — d,  et  x — — - — ; c’est  la  valeur  du  plus  pe- 


tit. I.e  plus  grand  =:  — ; 1 - d xz 


s 

s — d + : 


De  ccs 


a 22 

deux  valeurs  des  nombres  cherchés,  on  tire  cette  règle  générale  : 
Ajoutez  ensemble  la  somme  et  la  différence  des  nombres  cherchés; 
prenez  la  moitié,  et  ce  sera  le  plus  grand;  de  la  somme  des  nom- 
bres , retranchez  leur  différence , et  prenez  la  moitié , ce  sera  le  plus 
•petit.  On  donne  cette  même  règle  de  celte  autre  manière  : Ajoutez 
ensemble  la  moitié  de  la  somme  et  la  moitié  île  la  différence , et  vous 
aurez  le  plus  grand;  de  la  demi-somme  ôtez  la  demi- différence , et 
vous  aurez  le  plus  petit.  Celle  seconde  règle  est  évidente  aussi , 

. i + (i  s d s — d s d 

puisque = — -4 ■ , et  que  xz . 

2 2 2 2 2 2 


Ces  deux  règles  font  voir  l’avantage  qu’on  retire  d'exprimer  les 
nombres  par  des  lettres;  alors  les  résultats  qu’on  obtient  appar- 
tiennent à tous  les  cas  semblables,  qui  ne  diffèrent  que  par  la  va- 
leur des  nombres.  Voici  un  autre  avantage  qu’on  sentira  mieux 
par  la  suite. 


Dans  l’équation  x 


ouu  = j — d,  on  peut  trouver 


s,  si  on  connaît  x et  d;  ou  d,  si  l’on  sait  la  valeur  de  s et  de  x.  De 
même  si  l’on  désigne  le  plus  grand  nombre  par  x1,  l’équation 


x'— , ou  ix'  ~ s -f-  d,  fait  voir  qu’on  aura  la  valeur  de  s par 

celle  de  x'  et  par  celle  de  d,  ou  la  valeur  de  d par  celle  de  s et  par 
celle  de  x' . Il  suffit  alors  de  résoudre  l’équation,  par  rapport  à la 
lettre  que  l'on  regarde  comme  inconnue.  C’est  eç  cesensque  nous 
avons  dit  qu’une  équation  exprime  une  relation  nécessaire  entre  les 
nombres  qui  y sont  employés. 


IIe  PROBLEME  : Trois  bombes,  la  première  de  12  polices,  la 
deuxième  de  îo  pouces,  et  if  troisième  de  8,  pèsent  ensemMe 
l/|3  kilogrammes.  La  bombe  de  12  pouces  pèse  22  kilogr.  déplus 
que  celle  de  10  pouces,  et  celle-ci  29  kilogr.  de  plus  que  celle  de  8* 
pouces.  Quel  est  donc  le  poids  de  chaque  bombe  ? 

Je  représente  le  poids  de  la  bombe  de  8 pouces  par  x ; celui  de 
la  bombe  de  10  pouces  sera  x -j-  29  ; et  celui  de  la  bombe  de  12 
pouces  sera  x -f-  29  -f-  22 , ou  x + 5.  : tous  ces  poids  sont  évalués 
en  kilogrammes.  Voilà  donc  les  nombres  cherchés  qui  sont  expri- 
més. Maintenant,  pour  former  l'équation,  il" est  facile  d’avoir  deux 
expressions  équivalentes  de  la  somme  de  tous  les  poids;  l’une  est 
le  nombre  tout  connu  1 lf\ , l’autre  est  3 x -4- 80,  en  réunissant 
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ensemble  les  trois  poids  *,  te  -J-  29,  et  x -1-  5 1.  Donc  on  a l'é- 
quation : 

3 x -f-  80  = 143. 

Pour  la  résoudre,  je  transpose  le  terme  connu  80  du  premier 
membre  dans  le  second  , et  j’ai  3 x — 1 43  — • 80  — G3 , en  faisant 
la  réduction  ; je  divise  par  le  coefficient  3 de  l’inconnue,  et  j’obtiens 
x—  “ = 2t. 

O11  a donc  pour  le  poids  de  la  bombe  do  8 pouces,  ai  kilo- 
grammes; pour  celui  de  la  bombe  de  10  pouces,  ai  -f-  29,  ou 
5o  kilogr.  ; enfin  5o  -j-  22  ou  72,  pour  celui  de  la  bombe  de  1a 
. pouces.  Effectivement  ces  trois  poids  réunis  font  1^3,  ce  qui  vérifie 
complètement  le  calcul. 

Si  l’on  prenait  x pour  désigner  le  poids  delà  bombe  de  1 2 pouces , 
celui  de  la  bombe  de  10  pouces  serait  x — 22  , et  celui  de  la  troi- 
sièmebombe  serait  x — 22 — 29,011* — 5i.  L’équation  deviendrait 
3*  — 73  = 1 /)3  , et  on  en  tirerait  successivement  3 x — 1 43  -j-  73 
= 216  et  * — — 72;  donc  x — 22  — 5o  , et  x — 5i  — ai. 

On  obtient  donc  les  mêmes  poids  qu’on  a déjà  trouvés. 

Il  en  serait  de  même,  si  l’on  désignait  par  * le  poids  de  la 
bombe  de  10  pouces;  alors  on  aurait.* -+- 22  pour  celui  de  la  bombe 
de  12  pouces,  et  x — 29  pour  celui  de  la  bombe  de  8 pouces.  La 
somme  des  trois  poids  serait  * -j-  * -j-  22  -j-  * — 29  , ou  3 * — 7 ; 
donc  3*  — 7 =:  iâ3;  d’où  l’on  conclut  3 x 1^3  7 = » 5o , • 

el  x —ly-  5o.  Ayant  le  poids  de  la  bombe  de  10  pouces,  on 
aurait,  d’après  l’énoncé  du  problème,  5o -t-  22 , ou  72  pour  celui 
de  la  bombe  de  12  pouces,  et  5o  — 29,  ou  21  pour  celui  de  la 
bombe  de  8 pouces.  La  somme  des  trois  poids  est  effectivement  1 43. 

Si  l’on  représentait  par  des  lettres  les  nombres  donnés,  on  ob- 
tiendrait des  résultats  qu’on  pourrait  transformer  en  règles  pour 
résoudre  tous  les  problèmes  du  même  genre. 

IIIe  PROBLÈME  ; Partager  21*375  cartouches  de  fusil  à trois 
détacliemcns  dont  les  forces  sont  proportionnelles  aux  nombres  3, 

5 et  1 1 ; c’est-à-dfre,  dont  le  premier  est  les  jdu  second  et  les  ~ du  * 
troisième. 

Soit  3 * le  nombre  de  cartouches  que  (Joil  avoir  le  premier  dé- 
ta%hcment;  on  aura  5*  pour  le  seedhd  détachement,  et  11*  pour 
le  troisième.  En  effet , 3*  est  les  j de  Sx , et  les  ^ de  nx.  On  a été 
guidé  dans  le  choix  de  ces  nombres , par  la  double  condition  qu’il» 
fussent  proportionnels  aux  nombres  3,  5 et  11 , et  qu’ils  restassent 
inconnus  ou  indéterminés. 

L’autre  condition  est  que  leur  somme  soit  égale  à 21375  ; donc 
l’équation  est, 

3*  -j-  5*  -j-  il*  — 2i375. 

2 1 

On  en  conclut  la*  = 2i375;  ensuite*  = — = 1 12.5. 

19 
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On  aura  donc  pour  le  premier  détachement , 3 a:  ~ 3379;  pour 
lesecond,  5.v  — 5625;  pour  le  troisième,  i ijc  12376.  En  effet, 
leur  somme  ~ 21375. 

Si  on  fait  x égale  au  nombre  que  doit  avoir  le  premier  détache- 

* 5x  . , 11*  , T., 

ment,  on  aura  — = — pour  le  second,  et  — - — pour  le  troisième; 

O O 


donc , 


x -+- 


11  X 

TT~ 


= 21373. 


Faisant  évanouir  les  dénominateurs,  et  réduisant  les  termes  sem- 
blables du  premier  membre , on  a i<jx  — 6',  ia5. 

64ta5 

De  là  x — =:  3375  ; voilà  pour  le  premier  détachement. 

5x  5X337.5  16875  - 

On  en  concluera  —g — = = — ^ — = 5025  , pour  le 

, ,111  11X3375  37125  _ „ , 

second;  enfin  ^ - — ~ — = 12370;  comme  par  le 


premier  calcul. 

Pareillement  si  l’on  prend  x pour  désigner  le  nombre  de  car- 

3x  ■ 

touches  du  second  détachement , on  aura  — — pour  le  premier,  et 

5 

pour  le  troisième.  La  somme  de  ces  nombres'  étant  égale  à 


2i375,  on  a l’équation 
3* 


+ x+_il£_=  a,375. 


de  laquelle  on  tire  pour  le  second  détachement. 

* = — 7—  = 5625. 

19 


et 


„ , 3 * 3x5625  16875  ,,  r 

On  aura  donc  -g — = — ^ — ■ = —g — = 3376  pour  le  premier; 

11  x iiX5625  61875  „ „ , . 

-g — = g = — g — = 12.375  pour  le  troisième;  tou- 


jours comme  par  le  premier  calcul.  On  parviendrait  encore  aux 
mêmes  résultats,  en  prenant  pour  inconnue  le  nombre  de  car- 
touches du  troisième  détachement. 


Cette  question  rentre  dans  ce  qu’on  nomme,  en  arithmétique  , 
la  règle  de  société,  laquelle  consiste  à partager  un  nombre  donné 
en  parties  proportionnelles  à des  nombres  donnés.  On  n’a  point 
employé  les  proportions,  à l’instar  des  Anciens  , pour  former  des 
équations,  parce  que  l’Algèbre  remplit  mieux  cet  objet  et  plus  di- 
rectement. 

Si  l’on  représente  par  a le  nombre  qu'on  se  propose  de  partager, 
et  par  m,  n et  p , les  nombres  %pxquels  les  parties  doivent  <kre 
Algèbre.  7 
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proportionnelles , On  pourra  désigner  ces  parties  par  mx , nx  et  px , 
quantités  évidemment  proportionnelles  aux  noftibres  rn  , n et  p ; 

pour  lors  l’équation  sera  : 

• % 

mat  -J-  n x -f-  p x — a ; ou  x { rn  -f-  n -J-  p ) — a. 

Donc  , t — — . 

m + n + /<,  • 

, . . ma  , . , 

Ainsi  mx  = , pour  la  première  partie  ; 

IS+.B  + P 

n.r  — pour  la  deuxième; 

m + n-e  p 

pa  , ... 

et  px  “ = -,  pour  la  troisième. 

m + n + p 

De  là  cette  règle  générale.  Multipliez  le  nombre  à partager  par 
le  nombre  auquel  est  proportionnelle  la  partie  que  vous  voulez 
avoir  ; et  divisez  le  produit  par  la  somme  des  nombres  proportion- 
nels , vous  aurez  cette  partie. 

IVe  PROBLÈME  : Deux  courriers  parlent,  l’un  de  Paris,  l'autre 
de  Fontainebleau  ; tous  deux  vont  à Lyon  et  suivent  la  même  route. 
Le  premier  part  trois  heures  avant  le  second.  Celui-ci  fait  9 kilo- 
mètres à l’heure,  et  celui-là  en  fait  12.  Après  combien  d’heures 
et  à quelle  distance  de  Fontainebleau  se  rejoindront-ils  ? On  sup- 
pose que  la  distance  de  Fontainebleau  à Paris  est  de  60  kilomètres. 
Représentons  la  route  par  la  ligne  ci-jointe. 


P 

R 

F j 

Désignons  Paris  par  P,  Fontainebleau  par  F,  et  le  point  de  ren- 
contre par  R. 

Il  est  évident  que  la  distance  P R , parcourue  par  le  courrier  de 
Paris,  est  égale  à la  somme  des  distances  PF  et  FR. 

Soit  x le  nombre  d’heures  que  le, courrier  de  Paris  est  en  route, 
on  aura  x — 3 pour  celui  de  Fontainebleau.  Le  premier  parcourra 
is.x  ou  1 2 .v  kilomètres,  et  celui  de  Fontainebleau  9 X ( te  — 3) 
ou  gx  — 27  kilomètres;  d’un  autre  côté,  PF  = 60  kilomètres.  O11 
auj'a  donc  l’équation  : 

ni  — Go-j-gx  — 27. 

On  en  conclut  1 2 .v  — 9 x =60  — 27  ; ensuite  3 x = 33  , et 

r.  — — 1 1 11  » c’est  le  temps  employé  par  le  courrier  de  Paris. 

Celui  du  courrier  de  Fontainebleau  sera  égal  à 8 heures.  En  effet , 
le  premier  aura  parcouru  11.12  — i3a  kilomètres,  et  le  second 
8.9  = 72  kilom.  Or  72  et  60  font  i32  ; ainsi  le  point  de  rencontre 
est  à (3a  kilomètres  de  Paris  et  à de  Fontainebleau. 
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On  a forme* l’équation  cuire  deux  expressions  équivalentes  de 
l’espace  parcouru  par  l^courricr  de  Paris.  On  aurait  pu  employer 
celui  du  courrier  de  Fontainebleau. 

Voici  une  autre  solution,  cn^prenant  la  distance  PR  pour  l’in- 
connue. ». 

Désignons  l’intervalle  PR  par  x ; on  aura  x — 60  pbur  F R. 

Pour  former  l’équation,  cherchons  deux  expressions  du  même 
temps,  celui  du  courrier  de  Paris,  par  exemple  ; ce  temps  est  évi- 
• ^ 

dominent  exprimé  en  heures  par  , puisque  le  courrier  fait  12 


kilomètres  par  heure.  Pareillement  celui  du  courrier  de  Fontaine- 
bleau sera  donné  en  heures  par  — ; mais  il  est  plus  petit  de 
3 heures  que  le  précédent , celui-ci  est  donc  encore  représenté  par 

x — 60  . . . . . ... 

1-  3.  Ainsi  on  aura  l équation  : 


* — Go 


+ 3=- 


Faisant  disparaître  les  dénominaleurs , on  a, 
ii(.*  — 6o  ) -4-3.9.12  = x .9;  ou  isx  — . 720  -J-  3*4  — 9 x. 
Transposant,  il  vient  12. r — g.r  — 730  — 32/,.  Réduisant, 
on  trouve  3 JC  — 3g6.  En  divisant  par  3,  on  obtient 
- 3(j6 

* = — = l32* 


Voilà  pour  PR  , ou  le  chemin  fait  par  le  premier  courrier.  Ce- 
lui du  second  sera  .t  — 60  = i32  ■—  60  = 72 , comme  par  le  <ÿdcul 
précédent. 


Ve  PROBLÈME  : Supposons  que  les  deux  courriers  vont  en 
sens  contraires.  L’un  part  de  Fontainebleau  poçr  Paris , et  l'autre 
de  Paris  pour  Fontainebleau;  celui-ci  2 heures  après  l’autre.  Où, 
et  après  combien  de  temps  se  rencontreront-ils? 

Représentons  encore  le  chemin  par  une  ligne,  et  soit  toujours  R 
le  point  de  rencontre. 


P 


R 


F 


Si  nous  désignons  par  x le  temps  en  heures  qu’emploie  le  cour- 
rier de  Paris , on  aura  x + 2 pour  celui  de  l’autre  courrier; 
l’espace  PR  parcouru  par  le  premier,  sera  x . 1%  = nx,  et 
l’espace  FR  parcouru  par  le  second,  sera  9 ( j:  -J-  2)  ou 
0 x + l8- 

Pour  former  l’équation  , nous  prendrons  deux  expressions  équi- 
valentes de  l’intervalle  PF.  L’une  est  le  nombre  tout  connu  60  ki- 

1* 
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lomèlres,  l’autre  se  trouve  en  ajoutant  PR  avec  FR,  ou  12  a;  avec  . 
9X  + l8>  ce  qui  lionne  : * 


1 2 a-  -{-  9 .r  •+■  18=1  Go. 

• n _ M . * 4 2 

On  en  tire  ai  x = 60  — 18  = 42;  ensuite  x*~  — : 

21 


Ainsi  le  courrier  de  Paris  court  jiendant  2h  , cl  celui  de  Fon- 
aineblcau  pendant  /|h.  I.e  point  de  rencontre  se  trouve  à une  dis- 
tance de  Paris,  représentée  par  PR  = 2/1  liiloni. , ot  ajine  distance 
FR  = 36  kilom.  de  F'ontaineblcau.  On  pourra  s’exercer  à résoudre 
celte  question  , en  prenant  l’intervalle  P R pour  l’inconnue. 

Si  on  veut  la  résoudre  d’une  manière  générale  , voici  comme  on 
peut  procéder  : 

Supposons  d’abord  que  les  courriers  vont  dans  le  même  sens,  et 
que  A R soit  la  ligne  qu’ils  parcourent. 


A 

! B 

R 

Soit  A B = a , l’intervalle  des  points  de  départ  ; R , le  point  de 
réunion  ; b , le  nombre  d'heures  ou  d’unités  «le  temps  «lont  le  dé- 
part «l’un  courrier  diffère  de  celui  de  l’autre  ; c cl  d leurs  vitesses 
respectives,  c étant  > «7;  x l’intervalle  Alt.  On  aura  par  consé- 
quent  l’intervalle  RR  = x — a. 

Nous  formerons  l’équation  entre  deux  expressions  du  temps 
employé  par  le  même  courrier.  Celui  du  courrier  parti  de  A est 
x x — a, 

- — , et  celui  de  l’autre  est  — ^ — Si,  comme  dans  l’exemple  précé- 

,,  1 X ■ CL 

«lent;  ce  dernier  est  plus  petit,  on  aura  — - b pour  seconde  va- 


leur du  premier/  Donc, 


Faisant  évanouir  les  dénominateurs  , on  a : 
c (x  -c—  a ) -+•  b.c.d , = .v.d  ou  ex  — ac-+-bcd  = ilx  ; transpo- 
sant , il  vient  ex  — dx  = ac  — bcd. 


Décomposant  en  facteurs,  et  divisant,  on  trouve  x = 


c (a — bd)  # 
c — d ’ 


c’est  la  valeur  de  A R. 

Celle  de  BR  est  a;  — a — — — ^ — a 

c — d 

ac  — bcd  — ac-\- ad ad  — bcd  d(a  — bc) 

c — d c— d ~~~  c — d 


c (a — bd)  — a ( c — d ) 
’,c  — d 


Soit  <i=6o;i!>  = a;c  = 12 

12  ( 60  — 2.9)  720  — 216 

ia  — 9 . 3 


; d — 9,  on  aura 

= -TT-  = iG8kilom  , et 
3 
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x — a ~ 168  — (>o  ~ io8k‘lom-  Effectivement  le  temps  employé 
sera  — i!)h  pour  l’un , cl  ^ ou  1 2h  pour  l’autre.  La  différence  de 
temps  est  donc  2 , comme  on  l’a  supposé. 

Si  le  courrier  parti  du  point  A se  mettait  le  dernier  en  route,  il 
suffirait  de  changer  le  signe  du  terme  où  b est  facteur,  pour  expri- 
mer celte  condition  , parce  que  la  seconde  expression  du  temps  em- 
ployé par  ce  courrier  serait  i-y 


-J-  b ; 


• b,  au  lieu  d’ètrc  - 

ainsi  l’intervalle  A il , ou  x = 'IL  t ct  BR,  ou  x — a 

- c — Cl 

d (a  -f-  b c)  * 

c — d. 

Soit  a = 6’olil-;  b zz  xh  ; c = ta1**-  ; <1  — 9;  alors 

^ — 5-f — = 4 . 78  :=  3 1 a1'1-  ; ensuite 

x — a — 3i2jÿ^ïio  — a52  : le  temps  employé  est  Üÿ  =r  26  pour 
l'un,  ct  — 28  ppur  l’autre.  Différence  2. 

Passons  au  cas  où  les  courriers  vont  en  sens  contraires.  Soit 
AU  ==  a , l'intervalle  des  points  de  départ  A et  B; 

A |R  B 


,,  * „ a, 

temps;  1 un  sera  —,  cl  laulre  — 


R le  point  de  rencontre  ; b la  différence  des  temps  employés;  c et  tl 
les  vitesses  respectives,  égales  ou  inégales  indifféremment  ; c celle 
du  courrier  parti  de  A , cl  d celle  de  l’autre  ; x l’intervalle  A R , d’où 
u — ce  zz  BR. 

On  formera  toujours  l'équation  entre  deux  expressions  du  même 

X * 

— — . Supposons  celui-ci  I(?plus 

grand,  on  aura  : f 

x a — x ^ 
c d 

Donc  x .d  zzz  c («  — x ) — b .c  .d,  ou  dx  — ac  — rx  — b,rd. 

Ensuite  ex  -J-  dx  zzz  ac  — beu. 

„ ac  — bed  cia  — bd)  dla+bc)  * 

Enfin  x = : — — — — , et  ti  — x zz  : — -. 

c+rf  c+d  c + d 

Soit  a = GoVil-,  b — 2h;  c 'zzz  i2k;l-;  d zz  9 , 011  a 

12 . ( Co  — 2 : 9) 12  . 

12+9  21 

a — x — 60  — 2/1  ~ '56  , ou  bien 

! 9.(60+  2. 12)  9 . 8é 

>?  9 ’ ( 21 

Les  lemps'sonl  , et  — 4 


2/,  ; et 


= 9.4  = 36. 
ifférenec  est  ?.. 

Si  le  courrier  parti  do  A se  mettait  le  premier  en  route,  il  sufli- 


Digitized  by  Google 


102  COURS  l)E  MATHÉMATIQUES. 

rait  de  changer  le  signe  du  lernic  où  h est,  facteur  , ce  qui  donne- 
__  c(a+  bd)  ^ — x ou  xt__  Qccl  cst  fondé  sur 


rmt  x : 


ce  que  la  seconde  expression  du  temps—,  serait — ~ -J-  b, 


au  lieu 


d’être 


— b. 


Soit  a = 6okil-  ; b = a1’  ; c.  = i akiu 

12  (60  + 2.8) 12  ■ 76 212 

x ' — ' 12  + 8 20  20 


; d — 8111,  ; d’où 
4Î>kil-,  6;  et  et  — x ou 


45  G i4  4 

.v'  = 6o — 45,6=1  /tk, 4.  Les  temps  sont— =3b,  8;  et  = ib  8; 


différence  = 2b;  ce  qui  rend  la  vérification  complète. 

Les  deux  dernières  questions  se  rapportent  directement  à la,  par- 
tie de  la  mécanique  qui  traite  du  mouvement  Uniforme.  L’exemple 
le  plus  simple  et  le  plus  familier  de  ce  mouvement,  se  rencontre 
dans  les  machines  qui  mesurent  le  temps,  telles  «pie  les  montres, 
pendules,  ou  horloges.  Soit  donc  proposée  cette  question  : 


VIe  PROBlJiME  : Trouver  tous  les  instans  où  l’aiguille  des 
minutes  d’une  montre  et  celle  des  heures  répondent  au  même 

point.  ..... 

Il  est  d’abord  évident  qu’une  pareille  rencontre  se  fait  à midi  : 
cherchons  les  suivantes. 

Soit  <2  la  circonférence  entière;  x l’espace  parcouru  par  l’aiguille 
des  heures,  depuis  midi  jusqu’au  point  dcTencontre  qui  suit  im- 
médiatement. 12  x sera  l’espace  parcouru  par  l’aiguille  des  minutes 
dansJe  même  temps.  Le  même  espace  embrasse  aussi  la  circonfé- 
rence entière  , et  le  chemin  parcouru  par  l’aiguille  des  heures: 
ainsi  on  aura  l’équation  12  x — u — |-  x;  d où  1 on  conclut  ttx  — 12, 

el  x = JL- . Mais  l’aiguille  des  heures  emploie  12  heures  à 

parcourir  la  circonférence  entière;  il  s’écoulera  doncj^b,  ou  une 
heure  et  un  onzième  entre  deux  rencontres  consécutives  ; ainsi  les 

rencontres  se  feront  à midi,  à ib  ^ , à ab  ~ , à 3b  i à iob 

et  à 1 ib  - , ou  à i2b,  ou  à midi  et  à minuit. 

Si  le  mouvement  des  planètes  autour  du  soleil  était  uniforme, 
le  calcul  des  éclipses  se  réduirait  à ce  qui  précède;  mais  il  en  est 
autrement. 

Voici  quelques  questions  simples  pour  exercer  les  commençans. 
<)„  se  contentera  d'en  donner  les  résultats,  pour  servir  à vérifier 
les  solutions  qu’on  en  trouvera. 

Trouver  un  nombre  qui  étant  successivement  ajouté  à 1 3 et  à 17, 
donne  deux  sommes  qui  soient  l’tnc  à l’autre  , comme  4'  est  à 5.... 
Rép.  3. 


J 


’ 


«£. 
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Un  père  a 8 fois  l'Age  tic  son  fils,  et  la  somme  des  deux  tiges 
est  égale  h 38  ; quel  est  F Age  du  fils  ? quel  est  celui  du  père  ?..... 

Rép.  3a  et  4. 

Oa  donne  par  jour  une  gratification  de  i*  20e  à un  jeune  écolier, 
quanti  il  remplit  bien  son  devoir.  Il  paie , au  contraire,  une 
amende  tic  76°  quanti  il  y manque.  Au  bout  de  3o  jours , il  lui 
reste  un  bénéfice  de  G r 75’.  Combien  y a-t-il  de  jours  de  travail , 

et  combien  de  jours  de  paresse? Rép.  i5  jours  de  chaque 

espèce. 

La  somme  des  diamètres  des  boulets  de  36  et  de  a4  , est  de  3 1 5 
millimètres  ; leur  différence  est  de  2 1 millimètres.  Quel  est  donc 
chaque  diamètre  ? . ....  Rép.  «68  et  1/17. 

Un  entrepreneur  achète  des  bois , qu'il  revend  ensuite  a, 000  fr. 
de  plus  qu’il  ne  les  a achetés.  A ce  marché , il  gagne  10  pour 
cent  tlu  prix  qu’il  les  vend.  Combien  les  avail-il  achetés?  Rép. 
18,000  fr. 

On  a une  composition  d'artifice  telle , que,  sur  i5  kilog.  de  sal- 
pêtre, il  y entre  2 kilogr.  de  soufre.  Combien  faudrait-il  y ajouter 
de  salpêtre , pour  que  sur  17  kilogr.  du  mélange,  il  n’y  eût  plus 
qu’un  demi  kilogramme  de  soufre?  Rép.  5i  kilogrammes. 

fi* 

Des  Équations  tlu  premier  degré  à plusieurs 
inconnues. 

60.  Nous  supposerons  d’abord  deux  équations  et  deux  in- 
connues. 

Soient  donc  les  deux  équations  : 

îi  + 3 y ~ 70  ; et  4 -r  -f-  ~ i3o. 

Résoudre  ces  équations,  c’est  trouver  deux  nombres  qu’on  puisse 
y mettre,  l’un  à la  place  de  x,  et  l’autre  à celle  de  y.  Voici  une 
règle  pour  arriver  à ce  but: 

i°  On  résout  chaque  équation  par  rapport  à l’une  des  incon- 
nues ; a°  avec  les  deux  valeurs  qui  en  résultent  pour  cette  inconnue, 
on  forme  une  nouvelle  équation;  3°  ou  résout  celle-ci  par  rapport 
à l’inconnue  qui  s’y  trouve,  ce  qui  la  fait  connaître  entièrement; 

4°  on  en  substitue  la  valeur  dans  l’une  des  expressions  qui  repré-  * 
sentent  la  première  inconnue , ce  qui  la  fait  aussi  entièrement 
connaître. 

EXEMPLE  1er. 

Appliquons  cette  règle  aux  deux  équations  précédentes,  que  nous 
résoudrons  d’abord  par  rapport  à x. 

De  la  première,  on  tire,  en  transposant  : 2x  = qo  — 'iy  ; et  en 

, 70  — 5 y 

divisant,  x = . v 

1 n 
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De  la  deuxième  , on  «ire  pareillement , d’abord  , 4 x — i 3o  — 5y; 

. i3o*-5y 

ensuite  x — ■: . 

4 * 

De  ces  deux  équations  l’en  conclut 'celle-ci  : 
j 3o  — 5 y 70  — 5 y 

4 ‘ — â > 

puisque  deux  quantités  égales  à une  troisième  sont  égales  entre 
elles.  Faisant  évanouir  les  dénominateurs  on  a i3o  — 5 y — 
^7 o — 3_y')  a.'F.ffectuant  les  multiplications,  il  vient  i3o  — 5 y — 
ilio  — G y ; transposant , on  a 6jr  — 5y  — 140  — i3o  ; réduisant , 
on  trouvejK  = 10. 

Substituant  ib  pourj/  dans  l’une  des  expressions  qui  repré- 
sentent x j dans  la  première,  par  exemple,  on  trouve 


70  — 3 . 10 70  — 3o 


/|Q 

— — 20.  Telle  est  la  valeur  de  x. 


2 2 2 

Kn  effet,  2 .r  -f-  3 y — 2 .20  + 3 . 10  = 40  -j-  3o  = 70;  et 
4.r-+-5y:=4«20-t-5.io:=:8o-j-5o=z:  i3o. 

Ces  résultats  sont  une  vérification  complète  du  calcul. 

EXEMPLE  II. 

Soit  encore  proposé  de  résoudre  les  deux  équations, 


-h  -5-=  C4,  et 


5 a: 


'A.  JL.  — 

^ 10  ‘ ‘ 


Faisons  d’abord  évanouir  les  dénominateurs.  On  obtient  l’é- 
quation , 

5.2  x -+-  3 . 4 y — 3 • 5 . 64  ; 
ou  10  x 12  y — 960,  à la  place  de  la  ire; 

et  l’équation  10 . 5 *■  -J-  6 ,g_y  = G . 10 .77  ; 
ou  5o  x -j-  5/|  y = 4620 , à la  place  de  la  2e. 

Nous  avons  maintenant  des  équations  de  la  même  forme  que 
celles  du  premier  exemple.  Si  on  les  résout  par  rapport  à^y,  la 

060 — 10*  , . .,  4620  — 5o  *• 

première  donnera  y — — ■ , et  la  deuxieme  y — • 

x 4620  — 5o  1 


54 


On  eu  conclut 


9C0  ■ 


-.  Faisant  disparaître  les 


12  — 54 

dénominateurs,  et  transposant,  on  a 600  x — 5/|0 x=  5544° — 5i84o, 
par  conséquent  x = = 60.  C’est  la  valeur  de  x. 

On  aura  celle  de  y,  en  mettant  60  pour  x,  dans  l’une  des  équa- 
tions précédentes  ; ce  qui  donne  : *• 

960  — 10 . Go 960 — 600 3Go 

J ~ ,12  12  ’ 

4620 — 3ooo  1G20 

3o. 


12 

4620  — 5o  . Go 


'7~ 


51 


54 


54 
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C’est  toujours  3o  pour  y.  Mettons  donc  60  pour  . r , et  3o  poury, 
dans  chacune  des  équations  primitives. 

» 2 . 60  , 4 . 5o  120  120  . 

La  première  devient  — ^ ^ — zz:  -r — {-  -y  — 4°  -J-  24 

= 64- 


5 . Go  9 . 3o 5oo  . 270 

10  6 * 10 


La  deuxième  devient  pareillement  ^ 

— 5o-+-  27  ~ 77.  Donc  la  vérification  est  complète. 

-Si  ^es  équations  étaient  entièrement  littérales,  on  emploierait 
un  procédé  semblable , 

Qu’on  oit  donc  à résoudre  les  deux  équations  : 

a x -+•  by  — c,  et  a'  x -f-  b'y  — c1 . 

On  prononce  a prime  , b prime  , c prime.  * 

Si  on  résout  ces  équations  d’abord  par  rapport  ài,  on  aura  : 


c — bx 


c'  — b’  y 
et  x — 


Egalant  ces  deux  expressions  d’une  même  inconnue,  on  a . . . .* 

c — b y cr  — b’  y . , « • » 

— ; — . Faisant  évanouir  les  deux  dénominateurs  , il 

a a ' 

vient  a1  y (c  — Z»y  ) = a X ( c'  — Zi^y  ).  Effectuant  les  multi- 
plications , on  obtient  a'c—  a'by  — ai :' — ah1  y.  Transposant, 
on  a ab'y  — a' by  ~ ac1  — a'c.  Enfin  divisant,  on  trouve 
ac'  — a'c 

y ~ pjp — -pp-y  Telle'  est  la  valeur  générale  de  y. 

Au  lieu  de  la  substituer  pour  y,  dans  l’une  des  expressions  qui 
représentent  j:,  pous  reprendrons  les  équations  primitives,  et  nous 
en  déduirons  immé4iateinent  *a  valeur  de  l’inconnue  x , comme  on 
a eu  celle  dey. 

' ,,  . , c — ax  c' — a'  x 

On  a d abord_y  — — - — , et  y — — ^ — . 


On  en  conclut 


V 


Ensuite  b (c'  — a'x)  — b'  ( r — a.r  J ; bc1 — a' bx  — b'c—ab'.r ; 
et  par  la  transposition  ab'x  — a'bx  — b'c  — bc' . 


Enfin 


b'c  — bc1 

ab'  — a' b 


Telle  est  la  valeur  générale  de  .r.  O11  pourra  s’exercer  vérifier 
ces.  valeurs,  et  à s’assurer  qu’elles  satisfonl^ux  équations  pri- 
mitives. • 

Si  les  deux  inconnues  ne  se  trouvaient  point  toutes  deux  dans 
chaque  équation,  le  calcul  en  serait  plus  facile. 

Par  exemple , soient  les  deux  équations  : 

7 à, 1;  — 4 b , et  a ex  -4-  3 dy  = 4 e- 
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On  prendrait  d'abord  la  valeur  de  l’inconnue  x , dans  la  première 

. d . 44 

équation , ce  qui  minerait  x “ . 

On  prendrait  ensuite  la  valeur  de  la  même  inconnue  dans  la 

deuxième  équation,  ce  qui  donnerait  encore  x — ^ e 


Egalant  ces  deux  valeurs  on  aurait  — 

7 


4 4 


ac 

4e  — 5dy 


"j  a ic 

Chassant  les  dénominateurs,  il  viendrait  4 Z» .‘àc  — 'J  a (/|C-»-3i/k) 
ou  8 bc  — 28  ae  — 2 1 ady. 

Transposant,  on  aurait  ai  ady  — a8«e  — 8 bc. 

Enfin  l’on  tirerait  de  là , y — at  ^ 

» ^ 21  ad 


* 

Sr 


Des  Equations  du  premier  degré  qui  renferment  plus 
de  deux  inconnues. 


6r.  Supposons  d’abord  trois  équations  et  trois  inconnues;  par 
exemple  celles-ci  : 

aar-4-3y-f-4a  =160; 

5x — 6y -j- j z =100; 

8 x — Q_y  -p  102  =1 60. 

En  suivant  le  procédé  dont  nous  avons  fait  usage,  dans  le  cas 
de  deux  équations  et  de  deux  inconnues  , nous  résoudrons  d’abord 
chaque  équation  par  rapport  à la  même  inconnue.  Que  ce  soit  par 
rapport  à x,  on  aura, 

par  la  lre  équation,  x — ^ — ; 


par  la  IIe 
et  par  la  111“ 


100  + 6^  — 7z 

— 5 

160  + gy  — 10  z 

— 8 ' 


Formons  deux  nouvelles  équations  , l'une  entre  la  ire  et  la  2e 
de  ces  valeurs  de  x,  et  l'autre  entre  la  ire  et  la  3e,  ou  entre  la  2e 
et  la  3e, 

160  — — 4 z 100  + Gr  — 7 z 

nous  aurons  kAt — Z — 

5 

160  — 'à  y — 4 z 160  -t-  gy  — 10  z 

1 8 

■^oilà  donc  la  difficulté  ramenée  au  cas  où  il  y a deux  équa- 
tions et  deux  inconnues;  il  faut  donc  résoudre  ces.  deux  cqua- 


et 
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lions  par  rapport  a une  même  inconnue.  Que  ce  soit  par  rapport 
ii  y , 011  aura  , 

. ....  600  — 6 z 200  — 2 z 

par  la  prendre  équation,  y ~ — — ouy  = , en 

divisant  le  numérateur  et  le  dénoininaicur  par  3. 

Par  la  seconde  équation , y = — -,  toutes  réductions  faites; 

donc  égalant  ces  val^irs.  de  y , on  a , 

200  — 2Z  160 — 2Z 

9 _ 7 ’ 

équation  par  laquelle  on  trouvez  — xo;  ensuite  y — ao,  et  zz: 
3o,  en  substituant  10  pour  s dans  l’une  des  équations  entre  y et  z ; 
puis  10  pour  z , et  20  pour  y , dans  l’une  des  trois  équations  entre 

Xjj'elz. 

Enfin,  si  dans  les  équations  primitives  on  emploie  3o  pour  x , 
20  pour  "y  et  10  pour  z , elles  se  vérifient  complètement. 

Si  toutes  les  inconnues  n’entraient  pas  à la  fois  dans  chaque 
équation  , le  calcul  serait  plus  simple.  Soient  par  exemple  les  trois 
équations  : 

to.r  — 9 y — 55o  ; 8*  — 72  iz  6a5;  et  6 y — 5z  =175. 

55o  ■+■  o y 

x—  ; 

10 

Ca5  + 7 z 


On  tire  de  la  ire 
et  de  la  2e 


8 


55o  ■+■  gy  625  + 7 z 

Egalant  ces  deux  valeurs  de  x , on  a — — 


— 8 


Cette  équation  ^et  la  3e  des  équations  primitives  étant  résolues 

175  •+•  5z 

par  rapport  à y,  on  trouve^  zz:  — par  lune,  et 

j85o  •+■  70  z „ 

— — . par  1 autre. 

Enfin,  l’équation  formée  entre  ces  deux  valeurs  dey,  donne 
z zr  2Ü.  On  en  conclut  y = 5o,  et  x — 100;  en  substituant  25 
pour  z , et  5o  pour  y,  dans  les  équations  dérivées.  Les  équations 
primitives  se  vérifient  complètement,  en  y mettant  100  pour®, 
5o  poury  , et  25  pour  z. 

Supposons  quatre  équations  et  quatre  inconnues;  qu’on  ait,  par 
exemple,  à résoudre  les  quatre  équations  , 

x -h  uy-h  3z  -f  4“  = 20; 

üce — Gy  + 7Z — 8a  = 8; 

>)X  — 1 oy  — 1 1 z -t-  l 'ut  — — 4 ; 

1 ix  -f-  1 r,y  — 1 5z  — i6u  — 48. 
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Un  prend  la  valeur  de  te  dans  chaque  équation  , ce  qui  donne, 
1°  X — 20  — iy  — 3:  — /,«; 


. 8 + Gy 

î°  X = — 


8 u 


. 3°  £C  = 


îoy  + hz  — i2u  — 4 


48  — i4y  + i5z  -+.  |G« 

4 *= 13 * 


Egalant  la  première  de  ces  valeurs  de  x,  successivement  avec 
chacune  des  trois  autres,  on  n’aura  plus  que  3 équations  cl  3 in- 
connues, ce  qui  fera  rentrer  ce  cas  dans  le  précédent. 

Sf  ôn  continue  le  calcul , les  trois  équations  entre^y,  ; et  u,  ré- 
solues par  rapport  à_y,  donneront, 


92  — 8 z — 28a  23  — 2 z — 7« 

~~  16  — 4 ’ 

■ 58z  — 24  u 92  — 192  — 12  « 


j 84 


28 


3°  y 


212  — 54z  — G8« 106  — 272  — 34u 

12  G 


^Egalant 


la  première  de  ces  valeurs  avec  chacune  des  deux  autres, 
on  aura  deux  équations  entre  z et  u.  Si  on  les  résout  par  rapport 
à z , un  trouve, 


„ 23  + 2611  „ i43  — 4711 

1 2 — a4  - 5 2 2 — 48~  ’ 

outes  réductions  faites.  De  là  l’équation, 

23  + 25u  i43  — 4711 

24  ~ 48  ’ * 


entre  les  deux  valeurs  de  z,  donnera  u 1;  d’où  l’on  conclura 
enfin  z — 2 , y — 3 , et  x — 4- 

S’il  y a « équations , il  faudra, 

i°  Résoudre  chaque  équation  primitive,  par  rapport  à l une  «les 
inconnues  ; ce  qui  donnera  « expressions  ou  valeurs  équivalentes 
de  cette  inconnue; 

2°  Egaler  la  première  valeur  avec  chacune  des  « — 1 autres; 
ccqui  réduira  a it  — 1 le  nombre  des  équations  et  celui  des  in- 
connues ; 

3°  Traiter  ces  équations  dérivées  comme  on  a traité  les  équa- 
tions primitives,  ce  qui  réduira  a n — 2 le  nombre  des  équations 
cl  des  inconnues.  Par  la  même  réduction,  on  aura  pour  le  nombre 
des  équations  cl  celui  des  inconnues , successivement  n — 1 , ;i  — /( , . . 
n — (« — 1 );  et  la  dernière  équation  fera  connaître  la  seule  in- 
connue qui  s'y  trouve.  Il  sera  facile  ensuite  d'obtenir  la  valeur  îles, 
autres  inconnues. 
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T,a  méthode  que  nous  vcfrons  d'exposer,  consiste  dffnc  à faire 
disparaître  suoceftivcmcnt  chaque  inconnue.,  jusqu’à  ce  qu'il  n'eu 
reste  plus  qu’une.  Cela  s’appelle  éliminer  les  inconnues.  On  suit  au 
reste  , dans  cette  élimination,  l'ordre  qui  parait  devoir  rendre  le 
calcul  plus  simple,  sinon  on  suit  l’ordre  qu’on  veut. 

6t.  Il  y a d'autres  moyens  pour  résoudre  les  équations  du  pre- 
mier degré  à plusieurs  inconnues;  en  voici  uri  qu’il  est  utile  de 
connaître  et  commode  d'employer. 

Soit  proposé  de  résoudre  les  deux  équations  : 

t\X  4-  5y  zzz  f>59  ; et  6x  7_y  zzz  963. 

Pour  éliminer  x,  je  multiplie  tous  les  termes  de  la  première 
par  6,  coefficient  de  ce  dans  la  deuxième,  et  ceux  de  la  seconde 
par  4 , coefficient  de  la  même  inconnue  dans  la  première  ; ce  qui  me 
donne  les  deux  équations  dérivées, 

2/jcE  3oy  zz:  395.^  , et  24 ce  -f-  28y  1=  3852  ; 
je  retranche  ^seconde  de  la  première  , cl  j’obtiens  pour  troisième 
équation  dérivée, 

2/, ce  -f-  3oy  — 2/jœ  — 28y  z=  3954  — 3852  ; 
réduisant,  en  a 2 y — 102 ; donc  y — 5i. 

Pour  éliminer  y,  je  multiplie  la  première  équation  par  7,  et  la 
seconde  par  5 : ce  sont  les  coefficiens  dey.  Il  en  résulte  pour  équa- 
tions dérivées, 

28ce  •+•  35y  zzz  46 1 3 . et  3oce  •+■  35y  :zz  48 1 5 

soustrayant  la  première  de  la  seconde,  et  supprimant  tout  de  suite 
les  y qui  se  détruisent  , il  vient  » 

3oce  — 28CE  ± 481 5 — 461 3 ; 

ensuite  2CE  zzz  202,  et  CE  zzz  joi. 

Soient  encore  les  équations  : 

1 ix  — i2y  zzz  1 j,  et  i3cc  — r4y  zzz  i£. 

Pour  éliminer  x,  je  multiplie  la  première  par  i3,  et  la  seconde 
par  11  ; puis  prenant  leur  différence,  il  vient 
i56y  — 164 Y — 20  j — 19 
donc  2yt)  = i;  etyi, 

Pour  éliminer  y,  je  multiplie  la  première  équation  primitive 
par  14 , et  la  seconde  par  12;  et  après  avoir  soustrait  la  première 
de  la  seconde,  il  reste  i56cc  — i54cb  zzz  22  — at  ; ensuite 
, sx  zz  1 etæzct. 

S’il  y avait  trois  équations  et  trois  inconnues,  on  emploierait 
cette  métlmde  avec  le  même  succès  et  la  même  facilité. 

Soit  proposé,  par  exemple  , de  résoudre  les  3 équations  : 

«CE  — 4 y -j-  5z  ~ 2 ,4  ; 
l\X  + 3y  — 73  zzz  1 j; 

1 2iC  — 6y  — 3:  zz:  3 j. 
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Pour  éliminer  x,  je  multiplie,  i"  la  première  équation  par  48, 
produit  des  cocfficicns  4 et  12  de  x dans  la  seconde  et  la  troisième 
équation;  la  seconde  équation  par  7a  , produit  des  cocfficiens  6 et 
la  de  la  même  inconnue  dans  la  première  et  la  troisième  équation  ; 
3?  la  troisième  équation  par  24  , produit  de  6 et  de  4 » cocfficicns  de 
tu  dans  la  première  etdansla  seconde  équation.  Ces  calculs  donnent 
les  trois  équations  dérivées  : 

288a! — ifcy  + a4°3  = <4o; 

288a;  + ai6y — 5o4s  = 90; 

288a: — 1447 — 723  = 78. 

Lesquelles  étant  divisées  par  2,  pour  abréger,  deviennent 
i44® — 96^-4-1203  = 70; 
i44®  -j-  io8y  — 2 5as  = 45  ; 

144® — r>-y — 363=39. 

Je  soustrais  successivement  la  deuxième  et  la  troisième  équation 
de  la  première , il  en  résulte  les  deux  nouvelles  équations  dérivées  : 

— 204 y -4-  372s  = a5  , et  — • 24y  -4-  1 563  = 3 1 . 

Pour  en  éliminer^,  je  multiplie  la  première  par  24,  et  la  se- 
conde par  204  ; ce  qui  donne,  pour  troisième  transformation  , les 
deux  équations , 

— 48967-4-  89283=  Üoo, 

Et  — 48987-4-318243  = 63a4. 

Je  soustrais  la  première  de  la  deuxième,  et  j’obtiens  pour  qua- 
trième transformation,  l’équation, 

228963  = 6724  ; d’où  l’on  conclut  z 

Pour  obtenir  la  valeur  de  y,  je  reprends  l’une  des  deux  équa- 
tions entre  y et  3 , et  j’y  substitue  j pour  3,  ce  qui  me  donne 
— 24y  -p.  i5(> . j = 3i , ou  24y  = 3g  — 3i. 

8 i_ 

Donc  y — 24  — ; 3 * 

Enfin,  pour  avoir  je,  je  substitue  f pour^,  et  ^ pour  3 dans 
l’une  des  équations  primitives,  dans  la  première  par  exemple  ; il  en 

résulte  6a3  — } + ; = 2ni  d’où  x = -■ 

Ainsi,  pour  éliminer  une  inconnue  par  cette  méthode,  il  faut 
faire  en  sorte  qu’elle  ait  le  même  coefficient  dans  les  équations  dé- 
rivées. On  atteint  ce  but,  en  multipliant  chaque  équation  par  le 
produit  des  cofficiens  de  cette  inconnue  dans  les  autres  équations; 
par  ce  moyen , le  coefficient  commun  de  ceUe  inconnue  dans  les 
équations  dérivées  , est  le  produit  de  tous  ses  coefficiens  dans  les 
équations  primitives.  Ensuite  on  prend  la  différence  ou  la  somme 
de  l’une  des  équations  dérivées  , et  de  chacune  des  autres,  suivant 
que  l’inconnue  qui  a déjà  le  même  coefficient , a ou  n’a  pas  le  même 
signe. 
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Lorsque  les  coefficiens  primitifs  ne  sont  pas  premiers  entre  eux, 
on  peut  en  trouver  un  multiple  commun  plus  petit  que  leur  pro- 
duit : il  suffit  alors  de  multiplier  chaque  équation  par  le  quotient 
de  ce  multiple  divisé  par  le  coefficient  de  l’inconnue  qu’on  éli- 
mine. Ainsi,  dans  le  dernier  exemple,  on  voit  facilement  que  1a 
est  un  multiple  commun  des  coefficicns  primitifs  6, 4 et  1a  de  x.  Il 
suffit  donc  de  multiplier  la  première  équation  par  a,  quotient  de 
■ a divisé  par  6,  et  la  seconde  par  3,  quotient  rlc  la  divisé  par  4 > 
sans  rien  changer  à la  troisième.  Les  équations  de  la  première 
transformation  deviennent  , 

« îaœ — 8y  + ioz  = 5 f ; 

ia»j  + 9 y — ai  z = 3 
et  1233, — &y — 3z  = 3 j. 

La  différence  de  la  première  et  de  la  seconde  donne 

— 'iy  + 3i2  =a 

la  différence  de  la  première  et  de  la  troisième  donne 

— 2 y+  i3z  = » 

Pour. éliminer  ensuitey,  on  suivrait  la  règle  générale,  parce  que 
les  coefficiens  17  et  a sont  des  nombres  premiers.  Il  en  serait  de 
même  si  on  voulait  éliminer  z , dont  les  coefficiens  3t  et  i3  sont 
aussi  des  nombres  premiers. 

Cette  méthode  s’applique  avec  succès  à la  résolution  générale 
des  équations  du  premier  degré;  mais  voici  le  précis  d’une  autre 
méthode  simple  et  élégante  , qui  mène  directement  aux  équations 
finales. 

Formules  pour  la  Résolution  des  équations  du  premier 

degré. 

63.  Supposons,  i°  une  équation  et  une  inconnue;  a°  deux 
équations  et  deux  inconnues;  39  trois  équations  et  trois  incon- 
nues. 

i°  Soit  l'équation  : ax  — b.  On  en  'Conclut  tout  de  siÿtc 

* = et  c’est  la  formule  pour  ce  cas,  ce  qui  est  évident:  a et  b 
b 

sont  des  nombres  quelconques. 
au  Soient  les  deux  équations  , 

ax  -j-  by  ~ c,  et—  a'x  + b'jr  — c1. 
a,  a1,  b,  b',  c et  c'  sont  des  nombres  quelconques. 

Multiplions  la  ire  par  m , nombre  quelconque,  nous  aurons  : 
amx  -J-  bnty  — cm  , 

et  retranchons  la  ac  équation , la  différence  sera , 

x ( a m — a1  ) -J-y  ( bm  — /.>')  — cm  — c' . 
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Soit  d’abovd  am  — a'  = o ; on  en  déduit  : 

a>  _ cm — c'  a'c — ad  ac' — ca! 

"l  — — > ct  y devient  = lm_h,  — ^ÇZab<  — ab'—bar 

Soit  ensuite  Lm  — b'  — o j 

V , cm  — c'  5 c — le'  cb' — bd 

d'où  m — — \X  devient  _ am_ja,  — ab'_a,h  — Sÿ^r 

Ce  sont  fes  valeurs  qn’on  a déjà  obtenues  , par  un  autre  procédé 
expliqué  à la  fin  du  n°.6o. 


3°  Soient  ensuite  les  trois  équations  ; 

ax  4-  by  es  — d 

a'X  4“  l'y  + c'z  = d' 

a"x  4"  l*"v  4~  c"z  — d11. 

Multiplions  la  irepar/«,  et  la  aepar«,  nous  aurons: 
amx  4-  hmy  4-  cmz  — dm  ; 
a'nx  4-  b'ny  -+-  c'nz  — d'n. 

De  la  somme  de  ces  deux  équations  dérivées  , retranchons  Ja  troi- 
sième équation  primitive,  la  différence  sera  l’équation 

ic(am  + a'n — a")+y  (bm  ■+■  b'n  — 6")  ■+•  i(cm-f  dn  — d')  = dm  + dn — <fr. 

Egalons  à zéro  le  coefficient  dey  et-  celui  de  z , nous  aurons  les 
trois  nouvelles  équations  : 

X ( am  4-  a'n  — a11  ) = dm  4”  d'n  — d"  ; 
bm  4-  b'n  — b"  — o ; 
cm  4~  c'n  — - d'  =0. 


Doncæzr: 


dm  •+■  d'n — d V 
am  4-  a‘n  — a" 


Vc"—b"c' 

m = b'c—bd  ’ et  « 


b"c  — bc" 


b'c  — bd  ’ *■ 


_r_ * db'c"  —de' b"  + cd'b"  —bd'd'+  bdd'  — cb'd 

Donc  en  in  x ab'c" — ad  b"  + ca'b" — ba'c"+  bd  a"  — cb'a" 


Egalons  à zéro  le  coefficient  de  X et  gclui  de  z , alors  les  trois 
éclations  de  condition  deviennent, 

am  4-  a'n  — a"  =0; 
y ( bm  4"  b'n  — b"  ) dm  4"  d'n  — d"  ; 
cm  4-  c'n  — c"  — o.  ' 


On  en  conclut 


m 


a"c’ — a'd' 
ad  — a'c. 


n 


a"  c — ac 
a'c  — ac 


II 


dnV+d'n — d"  ad'c"  — ac’d"+ca'd " — da'c" +dda" — cd'a" 

b’n+b'n — b"  ab'x" — adb" +ca'b"  — ba'c"-i-bc'a" — cb'a"' 


Egalons  enfin  à zéro  le  coefficient  de  x ct  celui  dey,  nous  trou- 
verons successivement  : 
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mn  -J-  a'n  — a"  “ o. 
et  : ( cm  -f-  cht  — c"  ) = 

a"b'  — a' b" 


n3 


Enfin  z 


bm  -f-  b'n  — V'  — <Xj 
dm  -}-  d'n  — tf  ; 

_ ah"  — a" b ; / 

ab'  — a' b ’ n ab'  — a' b ’ 
dm  +■  d'n — d" al/d" — ad'b',+da'b" — ba'dl,+bd'a"—dbra" 


m 


cm  + c'n — c"  ab'c " — ae'b" +ca'b" — ba'c"+bc,a" — cb'a."‘ 


Nous  avons  supprimé  quelques  détails  de  calcul  et  quelques  re- 
marques assez  intéressantes,  parce  que  les  bornes  de  ce  précis  ne 
nous  permettent  point  de  nous  étendre  davantage;  mais  l’on  peut, 
à cet  égard,  consulter  l’algèbre  de  Lacroix. 

Pour  faire  connaître  l’usage  de  ces  formules  , soient  i°  les  deux 
équations  , 

3x  — -xy  ~ l\o , et  22:  — 3 y ==•  io, 
qui  se  rapportent  à celles-ci:^.,  . ‘ ' 

ax  b y — c , et  a'x  -}-  b' y sz  c'. 

Si  ou  les  résout  par  l’une  des  règles  données  nos  6a  et  62,  on 
trouve#:  :=  20,  et  y z:  10.  Voyons  si  les  formules  generales  donne- 
ront les  mêmes  résultats.  Dans  cet  exemple,  a — 3 ; i — — 2; 
c — 40;  a1  — 2 ; b'  — — 3 , et  c1  = 10.  Ainsi,  des  valeurs  géné- 
rales de  x et  y trouvées  ci-dessus,  on  tire  sur-le-champ, 


x 


— 3 X 4o  — 10  X — 2 — 120  -f-  20  _ — 100 

3 X —3  — 2 X —a 


20  : 


— 9 + 4 

3 . 10  ■ — 2 •.  4o  3o  — 80 

Ct-y  ==  3.—  3—  2.-2  ‘ ‘ — —9+4  — 

Ce  sont'  les  mêmes  valeurs. 

Soient  ensuite  les  trois  équations': 

x — 2^y  -+-  3z  = 3 ; 

■xx  — 3 y — gz  = r ; 

3a;  •—  5y  — 4~  ” fi  i 

qui  correspondent  aux  suivantes  : 

ax  -f-  by  -f  cz  = d ; 

a'x  -f-  b' y -j-  c'z  — d1  ; 

a"x  -4-  b"jr  -J-  c"z  — du , 

Ici  <3  = 1 ; a'  = 2 ; a"=  3 ; b = — 2 ; b'  — 3 ; b"=  — 5; 

c cz  3 ; c'  — — 9 ; c"  r=  — 4 ; d — 3 ; d'  = 1 et  d1'  — 6. 

Après  avoir  calculé  les  différens  produits  qui , composent  le 
numérateur  et  le  dénominateur  de  la  valeur  de  chaque  inconnue  , 
on  trouve  : . 

Algèbre.  , >8 


.* 
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36  — 

i35 

— i5  — 8 4.  108  4-  54  _ 

4o. 

it  m 

12  — 

45 

— 5o  — 16  4-  54 

4-  27 

2 

— 4 -f* 

54 

4-  36  a4  — 81 

— 9 _ 

20 

12  — • 

45 

— 3o  — 16  4-  54 

4-  a7 

/ 2 

, • “ 

-18  4- 

5 

— ’ 3o  4"  a4  — 6 

4-  a7  _ 

a 

z ___  ■ 

12  — 

45 

— 3o  — 16  4~  54 

4-  27 

2 

Ces  valeurs  satisfont  aux  trois  équations  proposées;  c«  qui  est  une 
preuve  de  leur  exactitude.  t •« 

t ' . • « 

Application  des  règles' précédentes , à la  résolution  de 
quelques  questions  qui  renferment  plus  d’une  in- 
- connue. 

(i/j.  lre  question:  ta  obusdils.dc-8  pouces. avec  i8de  6 pouces, 
pèsent  ensemble  960  livres  anciennes,  ou  469kil-,9a5,  et  ao  de  8 
pouces  avec  1 5 de  6 pouces,  pèsent  1-240  livres,  ou  6o6kil-,987.  Quel 
est  le  poids  de  chaque  obus  ? 

Représentons  par  x le  poids  de  l’obus  de  8 pouces,  et  par^  celui 
de  l’obus  de  6 pouces.  Que  x et  y soient  d’abord  évalués  en  livres 
anciennes,  on  aura, 

1 aa:  4-  i8y  — 960 , et  aoæ  ■+■  1 = 1240. 

Pour  résoudre  ces  deux  équations  de  fa  manière  la  plus  simple, 
on  divisera  tous  les  termes  de  la  ire  par  6,  et  tous  ceux  île  la  a* 
par  5 ; de  sorte  que  l’on  aura, 

(t)  a* '+'3/  — 160 ; et  (a)  4a:  -h  3y  = 348; 

or  si  l’on  soustrait  te  résultat  (1)  du  résultat  (a),  les  termes  en  y 
disparaîtront,  et  il  viendra 

ix  = 348  — 160  = 88 , d’où  x — 44* 

Substituant  44  pour  x,  dans  l’équation  (1),  on  trouve, 

88  -j-  3y  — 160; 

de  là  , 3y  — 160  — 88  = 7a, 

et  enfin,  y — 7 = »4« 

Ces  nombres  satisfont  au  problème  ; en  effet , 

12a;  -f*  1fy  — 5a8  -}*  43a  = 960, 
et  20*  -+-  i5 y xz  880  4“  36o  = ia4o, 

comme  on  l’a  supposé  dans  l’énoncé  de  la  question. 

On  obtiendra  x et  y en  kilogrammes  à l’aide  des  deux  propor- 
tions suivantes  : 

960  : 44  ::  4f>sMls9»5  : *1’1-  = 21^,538;  > 

y(io  : 24  ::  469li,,9a5  : y-1-  = »«ki,-,741*-''' 


Digitized  by  Google 


aloèbrj.  ,,5 

Mais  évaluons  directement  x et  y en  kilogrammes,  afin  de-don- 
net  un  nouvel  cxemp le  de  la  résolution  des  équations  du  premier 

degré,  et, suivons  le  procédé  du  n°  60. 

Les  deus  équations  à traiter  seront  alors  , 

= 469,925 , et  20a;  + 1 fy  — 606,987. 
Eliminons  /Jjjttu  avoir  à);  nous  aurons  , 


pour  la  première  équation  ; 


et 


60^987 — aox 


i5 


, pour  la  seconde. 


Nous  en  conclurons  , ~ _ 606,987  - 

18  iS 


Ensuite,  7048,875  — 180a:  10925,766  — 36’ox. 

Puis,  36ox  — i8ox  = 10925,766  — 7048,875. 

Enfin,  x — 3876'891 


180  — ailll,,538. 

On  néglige  ici  une  petite  fraction  de  gramme. 


Pour  avoir  y , substituons  la  vraie  valeur  de  x dans  la  première 
de  j,  et  nous  trouverons, 


469,925  • 


r 


12  X 3876,891  ■* 

l®°  469,925  — 258,459 

"18  ~ 18 


iiki,*748. 


On  a de  nouveau  négligé  une  petite  fraction  de  gramme. 

Si  on  voulait  vérifier  cette  seconde  solution,  il  faudrait  mettre 


3876,891 


469,925 


12-4-3876,891 


180 


pour  x , et 


180 


18 


- , ou  simplement . . 


2 11 4,656 


180 
effet , 


pour  y,  dans  les  équations  primitives.  On  trouve  en 


. ,e 3876,891  x 12+ an4,656 x 18 _ 84586,5oo  v 

iXr  ^ l8j— ÏS57 ~ - l8o  ^ ^9’925i 

et  20.r-f- , 59=  ™ x.??76.89i  + l5x  ai  ^-656  _ 109^660  _ . 


180  180 

ce  qui  vérifie  complètement  le  calcul  de  cette  seconde  solution. 

Si  on  substitue  seulement  ai, 538  pour  x , et  1 1,748  pour  y,  on 
trouve  iax  + 18/  = 469,920 , au  lieu  de  469,925  , et  aox  -4-  i5j 
= 606,980,  au  lien  de  606,987.  Ces  erreurs  viennent  (Je  ce  que' les 
valeurs  dex  et  de  y sont  trop^jctites,  comme  on  l’a  indiqué. 


Il  résulte  enfin  de  tout  ce  calcul,  que  l’obus  de  8 pouces  pèse 
44  livres,  ou  2ikil-538;  et  l'obus  de  6 pouces, 24  liv.,ou  1 ikil-748; 
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c est  le  maximum  du  poids  de  ces  projectiles,  suivant  l'Aidc-Mé- 
moire  des  officiers  d’arlillcric. 


IIe  Question  : Une  pièce  de  16,  composée  de  cuivre  et  d'étain, 
pèse  20iol'*-64o,  ou  2010640  grammes,  et  contient  un  volume  de 
aaS  décimètres  cubes;  on  suppose  quelle  décimètre  cube  de  cuivre 
pèse  9î5o  grammes,  et  que  le  décimètre  cube  d*êt«in  pèse  7^20 
grammes.  Comment  peut-on  déterminer  la  quantité  de  cuivre  et 
celle  d’étain  ? 


Désignons  par  x les  décimètres  cubes  do-cuivre,  et  par  y ceux 
d’étain.  L’équation  des  volumes  sera 

x -J-  v “ aa3  ; 


et  celle  des  poids 

ya5oa;  -f-  732.0)  rr  2010640. 


On  tire  de  la  première  équation  x = 223  — y; 


et  de  la  seconde  , x = 
on  en  conclut 
et  par  suite 


2oio64o  — 'jSioy 
g2Ôo 

223  — y; 


gaôo 

5ano  

^ ig3o 


Il  y a donc  27  décimètres  cubes  d'étain,  et  par  conséquent 
ou  196  décimètres  cubes  de  cuivre. 

Nous  trouverons  le  poids  du  cuivre,  en  multipliant  9260  gram- 
mes par  196,  et  celui  de  l’étain,  en  multipliant  7320  grammes  par 
27.  Le  premier  est  donc  de  i8i3ooo  grain. , et  le  second  de  197640 
graftnncs.  Leur  somme  20*0640  achève  de  compléter  la  vérification 
de  tout  le  calcul. 


IIIe  Question  : La  poudre  à canon  est  composée  de  salpêtre, 
' de  soufre  et  de  charbon.  Le  mélange  est  tel , que  sur  100  hilograni. , 
le  triple  du  poids  du  salpêtre  employé  est  égal  à i3  fois  celui  «lu 
charbon , plus  cinq  fois  celui  du  soufre  , et  que  cinq  fois  le  poids 
du  salpêtre  vaut  trente-sept  fois  le  poids  du  soufre,  moins  sept 
fois  ce'lui  du  charbon.  Dans  quelle  proportion  se  fait  donc  ce 
mélange  ? 

Soit  x le  poids  du  salpêtre , y celui  du  soufre,  et  = celui  du  char- 
bon : .r,  y et  ; sont  évalués  en  kilogrammes. 

I a urcciièrc  condition  donne  l’équation 
x -+•  r + z = 100; 

3.r  — 5 ) «+-  1 , 

5x  = 371  — 7 z, 


la  seconde , 
et  la  troisième, 
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Ou  lire  de  la  première  équation  x — 100  » — z ; 


il  1 


de  la  seconde, 
et  de  la  troisième, 


5y  -(-  i3z 
’ “ 3 

_ 3zr  — 7* 


Egalant  d’abord  la  première  et  la  seconde  valeur  de  x , et  ensuite 
la  première  et  la  troisième , 

5jr  ■+■  i3z 


on  trouve 


et 


= too  — / — z ; 

* " 

3? y — 7Z 

r = too  — y — Z. 


puis 


Faisant  évanouir  les  dénominateurs , transposant,  réduisant  et 
divisant  par  le  coefficient  de/,  on  a successivement, 

5/  1 3z  — 3oo  — 3/  — 3z; 

et  3yy  — yz  — 5oo  — 5/  — 5z  ; 

ensuite  8 y ~ 3oo  — i6z,  ct/|2/;=  5oo  -f-  2z  ; 

3oo  — îfiz  5oo  iz 

"S ’ etJ=  "^T'- 

Egalant ces  deux  valeurs  de/,  on  obtient  une  équation  en  z , de 

■ ,,  • 1075 

laquelle,  on  tire  z = ~~~  = 12  j. 

Ou 

Substituant  12  j pour  z dans  la  première  “valeur  de/,  il  vient 
3oo  — 200  , 

g =i»ï-  % 

Mettant  enfin  12  - pour  / et  pour  z,  dans  la  première  valeur  de 
x , on  trouve  x — 100—  25  ss  y 5. 

Il  y a donc  7 5 kil.  de  salpêtre,  12  -‘kil.  tant  de  soufre  que  de 
charbon,  sur  100  kilog.  de  poudre  ; ainsi  dans  la  composition  de 
la  poudre  à canon,  le  salpêtre  forme  les  * du  mélange;  le  soufre 
et  le  charbon  y entrent  chacun  pour  un  huitième. 

Voici  l’énoncé  de  quelques  questions  semblables; 

Faire  219  francs  avec  60  pièces , les  unes  de  5 francs  et  tes  autres 
de  2 francs. 

Réponse  : Il  faut  33  pièces  de  5 francs  et  27  de  2 francs. 

Une  voiture  est  chargée  de  5o  bombes  , les  unes  de  1 2 pouces  et 
les  autres  de  10  pouces  ; chacune  des  premières  pèse  72  kilngratn.  , 
et  chacune  des  secondes  5o.  Le  poids  tics  5o  bombes  est  de  2698  Ail. 
Combien  y a-t-il  de  bombes  de  chaque  espèce? 

Rép.  9 de  12,  /»  1 de  10. 

600  élèves  occupent  /,  étages  dans  le  meme  bâtiment  d'une  maison 
il' instruction.  Il  y a au  premier  deux,  fois  autant  d’élèves  qu'au 
quatrième  ; le  nombre  des  élèves  du  second  et  du  troisième  réunis , 
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est  égal  à celui  des 'élèves  du  p/c/nier  et  du  quatrième  réunis  aussi , 
et  il  y a au  troisième  les  f du  second.  Combien  y a-t-il  d'élèves  dans 
chaque  étage  ? 

Hep.  Au  premier  200,  au  second  175,  au  troisième  ia5,  ail 
quatrième  100. 

Dans  un  magasin  militaire , il  y a 3 espèces  de  grains.  Sur  1 00 
kilogrammes , la  première  espèce  contient  80  kitogr.  de  Jromcnt , 

12  de  seigle  et  8 d’orge ; la  seconde,  de  froment , i5  de  seigle 

et  1 n d’orge  ; et  la  troisième , 60  de  froment , 20  de  seigle  et  20 
d’orge.  Combien  faut-il  prendre  de  chaque  espèce  de  grains,  pour 
que  sur  100  kilogr.  il  y ait  73  kitogr.  de  froment,  i5  de  seigle  et 

13  (Forge. 

RÉp.  5o  kilogr.  de  la  première  espèce  , 20  de  la  seconde,  et  3o 
de  la  troisième. 

Des  cas  où  le  Problème  proposé  est  indéterminé  ou 
impossible  ; comment  le  calcul  le  fait  connaître  ; des 

, o a 

notations  — et  . 

O O 


65-  Quoiqu’on  ait  autant  d’équations  que  d’inconnues,  le  pro- 
blème, cependant,  est  quelquefois  indéterminé  ou  impossible; 
c’est-à-dil’e  qu’on  peut  assigner  une  infinité  de  nombres  pour  y 
satisfaire  , ou  qu’on  ne  peut  en  assigner  aucun. 

• Dans  le  premier  cas,  quelques  conditions  du  problème  sont  au 
fond  les  memes,  quoique  énoncées  différemment;  et  les  équations 
qtfi  en  résultent  sont  dérivées  les  unes  des  autres.  Dans  le  cas  d’im- 
possibilité, il  y a des  conditions  contradictoires. 

Voici  un  exemple  du  premier  cas.  Supposons  que  pour  résoudre 
un  problème  du  premier  degré , on  ait  à satisfaire  aux  deux  équa- 
tions, „ 

*’  2x  — 3r  — 100,  et  3x  — ^—zz  i5o. 

2 

Si  on  élimine  X,  l’équation  finale  en  y sera , , 


100  -f  3 y 
2 


i5o  -f- 


a y 


ou  3oo  -4-  gp"  — 3oo  + 9/. 


Il  est  évident  qu’on  satisfait  à cette  équation  , en  prenant  pour  y 
un  nombre  quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  néga- 
tif, etc.  La  raison  de  ce  fait  rçsulte  de  ce  que  la  seconde  des  équa- 
tions primitives  est  dérivée  de  la  première,  eu  y multipliant  chaque 
ternie  par  ’.  Ainsi  elle  n’introduit  point  de  nouvelle  condition  dans 
le  problème. 
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Prenons  pour  second  exemple  du  mèhic  cas  les  irois  équations , 
3a:  — 3/  -f-  4z  — 100  ; 

‘ix  /,_)  — 22  — i5o; 

/ et  je  — io/-+-io2  — 5o. 

Celle-ci  se  forme  en  retranchant  le  double  de  la  seconde  du  qua- 
druple de  la  première. 

Si  on  élimine  successivement  x et/,  on  trouve  pour  l’équation 
finale  en  z , 

i6z  48z 

17  = 5i  ’ OU  Z ' 

On  pourra  donc  prendre  un  nombre  quelconque  pour  z.  11  en 
serait  de  même  pour  x et  y;  ceci  pourtant  doit  s’entendre  dans  le 
sens,  qu’après’avoir  pris  arbitrairement  x ou  y ou  z,  on  calculera 
les  autres  d’après«cctte  supposition,  et  les  équations  données.  On 
reconnaît  donc  que  le  problème  reste  indéterminé  , lorsqu'on  peut 
satisfaire  a l'équation  finale  d’une  infinité  de  manières. 

Cependant,  on  diminue  considérablement  le  nombre  de  solutions 
dont  ces  sortes  de  problèmes  sont  susceptibles  en  général,  en  n’ad- 
mettant que  des  valeuas  entières  et  positives  pour  x,  y,  z Par 

exemple,  la  condition  que  x et  y soient  entiers  et  positifs,  dans 

l’équation  précédente  2*  — 3/  = soo,  de  laquelle  on  tire 

y y 

xxx.  5o  , exige  que  le  terme  -—soit  un  nombre  entier;  fai- 

y 3 î 

sant  donc  — ~ E,  on  aura yxx  a E;  ainsi  quelque  valeur  posi- 
tive et  entière  qu'ou  attribue  à l’indéterminée  E,  y sera  un  nombre 

• • • • • A y 

entier  positif;  et  il  en  sera  de  mémedea:,puisquca:=5o  -J- v+  —, 
Par  conséquent,  si  on  fait  successivement. 

E — o,  = 1 , = 2-,  = 3,=  4,  = etc. 

on  aura  , » _.  Jf." 

y — o,  xx  2 , — 4»  — 6,  — 8 , =r  etc. 

et  x xx  5o , — 53 , = 56  , xx  5q , 62 , = etc. 

r 

On  voit  par  là  comment  on  pourrait  payer  toof , en  donnant  des 
pièces  de  2r,  et  recevant  en  échange  des  pièces  de  3f. 

On  re&winait  qu’un  problème  est  impossible , lorsque  l’équation 
finale  renferme  quelque  absurdité , comme  légalité  de  deux  nom- 
bres inégaux. 

En  voici  des  exemples:  Qu’on  ait  à satisfaire  aux  deux  équa- 
tions : 
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6a-  — 8j  =z«9  ; et  gx  — i*y—  i3. 

- g -J-  By  i3  4-  I2E 

Eliminons.?',  nous  aurons  ? == . 

’ 6 9 

Ensuite,  8i  -t-  7».v;z:  78  + 7a/. 

Puis  7 ij  — 72)  zz:  78  — 81. 

Enfin  , o = 3 ; ce  qui  est  absurde. 

On  peut  donc  assurer  qu’il  est  impossible  de  satisfaire  à la  fois  • 
aux  deux  équations  primitives,  quelques  nombres  qu’on  prenne 
pour  x et  pour  y.  La  seconde  équation  a été  formée  en  multipliant 
le  premier  membre  de  la  première  par  et  le  second  membre 
par  y;  ce  qui  détruit  l’égalité  supposée.  Il  y a donc  contradiction  à * 
la  supposer  de  nouveau. 

C’est  encore  une  sorte  d'impossibilité,  lorsque  le  calcul  donne 
des  nombres  fractionnaires  ou  négatifs,  et  que  le  problème  ne  peut 
être  résolu  qu’avec  des  nombres  entiers  ou  positifs  ; mais  dans  ce 
cas  on  peut  satisfaire  aux  équations.  Par  exemple,  si  l’on  disait, 
il  y a 180  élèves  dans  les  deux  sections  d’une  classe,  et  il  y en  a i5 
de  plus  dans  l’une  que  dans  l’autre;  on  trouverait  97  I pour  l'une, 
et  82  j pour  l'autre.  Ces  deux  nombres  satisfont  bien  aux  conditions 
numériques,  puisque  leur  somme  est  180,  et  que  leur  différence 
est  i5;  mais  il  est  évident  qu’ils  ne  satisfont  point  au  problème; 
qui  . exige  des  nombres  entiers  , et  qu’il  est  impossible  qu'on  ait  à la 
fois  180  pour  la  somme,  et-i5  pour  la  différence  des  élèvesdes  deux 
sections. 

Pareillement,  si  l’on  supposait  que  deux  piles  de  boulets  sont 
telle^,  qu’on  trouve  100  , en  prenant  les  j de  la  première  .r  , et  la  i 
de  la  seconde^  ; 'et  qu’on  ait  1 20  en  prenant  les  y de  la  première  , 
et  les  ; delà  seconde,  on  trouverait  aoo  et — 100;  ces  nombres  sa- 
tisfont hienaux  équations,  mais  non  au  problème,  puisqu’il  ne  peut 
être  résolu  avec  des  nombres  négatifs. 

Toutefois  ces  solutions  dites  négatives  sont  susceptibles  d’inter- 
prétations : en  indiquant  une  absurdité  dans  l’énoncé  delà  ques- 
tion, elles  montrent  de  quelle  manière  il  peut  être  modifié  pour' 
que  l’absurdité  dispara is*c?4,n  valeur  négative—  ton  trouvée  pary 
dans  la  question  ci-dessus,  par  exemple,  deviendrait  une  valeur 
positive  -)-  100,  en  transformant  le  premier  énoncé  en  celui-ci: 
deux  piles  de  boulets  sont  telles  qu’on  trouve  iqo  en  retranchant  la 
| de  la  seconde  des  y «le  la  première , et  120  en  déduisant  les  | de  la 
seconde  des  y de  la  première.  En  général  la  valeur  négative  trouvée 
pour  l’inconnue  d’un  problème  , annonce  qu'il  faut  changer  sa  qua- 
lité dans  la  qualité  opposée,  des  degrés  de  chaleur  en  degréstle  froid , 
par  exemple  ; une  vilç*s>e  dans  une  certaine  direction  , en  une  vi- 
tesse dans  une  direction  opposée,  un  avoir  en  une  dette,  un  gain  en 
une  perle,  etc.,  lorsque  la  nature  de  la  question  se  prête  à de  telles 
interprétations;  dans  le  cas  contraire  on  change  partout  le  signe 
de  l’inconnue,  et  on  rend  l'énoncé  conforme  à ce  changement.  Si  la 
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question  ne  sc  prèle  ni  à ce  changement  de  qualité,  ni  à ce  change- 
ment d’énoncé,  la  solution  est  impossible.  -, 

• ' , o 

Expliquons  maintenant  ce  qu’on  doit  entendre  par  — , et  par 


— , a étant  un  nombre  fini  quelconque. 

D’abord,  est  en  général  le  symbole  d’une  quantité  indéter- 


minée.  En  effet,  si  l'on  — , on  en  conclut  o.x  o.  Ce  qui 

ifj.  ° . 

se  vérifié  pour  toutes  les  valeurs  finies  qu’on  donnerait  a x , puis- 
que tout  nombre  multiplié  par  zéro  donnerait  un  produit  nul. 

a , , a 

Ensuite,  — est  le  symbole  de  l’infini.  En  effet,  soit  x — — -,  „ 

on  en  déduit  o . x zz  a,  d’où  o zz-^-\  ce  qui  indique  que  x doit 

x \ 

être  tel  que  le  quotient  de  a par  sa  valeur  soit  nul  ; or  il  est  évi- 
dent qu’il  n’existe  aucun  nombre,  .soit  entier,  soit  fractionnaire, 
propre  à remplir  cette  condition;  cependant  plus  x sera  grand, 


plus  le  quotient — sefa  petit;  il  s’approchera  donc  sans  cesse  dco 

à mesure  qu’on  fera  croître  x , et  pour  qu’il  atteignit  cette  limite  , 
il  faudrait  que  x fût  infiniment  grand  ou  infini,  ce  qu’on  exprime 
par  x — oo  • 

Qu’on  applique  les  formules  générales  des  équations  du  premier 
degré  aux  exemples  précédens,  on  trouve,  , 

o o 3 , " ’ . 

x — y zz  , et  z zz  dans  ceux  du  premier  cas; 

4 o 

x = — , et  y — — , dans  l’exemple  du  second  cas. 


L’expression  — — , à laquelle  on  parvient  quelquefois  par  suite 

de  certaines  hypothèses,  n’est  point  toujours  un  symbole  d’indé- 

■ a’  — b1 

tefroination.  Si  l’on  avait,  par  exemple,  x zz  _ -ç , et  qu’on 

supposât  a = b , l’expression  x zz  à laquelle  on  arrive,  pour-, 

rait  faire  penser  que  x est  indéterminé,  bieyqju’i}  ne"  le  soit  pas 

* 

En  effet  si  l’on  simplifie  l’expression 


•b2  T*  . 

— jj-en  divisant  numéra- 
teur et  dénominateur  par  a — b , on  a af-zz  a + b , cl  à cause  de 
b zz  u,  x zz  2 a,  valeur  déterminée.  Ou  voit  qu'en  général  lors- 
qu'on rencontre  une  expression  — — , il  faut,  avant  de  prononcer 
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sur  sa  valeur,  chercher  s'il  n'y  avait  point  quelque  facteur  com- 
mun qui,  en  devenant  nul,  aurait  rendu  les  deux  termes  de  la 
fraction  égaux  à o en  même  temps  , et  faire  disparaître  ce  facteur 
commun  avant  tout , si  l’on  reconnaît  sa  présence.  Il  y a cepen- 
dant des  tas  qui  échappent  à cette  méthode,  il  ne  nous  est  point 
permis  de  nous  y arrêter;  ne  poussons  donc  pas  plus  loin  l'examen 
de  ces  cas  singuliers,  dont  on  trouve  le  développement  dans  les 
grands  Traités  de  Mathématiques.  ’ - ' 


Des  équations  du  deuxième  degré  à une  inconnu^. 

()6.  Une  équation  à une  inconnue  est  du  second  degré,  lors- 
que l'inconnue  s’y  trouve  multipliée  par  elle-même.  Telles  sont  les 
équations, 

x'  zx  ioo  ; 5y’  = ia5;  az’  = b; 

a et  b étant  des  nombres  connus.  Les  équations  x'  t^x  — ja  , et 
x * -J-  px  — q , sont  aussi  du  second  degré. 

On  forme  ces  équations  , comme  celles  du  premier  degré;  mais 
pour  les  résoudre,  il  faut  des  règles  particulières , dépendantes  de 
la  formation  duquarré,  et  de  l’extraction  de  la  racine  quarrée 
d’un  nombre. 

A 

De  la  Formation  du  quatre. 

(5*7 . Le  produit  d’un  nombre  multiplié  par  lui-méme,  s'appelle 
quarré , ou  seconde  puissance  de  ce  nombre.  Ainsi , îoo  est  le  qnarré 
de  ro , et  a*  est  celui  de  a. 

Le  dénomination  de  quarré  vient  de  la  Géométrie , parce  que 
pour  évaluer  la  surface  d’un  quarré , il  faut  multiplier  par  lui- 
même  le  côtç  de  ce  quarré,  ou  plutôt  le  nombre  qui  en  exprime  la 
valeur;  c’est  ce  que  l’on  verra  par  la  suite. 

La  dénomination  de  seconde  puissance  vient  de  ce  que  le  nombre 
y est  deux  fois  facteur. 

On  indique  le  quarré  d’un  nombre  par  l'exposant  2,  et  on  l’ef- 
fectue par  la  multiplication.  Ainsi, 

celui  de  îo  = (io)’  = io’=  îo  X io  = ioo. 
celui  de  a = (a)*  zz  a X a=aa  — a'  ; 

pareillement,  celui  de  a + b,  est  a + b y 
ou(a-f-è)’=(o-f-ô)(a  + ô)  = a:‘-j-2aô-J-ô'. 

De  même , 

( a _ b )*  [ a — b ) (a  — b ) = a'  — a ab  -+•  /<*; 


(a  \ 2 a a a2 

~T ) ~Ty'~b—~ië 
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De  V extraction  de  la  Racine  quarrée . 

«t- 

» 

G8-  La  racine  quarrée  d'un  nombre  est  le  nombre  qui,  multi- 
plié par  lui-même  , lionne  un  produit  égal  à ce  nombre.  Aiasi,  10 

est  la  racine  quarr^  de  ioo;  -g-  celle  de  — ; a celle  de  a’;  a rf-  b 

celle  de  a a °b  b'  ; a — b celle  de  a*  — 2 ab  -J-  b * ; -—celle 

d’  2 2 4 , 

de  -£j-.  En  effet,  10X10  = too;  -y  X — — — ; a X a — a , 

etc .... 

On  indique- la  racine  qififrrée  par  ce  signe  f qu’on  nomme 
signe  radical , ou  simplement  radical.  Ainsi,  pour  indiquer  la  ra- 
cine quarrée  d’un  nombre  quelconque  a,  on  écrit  ^ a,  et  on  pro- 
nonce racine  quarrée  de  a,  ou  simplement  racine  a,  quand  il  n’y 
a point  d’équivoque  sur  l’espèce  de  la  racine. 

L’extraction  de  la  racine  quarrée  embrasse  deux  cas,  suivant 
que  le  nombre  est  exprimé  par  des  chiffres  ou  par  des  lettres  ; com- 
mençons par  le  premier. 

Celui-ci  peut  admettre  deu*  sous-divisions,  selon  que  le  nombre 
proposé  est  ou  n'est  pas  un  quarré  parfait,  c’est-à-dire  tel  qu’on 
peut  ou  qu'on  ne  peut  pas  en  extraire  exactement  la  racine 
quarrée. 

Supposons-qu’il  s’agit  d’un  quarré  parfait.  Il  faut  savoir  d’abord 
de  mémoire  la  facine  des  quarrés  qui  ne  passent  point  ioo.  En 
voici  le  tableau  : 

Quarrés i.  4-  9-  >6.  2.Ç.  36.  49-  64-  8i.  ioo. 

Racines  quarrées..  x.  a.  3.  4.  5.  6.  7.  8.  9.  10. 

Si  le  quarré  donné  est  plus  grand  que  100,  il  faut  une  règle 
liculière,  dépendante  de  la  formation  du  quarré  des  nombres 
grands  que  10,  ou  composés  de  dixaines  et  d’unités. 

Désignons  un  nombre  quelconque  par  a -f-  b ; a exprimant  les 
dixaines,  et  b les  unités  de  ce  nombre.  On  aura  pour  le  quarré, 

( a -f-  b)1  az  -f-  a ab  -j-  b1. 

Ainsi,  le  quarré  d’un  nombre  composé  de  dixaines  et  d’unités  , 
contient  3 parties,  savoir  : «*,  ou  le  quarré  des  dixaines;  2 ab,  ou 
a«  X b,  ou  le  produit  du  double  des  dixainc»multiplié  parles 
unités;  et  b1,  ou  le  quarré  des  unités. 

Soit  24  Ie  nombre  proposé  : « vaudra  2 dixaines  ou  20  unités, 
et  b égalera  4 unités;  le  quarré  comprendra  donc, 
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- n‘  ou  (20)’ 400 

2 ab  ou  2 nyC.fi  ou  /J o X 4,  ou  160 
Ü * ou  (4)’  ou 1G 

et  a'  -}-  mit  -f-  b'  ou  (2 4)’  = 876 


Cç  résultat  s’accorde  avec  le  produit  de  2^  multiplié  par  24, 
qu’on  trouve  être  égal  à 576. 

Si  le  nombre  renfermait  des  centaines,  ou  des  mille,  ou,  etc., 
on  réduirait  ces  centaines,  ou  ces  mille,  etc. , en  dixaincs.  Soit, 
par  exemple,  le  nombre  ia5,  dont  on  demande  le  qüarré , «vau- 
dra 12  dixaincs  ou  120  uuités,  et  b égalera  5 unités.  On  aura  pour 


le  quarré, 

a‘  = ( 1 20 )*-  i44oo 

2 ab  — la.b  — 240  X 5 I200 

b 1 = (5)* a5 

et  a'  -{-  a ab  -J-  fi’  — (12a)* 156x5 

* “““T""- ' 

Soit  encore  iü2o3  le  nombre  proposé.  Ici,  a — 1020  dixaincs 
ou  10200  unités  , et  b — 3 unités.  Donc , 


!a  ou  ( 10200)*  . . 
2 ab  ou  20400  X 3 
fi*  ou  (3)’ 


104040000 
G 1200 
9 


Kt  (10203)’=  . . . 104101209 


Après  avoir  vu  comment  on  forme  le  quarré  , 01V, comment  on  va 
de  la  racine  au  quarré,  voyons  comment  on  extrait  la  racine 
quarrée,  ou  comment  on  revient  du  quarré  à la  racine.  Exposons 
et  appliquons  la  règle  en  même  temps;  nous  la  démontrerons  en- 
suite : c’est  le  moyen  de  la  faire  mieux  comprendre. 

%*■ 

EXEMPLE  Ier. 


Soit  proposé  d’extraire  la  racine  quarrée  de  57G. 

Quarré  donne  . . . 5,76  24  Racine  demandée. 

Quarré  des  dixaincs  . . 4 — 1 

* 


17,6 

176 


44 


o 

Exposition  delà  Réglé.  Ecrive*  5?G  ; tirez  mie  ligne  verticale 
h la  droite  de  ce  nombre,  comme  si  vous  vouliez  faire  unedivi- 
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sion;  décomposez  ce  nombre  en  deux  tranches,  allant  de  droite  a 
gauche,  et  en  prenant  deux  chiffres  pour  la  première.  On  indique 
la  séparai  ion  tdcs  tranches  par  une  virgule,  comme  on  l’a  fait  ici, 
ou  par  uji  trait  vertical.  La  première  tranche,  dans  notre  exemple, 
est  76  , et  la  seconde,  5. 

Extrayez  la  racine  quarrée  de  4 > qui  est  le  plus  grand  quarré 
contenu  dans  5,  cette  racine  est  2.  Ecrivez-la  à la  droite  de  $76, 
et  vous  aurez  les  dixaines  de  la  racine  cherchée.  Otez  4 de  5 ; à 
coté  du  reste  1 , écrivez  76  pu  la  première  tranche,  ce  qui  donne 
176.  Faites  pour  un  moment  abstraction  du  chiffre  des  unités , 6. 
A la  droite  de  176,  écrivez  4»  double  des  dixaines  de  la  racine; 
divisez,  17  par  4-  Ecrivez  le  quotient  4 à la  droite  des  deux  dixaines 
de  la  racine;  ce  sera  le  chiffre  des  unités.  Pour  le  vérifier,  écrivez- 
le  aussi  à la  droite  de  4 » ou  du  diviseur  dont  on  vient  de  parler. 
Multipliez  44  par  4 , le  produit  176  étant  retranché  du  reste  pré- 
cédent, il  ne  reste  rien  ; d'où  l’on  conclut  que  576  a 24  pour  ra- 
cine quarrée  exacte.  On  vérifie  cette  conclusion,  en  calculant  le 
quarré  de  24  , qu’on  trouve  être  égal  à 576. 

Dcmonstratiou  de  la  Règle.  Le  nombre  donné  5j6  étant  plus 
grand  que  100,  sa  racine  est  plus  grande  que  10.  Elle  est  donc 
composée  de  dixaines  et  d'unités  ; ainsi,  Sy6  contient  le  quarré  des 
dixaines,  plus  le  produit  du  double  des  dixaines  par  les  unités  ; 
plus , enfin  , le  quarré  des  unités  de  cette  racine.  Pour  retrouver  le 
quarré  de  ces  dixaines  dans  5y6 , observons  qu’il  11c  peut  être  que 
l’un  des  nombres  suivans  : 100,  4°o,  9°o>  etc. , quarrés  de  1,  de  2 , 
de  3 , etc. , dixaines  , ou  de  10,  de  20,  de  3o , etc. , unités.  En  gé- 
néral, un  quarré  de  dixaines,  évalué  en  unités,  est  terminé  par 
deux  zéros.  D'après  cela,  si  l’on  fait  abstraction  de  ces  zéros,  le 
quarré  du  chiffre  des  dixaines  ne  peut  se  trouver  que  dans  le  chiffre 

5 qui  exprime  des  centaines.  Voilà  pourquoi  on  a mis  deux  chiffres 
dans  la  première  tranche  76. 

Le  plus  grand  quarré  contenu  dans  5 , étant  4 , dont  la  racine 
est  2 , on  a 2 pour  le  chiffre  des  dixaines  de  la  racine  de  576. 

Pour  trouver  ensuite  le  chiffre  des  unités  , on  divise  le  produit 
du  double  des  dixaines,  multiplié  par  les  unités  , par  le  double  des 
dixaines.  Il  faut  donc  avoit;  ce  produit  ;or,  il  11e  peut  être  compris 
que  dans  les  17  dixaines  du  reste  176,  puisque  le  produit  d’un 
nombre  de  dixaines,  multiplié  par  des  unités,  est  nécessairement 
terminé  parmi  zéro.  Voilà  pourquoi  on  a fait  abstraction  du  chiffre 

6 des  unités,  on  a pris  17  pour  le  produit  du  double  des  dixaines 
par  les  unités,  et  pourquoi  on  a divisé  17  par  4>  double  des 
dixaines.  Le  quotient  4 étant  le  chiffre  des  unités,  on  doit  l’écrire 
à droite  du  chiffre  2 des  dixaines.  Pour  le  vérifier,  on  l’écrit  aussi 
à côté  du  diviseur  4«  ou  du  double  des  dixaines;  il  est  évident 
que  44  qui  en  résulte,  contient  le  double  des  dixaines,  plus  les 
unités;  donc,  en  multipliant  ce  nombre  par  les  unités,  ou  par  4, 
011  obtient  le  produit  du  double  des  dixaines  par  les  unités,  plus 
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lê  quarré  des  unités , c'est-à-dire,  les  deux  dernières  parties  du 
qnarré  de  a.',  ; en  les  retranchant  du  reste  176,  on  épuise  leqnarré 
de  a/» , puisqu'on  a déjà  retranché  la  première  partie,  ou  le  quarré 
«les  dixaines.  * 


EXEMPLE  II. 

Soit  proposé  d’extraire  la  racine  quarrée  de  9216. 


Quarré  donné  . . 
Quarré  des  dixaines 


Ol'KBÀTIOJf. 

92,16 
Si 


'•s. 


1 1 1,6 
1116 


96  Racine  demandée. 


186 


l.c  plus  grand  qnarré  contenu  dans  92,  est  81.  C’est  celui  des 
dixaines.  Il  y en  a donc  9.  On  les  écrit  à la  racine.  On  retranche  81 
de  92  ; et  à ct’>té  du  reste  1 1 , on  abaisse  16.  On  fait  abstraction  du 
chiffre  6.  On  considère  1 1 1 comme  le  produitdu  double  des  dixaines, 
multiplié  par  les  unités,  sauf  un  reste  dont  on  parlera  plus  bas. 
On  divise  111  par  18,  double  des  dixaines  de  la  racine  demandée; 
le  quotient  6 est  le  chiffre  des  unités  de  la  même  racine.  Pour  le 
vérifier,  on  l’écrit  à côté  de  18,  eton  le  multiplie  par  le  nombre  186; 
on  retranche  le  produit  11 16  du  même  nombre  1116  qui  restait  du 
qualPré  donné  9216,  après  la  soustraction  de  81  centaines,  ou  du 
qjiarré  des  dixaines.  Le  reste  final  étant  iéro,  on  en  conclut  que  96 
est  la  racine  quarréeexacte  de  9216. 

Ces  exemples  suffisent  pour  le  cas  où  le  quarré  donné  est  plus 
petit  qué  10000.  Voyons  comment  la  même  règle  s’étend  aux  quar- 
rés  qui  sont  plus  grands  que  10000,  et  qui  se  décomposent  en  plus 
de  deux  tranches. 


EXEMPLE  1er. 
Extraire  la  racine  quarrée  de  i56a5. 
Quarré  donné  . , i,56,a5 


o 5,6 
4 4 

122,5 

122  5 


1 2 5 Racine  demandée. 


22 
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Divisez  i56a5  en  tranches,  en  allant  de  droite  à gauche,  com- 
posez chaque  tranche  de  2 chiffres  , à l'exception  de  la  dernière  vers 
la  gauche,  qui  n’en  aura  qu’un.  Extrayez  la  racine  quarrée du  plus 
grand  quarré  contenu  dans  cette  tranche;  ici  c’est  1 , dont  la  racine 
est  1.  Ecrivez  ce  chiffre  à la  racine.  De  la  tranche,  ôtez  le  plus 
grand  quarré  1 qu’elle  contient;  il  ne  reste  rien,  Abaissez  la  tran- 
che suivante  56;  faites  abstraction  du  chiffre  6 des  unités;  divi- 
sez les  5 dixaines  restantes  par  2,  double  du  chiffre  1 déjà  mis  a 
la  racine.  Le  quotient  2 s’écrit  à la  droite  du  chiffre  1 de  la  raejner, 
ainsi  qu’à  la  suite  du  diviseur  2,  qu’on  suppose  déjà  écrit  sur  la 
même  ligne  que  Te  dividende  56.  Multipliez  22  par  le  quotient  a;- 
écrivez  le  produit  44  sous  la  tranche  56.  Faites  la  soustraction;  à 
côté  Ju  reste  12 , abaissez  la  tranche  25;  il  en  résulte  1225.  Faites-y 
abstraction  du  chiffre  5 des  unités;  divisez  les  122  dixaines  restantes 
par  24,  double  du  nombre  12 , déjà  écrit  à la  racine.  Ecrivez  le 
quotient  5 à la  droite  de  12,  et  à celle  du  diviseur  24.  Multipliez 
245  par  5,  et  retranchez-en  le  produit  de  1225.  Comme  il  ne 
reste  rien,  on  en  conclut  que  ia5  est  la  racine  quarrée  exacte  de 
1 5625. 


EXEMPLE  II. 


Extraire  la  racine  quarrée  de  104101209. 


1,04,10,12,09 

10203 

I 

.04,1,0 

20a 

404 

61,20,9 
6l  20  9 

2o4o3 

O 

Dans  cet  exemple,  on  a 5 tranches  ; les  4 premières  de  2 chiffres, 
et  la  dernière  d’un  chiffre,  vers  la  gauche.  On  extrait  la  racine 
quarrée  de  1,  qui  est  le  plus  grand  quarré  contenu  dans  cgtte 
tranche.  On  écrit  1 à la  racinc;on  ôte  le  quarré  -i.de  la  tranche  1 ; il 
ne  reste  rien.  On  abaisse  la  tranche  suivante  04.  On  y fait  abstrac- 
tion du  chiffre  4 des  unités.  Comme  alors  il  n’y  aurait  rien  à divi- 
ser, on  écrit  o à la  suite  du  chiffre  1 de  la  racine.  On  abaisse  la 
tranche  10  à côté  de  4 ; il  en  résulta  410.  On  fait  abstraction  du 
chiffre  o des  unités,  et  on  divise  les  l\i  dixaines  par  20,  double 
de  10,  déjà  mis  à la  racine.  Le  quotient  2 s’écrit  à la  droite  du 
diviseur  20,  et  à la  suite  de  10,  à la  racine.  On  multiplie  202  par 
2.  Le  produit  4°4  sc  retranche  de  410.  A côté  du  reste  6^  on 
abaisse  la  tranche  12;  il  en  résulté  612.  Comme  en  y faisant  ab- 
straction du  chiffre  2 des  unités,  le  nombre  restant  61  ne  pourrait 
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se  diviser  par  204,  double  de  103,  déjà  écrif  à la  racine,  on  met  o 
à la  racine,  et  on  abaisse  la  tranche  09  à côté  de  61  a : il  en  résulte 
61209.  Dn  continue  à y faire  abstraction  du  chiffre  9 des  unités,  et 
on  divise  6120  par  20/40,  double  de  1020  , déjà  trouvé  pour  la  ra^ 
cine.  Le  quotient  3 s’écrit  à la  racine , qui  devient  ioao3,  et  à la 
droite  du  diviseur  2040  ; ce  qui  donne  2o/,o3.  On  multiplie  2o4o3 
par  3,  et  le  produit  61209  «tant  retranché  de  61209,  il  ne  reste 
rien;  d’où  l’on  conclut  que  10203  est  la  racine  quarrée  exacte  de 

ÏÇ/j  J O t 20g'. 

v Démontrons  la  règle  qu'on  a suivie  dans  ce4  deux  exemples; 
* elle  est  une  extension  de  celle  qu’on  a déjà  exposée  et  démontrée. 

Reprenons  i5625.  Ce  nombre  étant  plus  grand  que  100  , sa  ra- 
cine est  plus  grande  que  10.  Elle  est  donc  composée  de  dixaines  et 
d’unités;  cl  i5625  contient  les  3 parties  ordinaires,  le  quarré  des 
dixaines,  le  produit  du  double  des  dixaines  multiplié  par  les  uni- 
tés, et  le  quarré  des  unités. 

Pour  avoir  le  quarré  des  dixaines,  il  faut  d’abord  faire  abstrac- 
tion du  chiffre  5 des  unités , et  de  celui  des  dixaines  2.  Voilà  la 
première  tranche  25.  Ce  quarré  est  donc  compris  dans  i56.  Ce 
nombre  étant  plus  grand  que  100,  la  racine  du  plus  grand  quarré 
qui  y est  contenu , est  clle-mèine  plus  grande  que  10.  Elle  est  donc 
aussi  composée  de  dixaines  et  d’unités.  Pour  avoir  le  quarré  de  ceS 
nouvelles  dixaines,  il  faut  de  nouveau  faire  abstraction  du  chiffre  6 
des  unités,  et  du  chiffre  5 des  dixaines.  Voilà  donc  la  seconde 
tranche  56.  On  trouvera  par  la  méthode  déjà  démontrée , que  la 
racine  du  plus  grand  quarré  dans  i56,  est  12,  Pour  trouver  le 
troisième  chiffre  5,  celui  des  unités,  on  retranche  144  , quarré  de 
12,  de  1 56.  A côté  du  reste  12  ; on  abaisse  a5;  il  en  résulte  1220. 
On  divise  les  122  dixaines  de  ce  nombre  par  24  , double  des  12 
dixaines  de  la  racine  , ainsi  qu’on  l'a  expliqué. 

Reprenons  aussi  104101209.  Eu  raisonnant  comme  on  vient  de 
faire,  on  séparera  d’abord  deux  tranches,  en  allant  de  droite  à 
gauche;  il  restera  10410,  dont  il  faudra  extraire  la  racine  quarrée, 
nu  du  moins  celle  du  plus  grand  quarré  qui  y est  contenu.  Par  le 
meme  raisonnement,  on  aura  de  nouveau  3 tranches  , et  on  trou- 
vera'102  pour  racine,  avec  le  reste  6.  On  regardera  102  comme  les 
dixaines  de  la  racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  1041012. 
Op  trouvera  o -jfbur  les  unités.  On  considérera  1020  comme  les 
dixaines  de  la  racine  quarrée  du  quarré  donné,  et  011  trouvera  3 
pour  les  unités,  en  employant  toujours  les  mêmes  raisonnemensj 

On  peut  donc  généraliser  la  règle  de  cette  manière  : Divisez  le 
quarré  donné  en  tranches  de  deux  chiffres  , en  allant  de  droite  à 
gauche.  La  tranche  la  plus  avancée  vers  la  gauche  pourra  n'avoir 
qu’un  chiffre.  Cela  arrivera  toutes  les  fois  que  le  quarré  aura  un 
nombre  impair  de  chiffres.  Extrayez  la  racine  du  plus  grand  quarré 
contenu  dans  celte  tranche  ; ce  sera  le  premier  chiffre  de  la  racine ; 
formez  le  quarré  de  ce  chiffre  et  retranchez -le  de  la  tranche  dont 
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nous  venons  de  parler.  A côté  du  reste,  abaissez  la  tranche  suivante  ; 
faites <gr  abstraction  du  chiffre  des  unités  ; divisez  te  nombre  restant 
par  le  double  des  chiffres  déjà  mis  à la  racine.  Le  quotient  seta  le 
second  chiffre  de  la  racine  ; on  l'écrira  à droite  du  premier.  Pour 
le  vérifier , on  l’écrira  aussi  ii±  droite  du  diviseur  précédant  ; on 
multipliera  le  nombre  qui  en  résulte  par  ce  meme  quotient  ; le  pro- 
duit te  retranchera  du  nombre  total , où  l’on  avait  fait  d’abord  ab- 
straction du  ch  'ffre  des  unités.  Si  le-  produit  était  trop  grand , on 
diminuerait  le  chiffre  de  la  racine , ainsi  que  te  quotient , jusqu’il  ce 
que  la  soustraction  put  s’effectuer.  A côte  du  reste,  on  abaisserait 
une  nouvelle  tranche,  et  on  trouverait  le  troisième  chiffre  de  la  ra- 
cine , ainsi  que  les  suivons , comme  on  a trouvé  le  second. 

La  crainte  de  prendre  un  quotient  trop  grand,  en  fait  quelquefois 
employer  un  trop  petit;  on  reconnaît  cette  erreur  de  cette  manière  : 
on  ajoute  t au  double  du  nombre  déjà  écrit  à la  racine;  si  le  reste 
est  le  meme,  ou  plus  grand  que  la  somme,  il  faut  augmenter  le 
quotient;  mais  il  est  rare  que  l'on  tombe  dans  cette  faute.  Voici  la 
raison  de  cette  règle  : Soit  à le  nombre  déjà  mis  à la  racine  ; son 
quarré  sera  aa;  celui  de  a -}-  i,  est  a’  -+-  ua  -J-  (.  La  différence  de 
ces  q narrés  est  ia  -J-  i.  Donc,  si  le  reste  .vaut  2a  -j-  i , ou  même  est 
> 2(1  + i , la  racine  a est  trop  petite,  et  il  faut  l’augmenter  au 
moins  d’une  unité. 

Le  moyen  le  plus  commode  pour  se  familiariser  avec  la  pratique 
d& l'extraction  de  la  racine  quarrée,  c’est  de  former  des  quarrés  , 
et  d’en  extraire  ensuite  la  racine. 

On  abrège  aussi  les  calculs,  en  faisant  les  soustractions  en  même 
temps  que  les  multiplications;  mais  ceci  tient  aux  règles  de  calcul 
données  dans  l’Arithmétique. 

Si  le  quarré  donné  pouvait  se  diviser  par  4 , ou  par  9 , ou  par  a5, 
enfin  par  un  quarré,  ou  gagnerait  à le  faire.  Ou  extrairait  ensuite 
la  racine  quarrée  du  quotient,  et  on  la  multiplierait  para,  ou  par  i, 
ou  par  5;  enfin  par  la  racine  du  quarré  diviseur.  On  la  multiplie- 
rait par  le  produit  des  racines,  si  ou  avait  divisé  successivement 
par  plusieurs  quarrés.  Soit  proposé  d’extraire  la  racine  quarrée  de 
36864  » je  divise  par  4 , le  quotient  est  9216;  je  divise  de  nouveau 
par  4 » il  vient  a3o4  au  quotient;  je  divise  enfin. par  9 , et  le  quo- 
tient est  256,  dont  la  racine  est  16;  je  multiplie  16  par  12,  pro- 
duit des  3 racines  2 , 2 et  3 , et  j’ai  192  pour  racine  quarrée  cxajtte 

de  36864. 

Voici  la  raison  de  cette  règle  : Désignons  par  a % b % c’,  etc. , les 
quarrés  diviseurs  ; le  nombre  donné  est  donc  de  la  forme  a ’ b 1 c a né, 
in ’ étant  le  quotient  final. 

O11  a évidemment  V' a’b’c’m'  — abcm; 
puisque  '/cni)‘  — abcm  X abcm  — a'b’c'ni  . 


Au  su  us  , ceci  est  plus  curieux  qu’utile. 

On  doit  rapporter  au  cas  actuel  celui  où  le  nombre  donné,  quoi 
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que  renfermant  des  parlies  décimales,  est  toujours  un  quarré  par- 
fait,  c'est-à-dire,  le  produit  d’un  nombre  multiplié  par  lui-même. 
La  qmltiplication  des  parties  décimales  fait  voir  que  le  quarré  d'un 
nombre  qui  en  contient,  doit  avoir  a fois  autant  de  chiffres  déci- 
maux qu’il  y en  a dans  ce  nombre,  et  réciproquement  qu’il  y a à la 
racine  moitié  moins  de  chiffres  décimaux  qu’au  qnarré.  Ainsi  sup- 
posons qu’il  y en  ait  n dans  l’une,  il  y en  aura  nécessairement  a ri 
dans  l’autre.  D’après  cela,  on  extrait  d'abord  la  racine  quarrée 
comme  si  tout  le  nombre  était  entier;  ensuite  on  y indique,  en 
allant  de  droite  à gauche,  le  nombre  convenable  «le.  chiffres  déci- 
maux ; n par  exemple , s’il  y en  a in  au  quarré  donn’5.' 

EXEMPLES. 

V 1999824  = donc,  V 1999 8,a^=  17I,  a; 

V 199,9824  = 17,3a;  V 1.99^824  = i,73a; 

0,01999824  = 0,173a;  \/ 0,0001999834  = 0,0173a. 


6q.  Examinons  maintenant  le  cas  où  la  racine  quarrée  ne  peut 
s’extraire  exactement.  Ce  qui  arrive  toutes  les  fois  que  le  nombre 
donne  n’est  point  un  quarré  parfait , ou  le  produit  d’un  nombre 
multiplié  par  lui-mèihe. 

Alors  on  extrait  la  racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  ce 
nombre.  Ainsi  la  racine  quarrée  de  ia345  , est  1 11 , à moins  d'une 
unité,  et  même  à moins  d’une  demi-unité.  En  général,  soit 
a — 1?  c;  a étant  le  nombre  donné , b'  JS  plus  grand  quarré  qui 

y soit  contenu,  et  c leur. différence.  On  prendra  b pour  la,  racine 
quarrée  de  a.  ^ 

(^jjelquefois,  au  lieu  de  la  racine  du  qnarr».ûnmédiatement  plus 
pejfr  que  lê'nombre  donné,  on  prend  celle  du  .quarré  immédiate-' 
ment  pMbs  grand  : cela  se  fait  lorsque  ce  dernier  diffère  moins  que 
le  premier  de  ce  npmbre  donné.  Ainsi  la  racine  quarrée  de  i56i5  , 
est  plus  proche  de  125  que  de. 124  ; on  a par  ce  moyen  la  racine 
quarrée  à moins  d’une  demi-unité.  Il  en  serait  de  même  si  le  nom- 
bre renfermait  des  parties  décimales;  on  vient  de  voir  que  la  ra- 
cine quarrée  de  ia345  est  1 1 1 , à moins  d’une  demi-unité.  Ainsi  on 
pqgndra  , 


11,1  pour  123,56;  1,11  pour  V^.',a345,  et  0,111  pour 
|/ 0,0 ia345.  De  même  au  lieu  de  1 56, 1 5 , ou  de  i,56i  5,  ou 

de  V o,oi56i5,  on  emploierait  i56,a5,  ou  i,56a5  , ou 

V' o,oi56a5  , et  par  conséquent  12, 5,  ou  i,a5,  ouo,ia5. 

On  a par  ce  moyen  la  racine  à moins  d’une  demi-uniçé’Hdécimale 
de  l’ordre  n,  s’il  y a in  chiffres  décimaux  au  quarré,  et  par  consé- 
quent n à la  racine. 


t 
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On  suppose  toujours  que  les  chiffres  décimaux  sont  en  nombre 
pair,  au  nombre  dont  on  propose  d'éxfrairc  la  racine  quarrée  ; au- 
trement le  plus  grand  quarré  qu’on  ÿ trouVe , abstraction  faite  de 
la  virgule,  n’en  serait  plus  un  lorsqu’on  y remettrait  la  virgule,  puis- 
qu’ayant  un  nombre  impair  de  chiffres  décimaux,  il  ne  serait  point 
le  produit  d'nn  nombre  multiplié  par  lui-méme.  Dans  ce  cas,  on 
écrit  i ou  3 , ou  5 zéros  à la  droite  du  nombre  donné;  mais  nous  y 
reviendrons. 

Pour  obtenir  la  racine  quarrée  avec  une  plus  grande  approxima- 
tion, voici  la  règle  qu’on  suit  ordinairement. 

S’il  s’agit  de  prendre  la  racine  quarrée  d’un  nombre  entier , on 
écrit  à la  droite  de  ce  nombre  deu.r  Jois  autant  de  zéros  qu'on  veut 
avoir  de  chiffres  décimaux  à la  racine  ; on  extrait  ensuite  la  racine 
quarrée  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  le  nouveau  nombre.  On 
sépare  dans  cette  racine , en  allant  de  droite  à gauche  , le  nombre 
convenu  de  chiffres  décimaux. 


EXEMPLE. 


Extraire  la  racine  quarrée  de  a , à moins  d’un  millième. 


2,000000 
10,0 
4®, o 
X'9°»° 
6o4 


i,4«4 


»4 

2$  I 
2824 


On  écrit  donc  6 zéros  à la  droite  du  nombre  donné  2 , parce 
qu’ou  veut  aVoir  8 chiffres  décimaux  à la  racine  quarrée.  On  trouve 

1414  pour  2000000,  avec  un  reste  6o4  qu’on  néglige.  On  a donc 

T-, 4i4  po«r  |^2 , à moins  d'un  millième.  En  effet,  (i.4»4>)’  — 

1,999396,  et(i,4i5)’ = 2, 002225.  Ainsi 2 > 1,414  , et^jj>^i5, 
plus  proche  du  premier  nombre  que  du  second. 

Voilà  la  règle  : en  voici  la  démonstration.  On  veut  que  la  racine 
ait  n chiffres  décimaux;  îl  faut  donc  employer  un  quarré  qui  en 
ait  an.  Dans  cette  vue,  on  écrit  2 fois  n zéros  à la  droite  du  nombre 
donné,  et  on  considère  ces  2 n zéros  comme  des  chiffres  décimaux. 
Le  plus  grand  quarré  contenn  dans  le  nombre  ainsi  transformé  en 
parties  décimales,  a nécessairement  2. fois  n chiffres  décimaux, 
comme  on  le  suppose.  On  donnera  une  seconde  démonstration , 
lorsqu’on  aura  expliqué  l’extraction  de  la  racine  quarrée  des  frac- 
tions ordinaires.  * 

S’il  s’agit  d’extraire  la  racine  quarrée  d’un  nombre  qui  renferme 
déjà  des  parties  décimales,  et  qu’on  veuille  toujours  n chiffres  dé- 
cimaux à la  racine,  on  écrit  à la  droite  du  nombre  donné  autant 

9* 


0 
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,1e  zéros  qu’il  en  faut  pour  qu’il  ait  2«  chiffres  décimai»,  les  zéros 
étant  compté*  comme  des  chiffres  de  cette  espece. 

EXEMPLE  Ier. 

Extraire  la  racine  quarréc  de  i,a5,  à moins  d'an  millième. 


1,260000 

a,5 

40.0 

1790.0 
76 


1,118 


21 

aai 

aaa8 


On  a écrit  4 zéros,  pour  compléter  les  6 chiffres  dé«iinaux  qu  on 
doit  avoir  au  quarrw  , puisqu’on  en  veut  .1  à la  racine. 

On  trouve  1118  pour  V taSoooo;  on  a donc  1,118  pour 
V i,a5oooo,  ou  V i,a5. 

En  effet,  (i,n8)*  = iM99^y  et(*»,,9)'  = i,a5ai6i. 
Donc,  / i,a5  > 1,118,  et  < 1,119. 

EXEMPLE  II. 

Extraire  la  racine  quarréede  ia,5,  à moins  d’un  millième. 

— I n , O K 


ia,5ooooo 

35,o 

a5o,o 

3910,0 

3775 


3,535 


65 

703 

7065 


On  a écrit  5 zéros , pour  qu’en  les  comptant  il  y ail  6 chiffres 
décimaux  au  nombre  donné,  ou  plutôt  au  plus  grand  quarre  qm 

y est  çootenu.  *■  

Ainsi  ayant  trouvé  3535  pour  V laSooooo,  on  a 3,535  pour 
1/" i2,5ooooo  , ou  plus  simplement  pourri 2, 5. 

En  effet,  (3,535)»=  ia,496aa5,  et  (3,536)*  =■  ia,5o3à96. 

D’où  l’on  conclut  V i2>5  > 3,535 , cr<  3,536. 

Le  second  nombre  est  un  peu  plus  approché. 

Quarré  et  Racine  quarréc  des  Fractions. 

7 O Soit  —ç  une  fraction  quelconque*  on  aura, 


X = 
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Le  quarré  d’une  fraction  se  trouve  donc  Ai  formant  séparément 
le  quarré  du  numérateur  et  celui  du  dénominateur.  Réciproque- 
ment pour  avoir  la  racine  quarrée  d'une  fraction  , il  faut  extraire 
séparément  la  racine  quarrée  du  numérateur  et  celle  du  dénomi- 
nateur. Ainsi, 


l/~  — 

V b 1 | /b' 


Passant  aux  nombres  exprimés  en  chiffres,  on  aura  successive - 

. y*  4 j/4  a 

ment,  1/  — = -rf — = : 

K q i/q  3 ’ 


et 


9 

. 9116  V9216  96 

W 10201  101 


V 9x16 

V 10201 


9e 

101 


Si  le  dénominateur  seul  était  un  quarré  parfait , on  extrairait 
celle  du  numérafeur  par  approximation;  et  on  la  diviserait  par  celle 
du  dénominateur.  Ainsi , 


V5 
V 4 


De  môme  1/  ——  s= 

v 9 

a moins  d’un  millième. 


✓ a 
V'  9 


i,4ï4 

~T~ 


= 0,471,, 


On  pousse  l’apprBximation  aussi  loin  qu’on  le  juge  ^convenable. 
On  réduit  la  racine  entièrement  en  parlics'dccimalcs,  pour  n’avoir 
pas  une  fraction  de  fraction. 

Si  le  dénominateur  n’est  pas  un  quarré  parfait,  on  transforme 
la  fraction  en  une  autre  qui  soit  dans  ce  cas;  cela  se  fait  en  gêné 
ral  en  multipliant  les  deux  lenues  de  la  fraction  par  le  dénomina- 
teur. On  opère  ensuite  comme  il  vient  d'être  dit.  Il  résulte  de  là 
que 


✓t  =Vt 


V 6 2,44g 

W~~  ~5~ 


0,816. 


On  suit  cette  règle  môme  dans  le  cas  où  le  numérateur  est  un 
quarré  parfait , pourvu  que  le  dénominateur  n’en  soit  pas  un. 
Ainsi , 


1^2 

1/4 


i.4i4 

——=0,707. 


H serait  possible  d’extraire  par  approximation  la  racine  quar- 
rée du  dénominateur,  aussi  bien  que  celle  du  numérateur.  Par 
exemple , 

2 1/2  »,4i4  i4i4  g g 

3 1/  3 1,732  1732  ’ 

Mais  le  calcul  serait  plus  long,  et  surtout  plus  compliqué. 


« 
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Quand  le  numérataur  est  un  quarré  parfait , on  pourrait  aussi 
laisser  la  fraction  telle  qu’elle  est,  et  extraire  par  approximation 
la  racine  quarrée  du  dénominateur  en  cette  manière, 

l/i  * 

TT  — i,4i4-  — 0,707  ' 

mais  le  calcul  serait  encore  moins  simple. 

Enfin  on  pourrait  transforme^  la  fraction  donnée  en  parties  dé- 
cimales , et  extraire  ensuite  la  racine  quarrée  du  nombre  qui  en 
résulte.  Ainsi, 

— = y oj  — 0,707. 


i/j_  = Jü_  = 
V 1 1/2 


. * 

De  même  ÿ'  — — — Vo, 666667  —jp, 816. 

- ^ ^ 4L  « 

Q0  dernier  procédé  parait  aussi  simple  que  celui  qti’on  suit  or- 
dinairement. 


Résolution  des  équations  du  deuxième  degré  à deux 

termes. 

•> 

7 î . Nous'pouvons  maintenant  résoudre  les  équation»  du  second 
degré  de  la  forme  x ’ = q.  Il  suffit  pour  cela  d’çxtraire  la  racine 
quarrée  du  nombre  q supposé  connu. 

Comme  te  quarré  de  — a , aussi  bien  que  celui  de  -|-  a , est  a’, 
il  s’ensuit  jque  le  même  nombre  admet  deux  racinéfe  quarrée»  , 
égales  en  grandeur,  mais  de  signes  différens.  Pour  iMnqüer  cette 
double  racine,  on  donne  le  double  signe  ±,  soit  à la  racine  ex- 
traite, soit  à la  racine  indiquée,  ou  au  radical.  Ainsi  de  l’équation 
x'  q , on  conclut  celle-ci , x xz  ± V q ■ 

Soit  q— r a5,  on  aura  æ*  =:  a5; 
ensuite  x — \J  a fi  = -4~  fi. 

Cela  veut  dire  qu’on  satisfait  à l’équation  primitive  x'  = a5,  en 
prenant  x zx  5 , ou  x =z  — 5. 

Si  le  nombre  q n’est  pas  un  quarré  parfait,  on  en  extraira  la 
racine  par  approximation.  Ainsi  de  l'équation  , 

x*  ~ 1 , on  lire  x — ± \/  2 = ± 1 ,4 1 4 a. 

On  pousse  l’approximation  aussi  loin  qu’on  le  juge  convenable. 

Si  le  quarré  de  l’inconnue,  au  lieu  d'être  isolé  dans  le  premier 
membre,  y formait,  avec  des  nombres  connus,  une  somme,  ou 
une  différence,  ou  un  produit,  ou  qn  quotient  ,.on  le  dégagerait, 
comme  il  a été  prescrit  pour  la  première  puissance  de  l’inconnue 
dans  les  équations  du  premier  degré. 

Soit,  ]>ar  exemple,  l’équation  : 

"IT  +*:  = 3r. 
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Chassant  les  dénominateurs , transposant,  réduisant,  divisant, 
et  extrayant  la  racine  quarrée , on  a successivement, 

8*1  -+-33  = /,  i ; Sa:1  = 4 1 — 33  = 
x'  — l ; X =:  ± V 1 : 


*K 

-•V- 


Applications. 


lre  Qiîestiok  : Les  corps  en  tombant  librement,  et  abstraction 
faite  de  kl  résistance  de  l'atmosphère , parcourent  des  espaces  pro- 
porfionnels  aux  quarrés  dos  temps , pendant  lesquels  ils  tombent. 
Ce  principe  est  prouvé  en  physique  par  l’expérience,  et  démontré 
en  mécanique  par  des  raisonncmens  rigoureux.  Les  temps  et  lés 
espaces  se  comptent  depuis  le  commencement  du  mouvement.  On 
a observé  que  l’espace  correspondant  à la  première  seconde  de 
temps,  est  de  4n\9o45.  D’après  cela,  combien  de  secondes  em- 
ploiera un  corps  à tomber  d’une  hauteur  de  i3em,5347  ( 408 
pieds  ) ? laquelle  est  celle  du  sommet  de  la  croix  de  Saint-Pierre  de 
Home. 


Soit  t le  nombre  de  secondes,  on  aura  cette  proportion  : 

4", 9045  : 13a1*, 5347  II  » : 

, . i32,5347  1 325347 

d0nC  ' =-^=  1^5-=a7’°a; 

et  * = ± \/  a 7,0a  = ± 5, a. 

Ces  deux  valeurs  de  t peuvent  égaléiftent  résoudre  l’équation 
r’  = 27,02,  mais  la  valeur  positive  5, 2 résout  seule  le  problème. 
Ainsi  un  corps  n’emploierait  que  S'^a^  à tomber  de  cette  grande 
élévation. 


II*  Question:  Les  saucissons  employés  au  revêtement  d’une  bat- 
terie, peuvent  être  considérés  comme  des  cylindres  droits.  Avec 
des  matériaux  suffisans  pour  en  faire  25  de  3a5  millimètres  ( îa 
pouces  ) de  diamètre,  on  voudrait  en  faire  36  de  même  longueur. 
Quel  doit  être  le  diamètre  de  ces  derniers  ? 

On  démontre  en  Géométrie  que  les  volumes  des  cylindres  droits 
de  même  longueur,  sont  proportionnésamx  quarrés  des  diamètres. 
Or  ces  volumes  doivent  évidemment  être  ici  en  raison  inverse  du 
nombre  des  saucissons,  de  sorte  qu’en  représentant  par  x le  dia- 
mètre cherché,  on  a immédiatement  (page  67)  l’équation  : 


a5  X (325)1  , „ 

c*  — — ; ; d ou  I on  tire 

00 


25  x ( 3a5  )a 


— 5G  ” 

325x5  1625 

6 ~ ~6~ 


= ± 


± 3’f  V "f- 


“'G 


Ainsi  le  diamètre  demandé  est  de  27  1 millimètres  ( îo  pouces  ). 
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Hi°  Question  : La  chambre  d'un  mortier  est  un  cylindre  droit. 
Celle  du  mortier  de  12-paaiccs  ( $25  millim.  ),  et  celle  du  mortier 
de -8  pouces  (217  millim.),  ont  la  même  profondeur.  Le  diamètfrc 
de  la  première  est  de  126  millimètres  (4  pouces  8 lig.):  on  demande 
celui  de  la  seconde.  On  suppose  en  outre  que  la  première  contient 
1693  grammes  de  poudre  ( S1*’'  700C•  j),  et  que  la  seconde  en  con- 
tient 635  grammes  ( jo1'"1'  J). 

La  capacité  des  cylindres  de  même  longueur  est  proportionnelle 
au  quarré  du  diamètre.  D'un  autre  côté,  le  poids  de  la  pondre  que 
peut  contenir  chaque  chambre  , est  éyjdemment  proportionnel  à sa 
capacité.  Ainsi  le  poids  est  ici  proportionnel  au  quarré  tlu  dia- 
mètre. Désignons  donc  par  x le  diamètre  cherché;  nous  aurons  la  • 
proportion  , 

1693  ; 635  ;;  (126)  ; x' 

de  cette  proportion  on  tire, entre  les  racines  quarr^fs  de  cc#  termes  , 
cette  autre  proportion, 

V i6g3  : v/635  ;;  126  : x-, 


donc 


126  x V 635 


1/  1693 


y*  635 

ou  m — 12S  X J/  Tüp"”  I2^  ‘ V/°»375o74  = 126  X 0,612  sîr:  77  ; 

Ainsi  le  diamètre  de  îatxhambrc  du  mortier  de  8 pouces,  est  77 
millimètres,  (2  pouces  10  lig.  )» 


IV  Question  : SupposdHs  que  la  hauteur  du  talus  d'une  batte- 
ric’’est  de  2™, 27/»  (7  pieds)  à l’intérieur,  et  que  la  base  est  de 
om,758  ( 2 pieds  4 pouc.  ),  ou  le  tiers  de  la  hauteur.  Calculer  la 
ongucur  de  ce  même  talus» 

On  démontre  ên  Géométrie  que  le  quarré  de  la  longueur  de  cc 
talus,  est  égal  à la  somme  des  quarrés  de  sa  hauteur  et  de  sa  base. 
D’après  ce  principe  ^ soit  x la  longue'ur,  on  aura  , 

+ (°,758)’; 

ou  x " ; 

et  x !j^4564o  = ± 2,397. 

"Donc  la  longueur  du  taluS^sflfe  2rfI,397. 


Si  on  trouvait  un  nombre  négatif  pour  la  valeur  du  quarré  de 
l'inconnue  , cc  serait  une  preuve  que  la  question  proposée  renferme 
une  absurdité,  et  qu’elle  ne  peut  être  résolue.  En  effe^ un  nombre 
négatif  ne  peut  jamais  être  le  produit  d’un  nombre  multiplié  par 
lui-même.  La  valeur  de  l’inconnue  serait  donc  alors  la  racine 
quarréc  d’une  quantité  négative.  Ces  sortes  de  racines  s’appellent 
imaginaires , parce  qu’on  ne  peut  les  représenter  par  aucun  nombre 
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positif  ou  négatif,  soit  exactement,  soit  par  approximation.  Par 
exemple , soit 

3x“  -f-  75  — 48;  donc  3^.* ,a=  tfi  •—  75  = — 27; 
et  x’  — — j — — 9,  enfin  x ==  ± V *— ■ 9- 

Expression  impossible  , puisqu’aucun  nombre  réel  multiplié  par 
lui-mcine  ne  peut  donner  — 9 pour  produit. 

Résolution  des  équations  complexes  du  deuxième  degré 
(i  une  inconnue. 

' - 

73.  Ces  équations  sont  de  la  forme  x*  -|-  jrnipz  q ; p et  q étant 
des  nombres  quelconques , supposés  connus.  Voici  comment  on  les 
résout  : on  ajoute  aux  deux  membres  de  réquqtl|n  (£/►)’,  ou  ~p\, 
c'est-à-dire,  le  quarre  de  la  moitié  du  coefficient/*',  qui  multiplie 
la  première  puissance  de  l’inconnue,  qt  l’équation  devient, 

**+/«  + (i  pY  = <1  + ï/»’; 

OU  ( X +'-pY  = ;/>’  + q ; 
en  effet , ( x + \p  ) X(i  + ;/’)=*‘  -t~Px  + hP** 

On  extrait  la  racine  quarrée  du  premier  membre,  laquelle  est 
x + '-p.  On  indique  celle  du  second , et  on  a l'équation  du  pre- 
mier degré , " 

x 4-  \p  = ± \/  '-p'  +7; 
d’où  on  tire  , x = — j p db  V * \ p'  ■+■  q. 

L’inconnue  a donc  deux  valeurs,  savoir  : 

— ; P + ï />*  9 » « ” t P — V ; / + ?• 

On  met  aussi  ces  valeurs  sous  cette  forme, 

p — V^p1  + ,, 

* p ‘ — i—  pour  l une,  et — — ■ — ? pour  1 autre. 

3 a 

Cette  règle  se  démontre  d’elle -même.  Donnons -en  quelques 
exemples,  avec  des  nombres. 

EXEMPLE  Ier. 

Résoudre  l’équation  x*  -j-  (ix  — 160.  Ici  p — 6 , et  q ~ 
donc  \p  — 3. 

Complétons  d’abord  le  quarre  du  premier  membre , extrayons 
ensuite  la  racine  quarrée } et  transposons,  nous  aurons  succes- 
sivement , 

x*  -j-  G.e  -f-  ( 3 Y = 160  -f  <)  = 169; 
x -+-  3 = rfc  V 169  = i:  1 3 ; x s — 3 ± »3. 
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Les  deux  valeurs  de  l'inconnue  sont  donc,  , 

— 3'+  «3,  on  io,  et  — 3 — i3,  ou  — 16. 

Ces  deux  valeurs  satisfont  en  effet  à l’équation  proposée  , 
x“  -+-  6x  “ 1 6o, 

D'abord  si  on  suppose  io,  on  a 

-+-  6x  = ( io)*  -f-  6 X io  = ioo  -j-  6o  = 160; 
ensuite  si  on  prend  x zz  — 16,  on  trouve, 
x'  = ( — i6)’~  — i G x — 1 6 = a 56  ; 6x  = 6 X — 165:  — 96» 
donc  x'  -j-  6x  — a56  — 96  = 160. 


■ EXEMPLE  II. 

Résoudre  l'équation  x*  — 5x  = 5o.  Ici  p zz  — 5,  et  q zz  5o  ; 
donc  p zz  — | ; et  on  aura  successivement , 

x*-5x+(.i)*  = 5o+V=^; 
x-i  = ±V^  = ±^; 

enfin  x = 

Désignons  la  première  valeur  par  x',  et  la  seconde  par  x".  (On 
prononce  x prime , et  x féconde  ),  et  nous  aurons  , 

x'  =H-i’  = Io;etx«=i-V5=-5. 

Ces  valeurs  satisfont  à l’équation.  D’abord  soit  x zz  10  , on  a 
x*  — 5x  rr  100  — 5o  = So. 

Soit  ensuite  x — 5 , on  a , 

x*  — 5x  =(—  5)*  — 5 X — 5 = a5-f  a5  = 5o. 

EXEMPLE  III.  , 


Résoudre  l’équation  x'  — qxzz — 6.  Ici/»  = — 7,  et  q — — 6 ; 
don.  .•_„+(;r  = _6+^-  = ^i  = 4, 


*-;  = ±v?  = ±;;  «*  = ;*;, 

donc  x'  = G,  et  x"  = 1. 

En  effet , x°  — 7X  — ( 6 )’  — 7 X 6 — 36  — • 4a  — 
et  (1)’  — 7.1  zz  1 — 7 = — 6. 

m 

EXEMPLE  IV. 


6; 


Résoudre  l’équation  xa  — 
q — — 9.5  ; 

donc  x1  — qx  -f-  (7  )’  zz  — 

x — ’-  = ± V - 


$x  — — a5.  Ici  p zz 

81  — 100 


a5  + V = 

-?;x  = § 


4 


9 * et 

'9  . 
4_  ’ 


* 
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Dans  cet  exemple  les  valeurs  de  x'sont  imaginaires  : il  y a donc 
impossibilité  de  satisfaire  à l’équation  proposée. 

Si  l’équation  primitive  n’était  pas  de  la  forme  x’  -4- px  — q , on 
l’y  ramènerait  aisément.  Soit,  par  exemple, 

3x’  — 4'r  •+-  >9  = 5a:’  — iu  -|-  a5. 

On  aura  successivement, 

3*’  — l\x  — 5a:’  1 iar  = a5  — 19;  — ax’  7X  = 6; 

1X  . 


ax*  — qx  — — 6;  x1 


= -3; 

4q—  48  _ , . 
.6  > 


-■->  + (;)■  = - 3+2=—^ 
*-;  = ± Vf«=±i;-=ï±;; 

x'=ïj»'={=i; 

orî  ^ x S 

Soit  encore  — 7 1 — — 


nx* 


- ” "I  ÿ".* 

S 


3 4 

On  aura  successivement, 

8x’  — gx  -f-  10=1  ix1  — 6x  4 > ♦ 

’fix’  — ux’  — 9x-f-6x  = 4 — I0» 

— 3x’  — 3x  ~ — 6 ; 3x’  -J-  3x  zs  6 ; 

■*’  •i'  ■*  = a î ^ H-  ( ; )’  = a 

* + ï = ±7»  * = — Î±ïî 

donc  x'  — 1 , et  xtl  — — 2. 

Remettons  à la  fois  sous  les  yeux  toutes  les  règles  qui  servent  à 
résoudre  l'équation  complète  du  second  degré  à une  inconnue. 

i°  Faire  passer , dans  le  premier  membre  de  î équation  , tous  les 
termes  affectés  de  x , et  les  quantités  connues  dans  l’autre  ; a°  exa- 
miner si  te  terme  qui  contient  x’  est  positif  ; s’il  avait  le  signe  — , 
on  changerait  tous  les  signes  de  l’équation  ; 3°  faire  disparaître  le.  . 
coefficient  et  le  diviseur  du  premier  terme  s’il  y en  a:  ce  qui  se  fait-, 
en  divisant  tous  les  termes  de  l'équation  par  le  coefficient , et  en  les 
multipliant  par  le  diviseur  ; 4°  compléter  le  quarré  , en  ajoutant  à 
chaque  membre  le  quarré  de  la  moitié  de  la  quantité  connue  qui 
multiplie  la  première  puissance  de  x ; 5°  tirer  La  racine  quarrée  de 
chaque  membre , et  donner  à celle  du  second  membre  te  double  signe 
rfc.  L’équation  sera  réduite  au  premier  degré. 

Application  (le  ces  règles  à la  résolution  de  quelques 
questions  du  second  degré.  , 

lrc  Question  : Trouver  un  nombre  tel , que  si  l’on  ajoute  i3a  à 
son  quarré,  la  somme  soit  égale  à a3  fois  cc  nombre. 
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Solution  : Soit  x ce  nombre;  x’  sera  son  quarré.  Ainsi , 
x*  -f-  — a3x: 

transposons,  il  vient,  x‘  — a3.r  =—  i3a; 
complétons  le  quarré , et  réduisons , on  a , 

X’_a3* -+.(?)■=;; 

extrayons  la  racine  quarrée,  on  trouve, 


donc  première  valeur  x’  = i a ; seconde , x"  — 1 1. 

Vérification  : i°  Si  x — ia , on  a , x"  -J*  > 3a  s 1 44  H-  i3a  = 
276  — a3  . îa  ; 

a°  Si  x zs  1 1 , on  a x -f-  î^a  — 121  -+-  i3a  = a53  — 
a3  . 11. 


IIe  Question  : Un  régiment  de  cuirassiers  achète  un  certain 
nombre  de  chevaux  pour  na5o  fr.  ; un  régiment  de  dragons  en 
achète  i5  de  plus  pour  16000  fr.  Un  cheval  de  dragon  coûte  5o  fr. 
de  moins  qu%n  cheval  de  cuirassiers.  Combien  y en  avait-il  des  uns 
et  des  autres  , cl  combien  a-t-on  payé  pour  chaqutrtheval  ? 


Solution  : Désignons  par  x et  par  x -f-  i5  les  deux  nombres  de 
1 1 a5o  1 6000 

chevaux , et  par  et  — — les  prix  corrcspondans,  on 


aura  l’équation, 


na5o 


x -f-  i5 

16000 
x-j-  i5 


5o. 


Faisons  disparaître  les  dénominateurs , transposons,  changeons 
les  signes  , et  réduisons,  nous  trouverons  , 

5ox’  -J-  55oox  = 168750; 

-divisons  par  5o  ; complétons  le  quarré,  et  extrayons  la  racine 
«quarrée , nous  aurons, 

.r-j-  55  = ± 8ÿ;  donc-x~  80  — 55  :=  a5,  et  x — — i35. 

La  première  valeur  résout  seule  le  problème  et  l'équation.  Il  y 
avait  donc  a 5 chevaux  de  cuirassiers  et  40  de  dragons.  La  valeur 
négative  — i35  satisfait  à l’équation  seulement. 

III*  Question  : Trois  compagnies  d’ouvriers,  en  travaillant  en- 
semble, feraient  un  ouvrage  en  i5  heures;  s’ils  travaillaient  sépa- 
rément , les  premiers  emploieraient  les  ; du  temps  des  seconds  , et 
ceux-ci  i5  ligures  de  moins  que  les  derniers.  Combien  chaque  com- 
pagnie mettrait-elle  donc  de  temps? 


Solution  : Désignons  par  X le  temps  des  seconds , nous  aurons 
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— pour  le  temps  des  premiers,  et  x -f-  i5  pour  celui  des  der- 
niers. Ce  qu’ils  font  de  l’ouvrage  par  heure  sera  exprimé  rcspecti- 
vement  par 

1 , ii 
4x  ’ * et  * + i5  ’ 

l’ouvrage  entier  <&lnt  représenté  par  i. 

Les  trois  compagnies  le  faisant  en  i5  heures  , l'équation  sera  , 
i5  . i5  i5  v5  i5  . i5 

-r+~i r + j+i5-=,;  ou-47  = 

5 

faisant  évanouir  les  dénominateurs,  il  vient, 

75x’  -+-  1 ia5x  -f-  6ox*  -f-  goox  -f-  6o.r’  ss  -f-  6o.r’  ; 

divisant  tous  les  termes  par  x,  réduisant,  transppsant  et  chan- 
geant les  signes , on  a , 

4-r’  — l35at  = 202  J; 

d’où. l’on  tire,  en  procédant  comme  ci-dessus, 

j35  . as5 

Æ = "T“ ± — : 

Les  deux  valeurs  de  l’inconnue  sont  donc.x'  = 45  et  xi*  = — n j. 
La  première,  seule,  résout  le  problème;  le  seconde  ne  satisfait 
qu’à  l’équation.  L’ouvrage  entier  serait  donc  fait  en  36  heures 
par  la  première  compagnie  ; en  45  par  la  secondg,  et  en  60  par  la 
troisième. 

En  effet , les  3 compagnies  feraient  ensemble  j;  + n + ou  ^ 
de  l’ouvrage  en  une  heure,  et  l’ouvrage  entier  en  i5  heures. 

* 

IVe  Question  : Suivant  les  physiciens , l’action  de  la  lumière 
est  en  raison  directe  de  son  intensité,  et  en  raison  inverse  du 
quarré  de  la  distance  de  l’objet  éclairé  au  corps  lumineux.  D’après 
ce  principe,  trouver  sur  la  droite  qui  joint  deux  corps  lumineux, 
le  point  qui  en  est' également  éclairé  , en  supposant  leur  distance 
de  ia5  centimèt. , et  les  intensités  de  leur  lumière  proportionnelles 
aux  nombres  16  et  a5.  - t 


Solution  : Représentons  par  la  droite  ab. 


\ 

a 

c 

b 

c1 

celle  qui  joint  les  corps  lumineux  supposés  , l’un  en  a,  et  l’autre 
en  b;  le  premier  étant  plus  grand  que  le  second.  .Soit  c le  point 
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cherché;  désignons  par  x la  distance  ac;  donc  fa  — ia5  — x.  lia 

force  de  la  lumière  en  a étant  a5  à la  distance  i , elle  sera  - à 

x2 


la  distance  x;  pareillement  la  force  de  la  lumière  en  b étant  16  à 
la  distance  i , elle  deviendra  à la  distance  n5 x.  Ces 

dernières  forces  devant  être  égales , on  a l’équation , 
s5  îG 


x1  ( ia5  x)*  ’ 

Faisant  évanouir  les  dénominateurs,  on  a, 

*5  ( 125  — x j*  = i6x\ 

Effectuant  les  opérations  indiquées  , transposant  et  réduisant , on 
trouve , 


et  par  suite , 


gx‘  — 6a5ox  =:  — 3go6a5, 


3iî5  , 25oo 

*6  = ± . 

9 9 


Les  deux  valeurs  sont  donc  x = 6a5 , et  x ==  6g  ± ; 1 une  et  I '«ut  re 
satisfont  au  problème.  La  valeur  6g  ^ désigne  le  pointe  placé  entre 
les  deux  corps  lumineux  ; et  la  valeur  6a5  désigne  un  autre  pointe', 
situé  sur  le  prolongement  de  la  droite  ab  du  côté  de  la  lumière  la 
plus  faible. 

On  aurait  pu  résoudre  plus  simplement  l’équation 

a5 16  , ,, 

— (i2.5 x)*"“e  cette  man*«re>  ü’abord  extrayons  la  racine 

. ±5  dfc  4 

quarree,  nous  aurons  ; ce  qui  donne  les  deux 

équations,  , 

5 4 .5 4 4 

* — x ’ * — (125  — x)“  x — ia5  « 

On  tire  delà  première,  x==6gi,  et  delà  secônde,  x = 6a5  , 
comme  précédemment. 


De  l extraction  de  la  racine  quarrée  des  Polynômes. 

7 0.  Rappelons-nous  1 indication  et  la  formation  du  quarréd’un 
inonome  algébrique.  Nous  aurons  successivement , 


(«V.=  «r. 

= «m; 

•b\P  )‘  — amb“cP  x amb’cP 

= a'mb"c'T  ; 

( 0"  \*  am  am 

a'tm 

Cl 

II 

*1 

X 

H 

= ~b^~  * 

(aa*)*=:  20”  X 2 am 

* ’ 

>3- 

II 
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Crt  résultats  font  voir  que  pour  passer  de  la  première  à la  se- 
conde puissance,  ou  au  quarré  d’un  monome,  il  faut  i°  élever 
nu  quarré  le  coefficient  ou  facteur  numérique,  s’il  y en  a un; 
!î“  doubler  l’exposant  de  chaque  facteur  algébrique.  II  suit  de  là 
que  pour  extraire  la  racine  quarrée  d’un  monome  algébrique , il 
Àut , i°  extraire  la  racine  quarrée  du  coefficient  ou  facteur  numé- 
rique ; prendre  la  moitié  de  l’exposant  de  chaque  facteur  algé 
brique.  Ainsi , 


i» 


3®  En  général 


✓ i6a654c*  =s  4o34c; 


'i6a,i4 
25  c‘d* 


!/■ 

• /- 

V gc“P  d‘1 


e4a’"62* 


4 #’5’ 
bcd*  ’ 

aa-5* 

Scrdi  ' ' 


J. 

■ jÇ* 


Si  l’on  ne  peut  extraire  la  racine  quarrée  du  coefficient , ni 
prendre  la  moitié  de  l’exposant  de  chaque  facteur  algébrique, 
on  ne  peut  alors  qu’indiquer  la  racine  quarrée  du  monome  al- 
gébrique. 


74-  Rappelons  aussi  l’indicStion  et  la  formation  du  quarré  d’un 
binôme  algébrique.  Nous  aurons  successivement, 

i°  {a*  5*  )"  = (u"  -f-  5*)  X («*+**) 

= a”*  • -J-  1 amb*  -f-  5”  ; 

a°  ( 2 am  -f-  35*)*=  (an-  -f-  35»  ) X (a am  -f  35"  ) 

4a1"  -)*  1 an  5"  -f-  g5’*; 

3°  (a"  -f-  5*cP)*=  0”*  -f-  a a-5"c«’  -f-  5’Vp. 

Ces  résultats  montrent  que  lé  quarré  d’un  binôme  algébrique 
renferme  toujours  3 termes;  savoir  , le  quarré  du  premier  terme  du 
binôme  ; le  double  produit  du  premier  terme  , multiplié  par  le  se- 
cond , et  le  quarré  du  second  terme  du  binôme.  Cette  remarque  sert 
à extraire  la  racine  quarrée  d’un  trinôme,  quand  il  est  un  quarré 
parfait.  On  ne  parle  point  de  l’extraction  de  la  racine  quarrée  d’un 
binôme,  qui  ne  peut  jamais  être  un  quarré,  puisque  celui  d’un 
monome  n’a  qu’un  terme , tandis  que  celui  d‘t|o  binôme  en  ren- 
ferme trois. 

Soit  d’abord  le  trinôme  iîu-5*  -}-  4**’"  -+■  95’"  , dont  on  de- 
mande la  racine  quarrée.  Pour  y retrouver  les  3 parties  qui  corn-  1 
posent  le  quarré  d’un  binôme , je  l’ordonne  par  rapport  à l’une 
des  lettres  qui  y sont  employées  ; à la  lettre  a,  par  exemple. 

J’ai  4«  “ + iiamb * •+-  96’*.  L’opération  se  dispose  et  s’explique 
comme  il  suit  : 
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+ ia a"b*  -4-  g/>*‘ 

Wm 

o . -}*  ia«"4*  4”  9^>" 
— i2n”4*  — 96“ 


a«-  4-  34" 


1 (inné. 


4«"  4-  $“■ 

- *<*'»• 


trais  la  racine  quarrée  du  premier  ternie  et  j’ai  an1"  pour 
cmier  ternie  de  la  racine,  que  j’écris  à la  droite  du  trinôme 
:rsé.  Je  retranche  de  celte  quantité  , 4a’",  quarré  de  an"  ; le 
ste  est  1 aa”4*  -f-  9/11".  Je  divise  îa a“4“,  premier  terme  de  ce 
par  4 «"  écrit  au-dessous  de  an”,  dont  il  est  le  double.  Lé 
quotient  34*  est  le  second  terme  de  la  racine.  Il  s’écrit  à la  suite 
de  anm  et  de  4a".  Je  multiplie  4a“  4”  34*,  par  34*.  Le  produit 
ian"4"  -f-  y4’",  s’écrit  aü-dessous  du  reste  précédent , dont  il  doit 
être  retranché.  Le  rÊsle  zerv  fait  voir  que  la  racine  quarrée  de 
4«”“  -+-  i2n*4"  4“  est  exactement 'art"  4*  34".  En  effet,  j’ex- 
trais la  racine  quarrée  de  4a’“,  considérée  comme  le  quarré  du 
premier  terme  de  la  racine,  et  j’ai  an"  pour  ce  premier  terme; 
ensuite  ian"4*,  regardé  comme  le  double  produit  du  second  terme 
de  la  racine,  multiplié  par  le  premier,  se  divise  par  4Û",  double 
de  ce  premier  terme.  Le  quotient  est  donc  le  second  terme  de  la 
racine.  Ce  procédé  doit  donner  par  conséquent  la  racine  cherchée. 
Pour  la  vérifier,  on  a retranché  du  trinôme  proposé,  1“  , 

quarré  du  premier  terme  de  la  racine;  a°  ian“4",  double  produit 
du  premier  terme  multiplié  par  le  second;  enfin,  g4’* , quarré  du 
second  terme  de  la  racine.  On  a donc  réellement  retranché  du  tri- 
nôme donné  , les  trois  termes  du  quarré  du  binôme  trouvé  ; et  • 
comme  il  lie  reste  rien  , on  a raison  de  conclure  que  ce  binôme  est 
la  racine  exacte  du  trinôme.  Ces  raisonnemens  s'appliquent  à tous 
les  trinômes. 


y5.  Si  la  quantité  dont  on  se  propose  d’extraire  la  racine  quar- 
rce,  a plus  de  3 termes , alors  elle  n’est  plus  Je  quarré  d'un  binôme. 
En  la  supposant  celui  d’un  trinôme  a 4-44-  c,  ona(a  + 44 -c-r 
= (a  -f-4)’  4"_2  (<y4“  c 4"  c’>  expression  où  l’on  retyiuve, 
i°  le  quarré  d’unblnome  a 4-  4;  a°  le  double  produit  de  ce  binôme 
multiplié  par  c,  troisième  terme  de  la  racine;  3°  le  quarré  de  ce 
troisième  terme.  s 

On  s’appliquera  donc  à retrouver  successivement , d’abord  le 
binôme,  ou  les  deux  premiers  termes,  et  ensuite  le  troisième  terme 
de  cette  racine. 

On  retrouverait  le  binôme,  en  cherchant  séparément  chaque 
terme,  comme  il  vient  d’éire  expliqué;  et  on  aura  le  troisième 
terme,  comme  on  l’enseigne  ci-dessous. 
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EXEMPLE.  . 

Soit  proposé  d'extraire  la  racine  quarrée  de 

1 6ac  -j-  4 «*  — I2n6  -J-  96’  — 24 bc  -4-  16c’ . 

y^hi  ordonnera  cette  quantité  par  rapport  à la  lettre  a , et  l’on 
disposera  ^opération  comine  il  suit  : 

- '*  ‘ . *ui' . * 


Ier  reste. 
* 

,v 

IIe  reste. 


4a*  — 1 2 ab  + 96* — »46c 
+ 1 6ac  + 1 6c* 

— 4 «* 

24  — 36  +4c 

4 a — 36 

0 — 12  ab  + 9 6’ — 246c 

4a  — 66  4c 

-j-  ifiac  16c’ 

-4»  1 2 ab  — 961 

demandée. 


0 + i6ac — 246c  -|-  16c’. 
— i6ac  -f-  246c  — 16c*. 


Je  regarde  4<*’  comme  le  qnarré  da  premier  terme  de  la  racine. 
Ce  premier  terme  est  donc  la , dont  le  quarré  se  retranche  de  la 
quantité  proposée.  Je  considère  — ta ab,  premier  terme  du  reste  , 
comme  le  double  du  premier  terme  de  la  racine , multiplié  par  le 
second.  Je  le  divise  par  40 , double  du  premier  terme  de  la  racine. 
Le  quotient  — 3 b est  le  second  terme  de  la  racine.  Je  le  multiplie 
par  l\a  — 3 b.  Le  produit  — 12  ab  -t~  9 6’  se  retranche  du  premier 
reste.  De  cette  manière,  j’ai  déjà  soustrait  t\a'  — 12 ab  96% 
quarré  de  2 a — 3 b,  ou  des  2 premiers  termes  de  la  racine;  le  se- 
cond reste,  doit  contenir  encore  le  double  produit  du  troisième 
terme  de  la  racine,  multiplié  par  la  somme  des  deux  premiers, 
plus  le  quarré  de  ce  troisième  terme.  Je  divise  ce  second  reste  par 
4 a — 6b  , doublé  de  cette  somme,  et  le  quotient  4c  est  le  troisième 
terme  de  la  racine.  On  l’écrit  à la  suite  de  la  — 36  , à la  racine  et 
à côté  de  4 a — 6b  , double  de  2 a — 36  ; on  multipliera  — 66*4*  4e 
par  4 c,  et  le  produit  se  retranche  du  dernier  reste,  qui  se  trouve 
entièrement  détruit,  ce  qui  fait  voir  que  le  polynôme  proposé  est 
le  quarré  du  trinôme  2a  — 3 b -+-  4c. 

Formation  du  cube,  et  extraction  de  la  racine  . 
cubique.  <** 

76.  Le  cube  ou  la  troisième  puissance  dàin  nombre , est  le  pro- 
duit de  ce  nombre,  multiplié  par  son  quarré.  La  dénomination  de 
troisième  puissance  , vient  de  ée  que  c’est  un  produit  de  3 facteurs 
égaux,  et  celle  de  cube  est  due  à la  Géométrie,  où  l’on  nomme 
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ainsi  un  corps  terminé  par  six  quarrés  égaux.  Les  cubes  des  nom- 
bres d'un  seul  chiffre  sont  compris  dans  la  seconde  ligne  de  la  table 
ci-dcssous. 

Nombres.  1.  a.  3.  4-  5.  6.  7.  8.  9. 

Cubes...  1»  8.  *7.  64.  ia5.  ai6.  343.  5ia.  739. 

Le  cube  de  10  étant  1000  , il  s’ensuit  que  tout  nombre  de  trois 
chiffres  ne  peut  renfermer  que  le  cube  d'un  uonibrc  d’un  chiffré. 

Pour  expliquer  la  formation  du  cube  d’un  nombre  de  'deux 
chiffres , imitons  le  procédé  que  nous  avons  suivi  pour  le  quarré 
d’un  pareil  nombre.  Représentons  en  les  dixaines  par  a , et  les 
unités  par  b.  Nous  aurons  , 

( a +&)’  = a?  ■+.  3 a'b  + 3 ab'  + b ». 

C'est-à-dire  que  le  cube  d’un  nombre  composé  de  dixaines  et 
d'unités  , renferme  quatre  parties  ; savoir  : iu  le  cube  des  dix  orties  ; 
a°  trois  fois  le  quarré  des  dixaines , multiplié  par  les  unités  ; 3°  trois 
fois  le  produit  des  dixaines  par  lç  quarré  des  unités  ; 4°  le  cube  des 
unités. 

Soit  64  le  nombre  dont  on  demande  la  troisième  puissance.  En 
faisant  a — 6 dixaines,  b ~ 4 ynités  , on  aura , 
a}  — a 18000 

1 3 a'b  = 4 3 200 

.t  Zab'  = . a88o*-' 

■ b'  = 64 

(64)’  = 362144 

Voici  maintenant  comment  on  revient  du  cube  aôai44  à sa  ra- 
cine 64.  > . 

• \ . 1 

operation.  <*-' 


*•  s * • 

Cube  donné.  . . . : a6a,i44 
Cube  de  6 dixaines  ai6 

46i,44 

* Vérification. 

64 

Ëi_ 

a56 


64  Racine  trouvée. 

• 

36  Quarré  de  6.  - v 
108  Triple  quarré  de  6. 

t 


384 


donc 


Prononcez,  racine  cubique  de  a6ai44  égale  64. 
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Explication  tle  l'opération  : i°  Tirez  un  Irait  vertical  à droite  du 
- cube  proposé  26214/1;  »°  paflagez-lc  en  tranches  de  3 chiffres,  en 
commençant  par  la  droite;  3°  sous  la  tranche,  à gauche,  2G2,  écri- 
vez 216  ou  le  plus  grand  cube  contenu  dans  cette  tranche.  Ce  cube, 
si  on  ne  le  sait  pas  de  mémoire,  se  trouve  à l’aide  de  la  table  pré- 
cédente des  cubes  des  nombres  d’un  chiffre;  40  écrivez  6,  ra- 
cine du  cube  216,  à la  droite  du  cubepropo'sé  262144;  ce  chiffre 
6 donne  les  dizaines  de  la  racine;  5°  retranchez  216  , cube  de  6, 
de  la  tranche  262,  et  à côté  du  reste  46,  écrivez  la  tranche  144, 
pour  avoir  46i44>  6°  dans  ce  nombre,  faites  abstraction  des  deux 
derniers  chiffres  vers  la  droite,  et  divisez  le  nombre  461,  composé 
des  autres  chiffres,  par  108 , triple  quarré  du  chiffre  6 , déjà  mis  à 
la  racine;  70  écrivez  le  quotient  4 à la  droite  de  ce  même  chiffre  6; 
le  quotient  4 exprime  les  unités  de  la  racine;  8°  vérifiez  la  racine 
entière  64 , en  élevant  64  au  cube.  Comme  ce  cube  se  trouve  égal 
au  cube  donné,  il  est  évident  que  64  est  la  racine  cubique  de 

262144* 

Démonstration  de  Topération  : Le  cube  du  chiffre  des  dixaines 
n’a  point  d’unités  au-dessous  de  mille;  ce  cube  est  donc  tout  entier 
dans  la  tranche  à gauche  262.  Le  plus  grand  cube  contenu  dans 
cette  tranche  étant  216,  il  est  clair. que  la  racine  6 de  ce  cube 
exprime  les  dixaines  de  la  racine.  Après  avoir  retranché  216  du 
cube  proposé  , le  reste  4fii44  > contient  les  3 antres  parties  du  cube. 
Le  triple  quarré  des  dixaines',  multiplié  par  les  unités , qui  est  une 
de  ces  trois  parties,  n’a  point  d’unités  au-dessous  de  100;  ce  pro- 
duit est  donc  tout  entier  dans  461.  Considérant  461  comme  ce  pro- 
duit lui-méme,  il  est  évident  que  si  nous  le  divisons  parle  triple 
quarré  des  dixaines,  qui  est  un  de  ses  facteurs,  nous  aurons  an 
quotient  le  chiffre  des  unités,  qui  en  est  l’autre  facteur.  Divisons 
donc  461  par  108, .triple  quarré  des  dixaines,  le  quotient  4 in- 
dique le  chiffre  des  unités  ; la  racine  entière  est  donc  64.  La  véri- 
fication se  fait  ensuite,  et  complète  l’opération, 

77.  Tel  est  donc  le  procédé  qu’il  faut  suivre,  toutes  -Içs  fois  que 
le  cube  proposé  a plus  de  trois  chiffres  et  moins  de 7.  Séparez  les 
3 premiers  vers  la  droite , et  cherchez  la  racine  du  plus  grand  cube 
contenu  dans  les  chiffres  restans.  Ecrivez  cette  racine  à la  place 
convenable.  Retranchez  sou.cube  de  la  partie  sur  laquelle  vous 
avez  opéré.  A côté  du  reste,  abaissez  les  3 chiffres  de  la  droite. 
Faites  abstraction  des  2 chiffres  de  la  droite,  et  divisez  ce  qui  reste 
par  le  triple  du  quarré  des  dixaines  trouvées  ; le  quotient  sera  le 
chiffre  des  unités.  Vérifiez  la  racine  entière  en  l’élevant  au  cube. 
Si  ce  cube  est  égyl  au  cube  proposé , la  racine  trouvée  est  exacte. 
Si  ce  cube  est  plus  grand  que  le  cube  proposé,  diminuez  le  chiffre 
des  unités  de  la  racine.  Procédez  à une  nouvelle  vérification  , et 
continuez  de  même  jusqu’à  ce  que  vous  trouviez  un  résultat  égal  au 
nombre  proposé,  on  moindre  , si  ce  nombre  n’est  pas  un  cube  par- 
fait ; dans  ce  cas,  ia  ratine  trouvée  est  celle  du  plus  grand  cube 
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qu’il  contient.  Si  on  craint  qu’elle  ne  soit  trop  petite  , on  l’augmente 
et  on  fait  la  vérification. 


78-  Soit  proposé  d’extraire  la  racine  cubique  d’un  nombre  qui 
a plus  de  6 chiffres. 


OPÉRATIO  N. 


86o,o85,35i 

7*9 

1 3 10, 85 
8573  75 

27io3,5i 

86oo8535i 


000000000 


y5t 

81 

343 

27075 


Donc  Ÿ 8Goo8535i  = 95i. 


Explication  : i°  Je  partage  le  nombre  eu  tranches  de  3 chiffres 
en  3 chiffres,  en  allant  de  droite  à gauche.  Ces  tranches  sont  dans 
cet  ordre,  35 1,  o85,  860;  3°  sous  8(îo , j’écris  739;  c’est  le  plus 
grand  cube  qui  y est  contenu;  3°  je  porte  la  racine  9 de  ce  cube, 
à la  droite  du  nombre  proposé;  4°  je  retranche  739  de  860;  à côté 
du  reste  1 3 1 , j’abaisse  la  tranche  suivante  o85 , et  j’ai  le  nombre 
i3io85;  5°  j’y  fais  abstraction  des  deux  derniers  chiffres  vers  la 
droite,  et  je  divise  le  nombre  restant  i3io,  par  343,  triple  du 
quarré  de  9 ; 6*  j’écris  le  quotient  5 à côté  de  9,  et  j’ai  g5  pour  les 
deux  premiers  chiffres  de  la  racine;  7”  je  vérifie  celte  partie  delà 
racine,  en  l’élevant  au  cube  ; 8°  ce  cube  est  égal  à 8573y5;  je  le 
retranche  de  86oo85 , ou  des  deux  tranches  sur  lesquelles  j’ai 
opéré;  90  à côté  du  reste  3710,  j’abaisse  la  dernière  tranche  ; 
iou  dans  le  résultat  37io35i , je  fais  de  nouveau  abstraction  des 
a derniers  chiffres,  vers  la  droite,  et  je  divise  37io3  par  37075, 
triple  du  qnarré  de  95  ; n°  j’écris  le  qnotient  t à la  droite  de  95, 
et  j’ai  95f  pour  la  racine  entière;  ta°  la  vérification  qui  donne 
86oo8535i  pour  le  cube  de  95i  , complote  l'opération. 

Démonstration  : Quelle  que  soit  la  racine  cherchée  , on  la  sup- 
pose décomposée  en  unités  et  en  dixaines  ; le  cube  de  celle-ci  ne 
comprend  aucun  des  3 derniers  chiffres  du  nombre  proposé.  Il  est 
donc  tout  entier  dans  86oo85  ; mais  comme  ce  nombre  a 6 chiffres, 
la  racine  du  plus  grand  cube  qui  y est  contenu,  a 3 chiffres, 
-des  unités  et  des  dixaines.  On  cherche  cette  racine  par  la  règle  ex- 
pliquée dans  le  numéro  précédent,  et  on  trouve  95.  On  regarde 
95  comme  les  dixaines  de  la  racine  entière  : on  retranche  d’abord 
8.57375,  cube  de  95 , de  86oo85  ; à côté  du  reste  3710,  on  abaisse 
la  tranche  35 1 ; le  résultat  37io35t  contient  les  3 dernières  parties 
du  cube,  dont  95  exprime  les  dixaines;  on  doit  dope  en  trouver 
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les  unités , comme  dans  l'exemple  précédent , en  faisant  abstraction 
des  a derniers  chiffres  de  27io35i  , vers  la  droite,  et  en  divisant 
le  nombre  restant  27103  , par  27075  , triple  du  quarré  de  95  , con- 
sidéré gamine  les  dixaines  de  la  racine  entière  : ainsi  le  quotient  1 
donne  le  chiffre  des  unités  , et  la  racine  entière  est  951. 

Sile  nombre  proposé  avait  une  tranche  de  plus , on  continuerait 
l’opération , comme  on  l’a  fait  pour  la  troisième. 

Si  les  chiffres  à diviser  sur  la  gauche  du  reste,  ne  contiennent 
point  le  nombre  par  lequel  il  faut  les  diviser,  on  met  un  zéro  à la 
racine.  On  descend  alors  la  tranche  suivante,  et  on  opère  sur  cette 
tranche,  réunie  au  reste,  comme  sur  les  autres  tranches. 

I g.  Le  moyen  le  plus  en  usage  pour  extraire  la  racine  cubique 
par  approximation,  consiste  à évaluer  cette  racine  en  parties  dé-- 
cimales.  A cet  effet,  voyons  comment  se  forme  le  cube  d’un  noipbre 
qui  renferme  des  parties  décimales. 

EXEMPLES. 

( 1,2  )*  = 1,2  X 1,2  X 1,2  = i,44  X 1,2  = 1,728; 

20  (o,  12)3  = 0,001728; 

3U  ( i,25  )i  = 1 ,g53 125; 

' 40  (ojiaS)1  = 0,001953125. 

II  y a donc  au  cube  3 fois  autant  de  chiffres  décimaux  qu’à  la 
racine,  et  cette  remarque  est  générale.  En  effet,  un  cube  étant  un 
produit , il  doit  avoir  autant  de  chiffres  décimaux  que  tous  ses  fac- 
teurs ensemble,  et  par  conséquent  3 fois  autant  que  l’un  de  ses 
facteurs,  puisqu’il  y en  a 3,  et  qu’ils  sont  égaux. 

80-  Pour  tenir  lieu  des  chiffres  décimaux  qui  manquent  au  nombre 
proposé , on  écrira  à sa  droite  3 fois  autant  de  zéros  qu’on  veut 
avoir  de  chiffres  décimaux  à la  racine.  On  fera  ensuite  l’extraction 
suivant  les  règles  exposées  dans  ce  qui  précède,  et  on  séparera, 
dans  le  résultat,  le  nombre  convenable  de  chiffres  décimaux. 

EXEMPLE. 

Extraire  la  racine  cube  de  2 à moins  d’un  millième  près. 

OPÉRATION. 


2,000,000,000 

1,269 

1 

3 

10,00  % 
1728 

432 

2720,00 

1953125 

468750,00 

1995616979 

46876 

,4383o2i 
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Ainsi,  y/  2 ~ i ,269 , à moins  d’un  millième  près.  En  effet 
( 1,259)’  “ 1,99.5616979  , et  (1,260  )*  r=  2,000376000. 

Explication  : i°  J'écris  9 zéros  à la  droite  de  2,  parce  que  je  yen* 
avoir  3 décimales  à la  racine;  a°  je  partage  le  résultat  en  tranches 
de  3 chiffres,  en  allant  de  droite  à gauche;  3°  j’extrais  la  racine 
cubique  de  2 : c’est  1 , que  j’écris  à la  place  destinée  à la  racine 
cherchée;  4°  de  2,  composant  la  tranche  sur  laquelle  j'ai  opérée, 
je  retranche  1 , cube  de  1,  premier  chiffre  mis  à la  racine;  5"  à côté 
du  reste  t,  j’abaisse  la  seconde  tranche,  et  j'ai  1000;  69  je  fais  ab- 
straction des  deux  zéros  de  la  droite,  et  je  divise  le  nombre  restant 
10,  par  trois,  triple  du  quarré  de  1 , déjà  mis  à la  racine;  70  avant 
d’écrire  le  quotient  3,  je  le  vérifie  , en  élevant  i3  au  cube:  ce  cube 
étant  plus  grand  que  2000,  nombre  snr  lequel  j’ai  opéré,  je  ne 
mets- que  2 à la  racine;  8°  je  retranche  1728,  cube  de  12,  de  2000, 
ou  des  2 tranches  déjà  employées  ; 90  à côté  du  reste  272  , j’abaisse 
la  tranche  suivante,  et  j’ai  272000  : dans  ce  nombre,  faisant  ab- 
straction des  deux  derniers  zéros  , je  divise  le  reste  2720,  par  43a, 
triple  du  quarré  de  12,  déjà  écrit  à la  racine;  io°  le  quotient  pa- 
raîtrait devoir  être  6;  mais  la  racine  ia6  qui  en  résulterait,  au- 
rait un  cube  plus’igrand  que  2000000;  ainsi  je  ne  mets  que  5 à la 
racine;  1 1°  je  retranche  i953ia5,  cube  deiaS,  de  2000000,  ou  des 
trois  tranches  déjà  employées;  120  à côté  du  reste  46875,  j’abaisse 
les  3 zéros  qui  composent  la  dernière  tranche;  faisant  abstraction 
des  den?  derniers  zéros  dans  46876000,  je  divise  le  reste  468760  , 
par  46875,  triple  du  quarré  de  ia5,  et  j’écris  le  quotient  9,  à la 
racine  , qui  devient  définitivement  1269  , ou  plutôt  i,25^,  en  sépa- 
rant 3 décimales  sur  la  droite,  conformément  au  but  proposé; 
i3°  je  vérifie  cette  racine,  en  l’élevant  au  cube,  ainsi  que  1,360, 
d’où  je  vois  que  la  racine  cubique  de  3 , tombe  entre  1,259  et  1,260, 
plus  près  cependant  de  1,260  que  de  >,259. 

Si  le  nombre  proposé  avait  déjà  des  décimales,  il  faudrait  y 
ajouter  des  zéros,  de  manière  que  le  nombre  total  des  décimales  y 
fût  triple  de  celui  des  décimales  qu’on  veut  avoir  à la  racine.  Ainsi 
soit  proposé  d’extraire  la  racine  cubique  de  i,a5,  à moins  d’un 
centième  près.  On  veut  a décimales  à la  racine  ; il  faut  qu'il  y en 
ait  6 au  cube  supposé , et  comme  il  y en  a déjà  a , on  doit  donc 
écrire  quatre  zéros  à la  droite  de  i,25;  cela  fait,  on  extraira  la  ra- 
cine cubique  de  1260000. 

Cette  racine  tombe  entre  io5  et  106.  Celle  de  i,a5  se  trouve  donc 
entre  i,o5  et  1,06;  ainsi,  4 

Ÿ i,25  = i,o5  ou  1,06,  ’’’•  ' 

à moins  d’un  centième  près.  La  première  valeur  est  la  plus  appro- 
chée , parce  que  si  l’on  eut  cherché  la  racine  avec  3 décimales  , la 
troisième  décimale  aurait  été  au-dessous  d’un  demi-centième. 

Pour  s’assurer  si  la  racine  trouvée  est  celle  du  plus  grand  cube 
contenu  dans  le  nombre  propose , il  faut  remarquer  que  le  cube  de 
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( a -fr-  i ) = a*  -f-  3a*  -4*  3a  -f-  i , et  que  cctlc  quantité  excède  le 
cube  de  a ou  a5 , de  3a’  -J-  3a  -f-  i ; on  voit  donc  que  si  a est  la 
racine  écrite,  on  sera  certain  qu’elle  n’est  point  trop  faible,  tant 
que  le  reste  laissé  par  l’opération  sera  plus  petit  que  3a’  -4-  3a  -J- 1 ; 
si  ce  reste  était  égal  ou  plus  grand , il  faudrait  augmenter  la  racine 
a d'une  unité. 

81.  Le  cube  d’une  fraction  se  forme  en  élevant  au  cube  sépa- 
rément , le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  fraction.  En 
effet,  ' ** 


Réciproquement  la  racine  cubique  d’une  fraction  se  trouve  en 
extrayant  séparément  la  racine  cubique  du  numérateur,  et  celle  du 
dénominateur  de  cette  fraction.  Ainsi , 


Tel  est  le  procédé  qu'il  faut  suivre , quand  le  numérateur  et-  le  dé- 
nominateur sont  l’un  et  l’autre  des  cubes  parfaits.  Dans  tous  les  au- 
tres cas  , on  opère  comme  il  suit  : - 

• Si  le  dénominateur  senl  est  un  cube  parfait , on  extrait  la  racine 
cubique  du  numérateur,  par  approximation,  et  on  divise  cette  ra- 
cine par  celle  du  dénominatenr.  Par  exemple, 


=:  0,420. 


Si  le  dénominateur  n’est  pas  un  cube  parfait , on  multiplie  les 
deux  termes  de  la  fraction  par  le  quarré.  de  ce  dénominateur.  De 
celte  manière,  on  a une  fraction  dont  le  dénominateur  est  un 
cube  parfait,  et  l’on  extrait  celle  du  numérateur  par  approxima- 
tion. Ainsi , 


Ÿ\-  =l^  = K^  = ^ = îf 


On  pourrait  aussi  transformer  la  fraction  en  une  autre  , dont  le 
numérateur  fût  un  cube  parfait.  Par  exemple, 


comme  précédemment. 
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Celte  méthode  n’est  point  en  usage  , sans  doute,  parce  que,  à 
la  lin  , il  reste  à faire  une  division  , moins  simple  qu'en  suivaiffla 
règle  Usitée. 

Enfin  , on  pourrait  évaluer  en  parties  décimales , la  fraction  dont 
on  demande  la  racine  cubique. 


EXEMPLES. 

y y 

V | = K 0,666667  = 0,87 , comme  précédemment. 


Celte  règle  est  aussi  commode  que  la  première  ; il  faut , quand  on 
la  suit,  que  le  nombre  des  décimales  substituées  à la  fraction  , soit 
triple  de  celui  des  décimales  qu’on  veut  à la  racine. 

82.  Quand  on  sait  extraire  la  racine  quarrée  et  la  racine  cu- 
bique, on  peut  extraire  la  racine  quatrième,  la  racine  sixième,  la 
racine  huitième,  la  racine  neuvième  , la  racine  douzième,  la  racine 
seizième,  la  racine  dix-huitième  , la  racine  vingt-quatrième  j etc., 
et  généralement  la  racine  dont  l’exposant  est  une  puissance  de  a, 
ou  une  puissance  de  3,  ou  le  produit  d’une  puissance  de  2,  multi- 
pliée par  une  puissance  de  3. 

On  obtient  la  racine  quatrième  par  deux  extractions  successives 
de  la  racine  quarrée.  La  racine  sixième , par  2 extractions  succes- 
sives: l’une  de  la  racine  quarrée,  et  l’autre  de  la  racine  cubique. 
La  racine  huitième,  par  3 extractions  successives  de  la  racine 
quarrée.  La  racine  neuvième  , par  2 extractions  successives  de  la 
racine  cubique.  La  racine  douzième  , par  3 extractions  successives  , 
deux  de  la  racine  quarrée,  et  une  de  la  racine  cubique,  etc. 


. EXEMPLES. 

Soit  le  nombre  4096  dont  on  demande  la  racine  quatrième,  la 
récine  sixième  , et  la  racine  douzième,  on  aura  , 

4096  = 8 , parce  qne  \J  4096  = 64  > et  que  y/  64  8; 

y/  4096  = 4 j parce  que  y / 4096  = 64  , et  V^64  = 4 » 
enfin  , 

4096  = 2 , parce  que  y/  4096  =64;  V 64  = 8 et  8=2. 

Ces  règles  se  démontrent  facilement.  En  effet,  soit  une  quatrième 
puissance  quelconque  «*;  on  aura  d'abord  Va 4 = a’;  ensuite 
y/zt1  = a , quantité  qui  est  évidemment  la  racine  quatrième  de  a V 
De  meme,  soit  une  sixième  puissance  quelconque  a 6 ; on  aura  Suc- 
cessivement V a6  =z  a?  , et  = a , résultat  qui  est  la  racine 
sixième  de  <7*.  Pareillement  V u8  — °4>\/  °4  — «*,  t/  a 1 —a,  racine 
huitième  de  n8,  ou  de  la  huitième  puissance  de  a. 
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(S 5-  La  racine  cubique  d’un  produit  est  égale  au  produit  des 
racines  cubiques  des  facteurs.  Ainsi  , 

Ÿ aWc'  = Ÿ a>  y.  V b*  X Ÿ c*  — abc. 

En  effet,  qu’on  élève  abc  au  cube,  on  retrouve  a}  & c3. 
donc  , etc. 

Cette  remarque  peut  servir  à l’extraction  de  la  racine  cubique 
d'un  nombre  dont  tous  les  facteurs  sont  des  cubes  parfaits.  Ainsi, 

^ 8 X »7  X 343  X 729  = ^ 8 X V'  27  X ^343  x v'  7*9 
= 1 X 3X  7 X 9 =378. 

Si  tous  les  facteurs  d’un  produit  ne  sont  pas  des  cubes  parfaits, 
on  ne  peut  pas  obtenir  la  racine  cubique;  mais  on  peut  en  simpli- 
fier l’indication.  Ainsi, 

V a^b^c  — ab * y c ; 

5/ 

En  effet , le  cube  de  ab‘  X V c est  égal  à aïb^c.  Pareillement , 

Ÿ 8 X 27  X 10  = 2.3  X 10  = 6 V 10. 

8/|.  Nous  renverrons  aux  auteurs  qui  ont  pu  traiter  l'Algèbre 
avec  étendue,  pour  l’extraction  de  la  racine  cubique  des  poly- 
nômes algébriques,  opération  qu’on  a très-rarement  besoin  d’exé- 
cuter. Nous  y renverrons  aussi  pour  ce  qui  concerne  l’extraction 
numérique  des  racines  dont  l’exposant  est  un  nombre  premier, 
différent  de  2 ou  de  3.  Ces  sortes  d’extractions,  dont  le  calcul  est 
très-compliqué,  s’exécutent  très-facilement , à l’aide  deslogarithmes 
dont  nous  parlerons  dans  la  suite. 


Application  de  F extraction  des  racines  cubiques. 


Ier  PROBLEME  : Le  Etre,  unité  des  mesures  de  capacité,  doit 
avoir  la  forme  d’un  cylindre  droit, et  sa  hauteur  est  double  du  dia- 
mètre de  la  base;  évaluer  ces  dimensions,  en  se  rappelant  que  le 
volume  du  litre  est  équivalent  à celui  d’un  décimètre  cube. 

Solution  : Nous  supposons  qu’on  ait  appris  ( n°  166  Géométrie) 
que  le  volume  d’un  cylindre  droit  est  égal  au  produit  de  sa  hau- 

22 

tenr  par  le  quarré  du  rayon  de  sa  base  et  par  le  rapport delà 


circonférence  au  diamètre;  d’après  cela  , -soit  x le  rayon  delà 
base,  et  par  conséquent  r la  hauteur  du  cylindre.  La  quantité  x , 

, 22X2 

qui  est  une  ligne,  s’évalue  en  décimètres  linéaires.  On  aura  


pour  l’aire  de  la  base, 


22X1 

et  enfin  — — X 4* 
7 


88*] 

7 


jd.m.c.  Qu 


lire  facilement  de  celle  équation  , 
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= -i-,  et  * = l/_T  _ 1/^ — 2 — _ 

88  v m Y 8.11  v 8.11. 

= 1 /S-  =^L  = 5^i=î“ji=  ...  „ _ 4,„. 

r 8.11*  V 2.11  22  4 


.r5 

s 


21 

121 


Ainsi  le  rayon  = 43miI-;  le  diamètre  = 86rail-,  et  la  hauteur 
= 17 a”"1.  Ces  opérations  de  calcul  sont  fondées  sur  les  numéros 
81  et  83. 


11e  PROBLEME  : Le  diamètre  d’un  boulet  de  canon  dit  de  36, 
est  de  6 pouces  2 lignes  8 points,  anciennes  mesures,  ou  de  168  mil- 
limètres; évaluer  le  diamètre  du  boulet  de  24,  celui  du  boulet  de  iG, 
de  îa,  de  8,  de  4- 

Solution  : Suivant  les  géomètres , les  cubes  des  diamètres  des 
sphères,  sont  proportionnels  au  poids,  quand  les  corps  sont  ho- 
mogènes ou  de  même  nature.  Il  suit  de  là  qu’en  désignant  par  x le 
diamètre  du  boulet  de  24 , nous  aurous  la  proportion  , 

* 1 : >68»  ::  »4  : 36,  ::  a : 3; 

donc  M»  = iiËLXJ; 

et  x = \/ >68’.a.9  _ , ^ 168’.  18 _ ^68».  18  168  w ,/  0 

V 5 -9  — V 3>  ~ T —“T" X I0, 

K 3» 

— 56.2,6a.  “147  millimètres. 

Tel  est  le  diamètre  du  boulet  de  canon  de  24.  On  trouvera  par 
des  calculs  semblables  que  le  diamètre  du  boulet  de  16  est  i28mm; 
ensuite  n6mm,  ioamm,  8imm  pour  ceux  des  boulets  de  ta,  8 et  4- 
Les  calculs  sont  fondés , comme  ceux  du  premier  problème,  sur 
les  numéros  81  et  83. 

Nous  reviendrons  à quelques  autres  problèmes  de  ce  genre  dans 
les  applications  des  logarithme*'. 


DES  PROPORTIONS  ET  DES  PROGRESSIONS. 

85.  Au  lieu  de  l’algèbre  qui  manquait  aux  anciens  géomètres 
pour  former  des  équations  , ils  employaient  beaucoup  les  propor- 
tions. Les  modernes  en  ont  conservé  l’usage;  mais  ils  pourraient 
s’en  passer  entièrement.  Quoiqu’on  en  ait  déjà  parlé  dans  le  précis 
de  l'Arithmétique  , nous  croyons  devoir  y revenir  ici , pa'rce  que 
l’Algèbre  permet  d’en  expliquer  la  théorie  avec  plus  de  simplicité 
et  de  généralité. 
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8(3.  Dans  toute  proportion  arithmétique  ou  équidifférence , 
la  somme  des  extrêmes  est  égale  à celle  des  moyens;  eneffet,  soit 
la  proportion  a b ; c.tf,  à cause  de  a — b~c — d,  on  a toujourf 
a -j-  d — b -J-  c. 

D’après  cela,  il  est  facile  Je  connaître  un  des  termes,  au  moyen 
des  3 autres  supposés  connus.  En  effet,  soit  l’équidifférence , 

a. b ! c .x  -,  donc  x — b -f-  c — a. 

Ainsi  l’on  a ces  deux  règles  générales.  Un  extrême  est  égal  à la 
somme  des  moyens , moins  l’extrême  connu  , et  un  moyen  est  égal 
à la  somme  des  extrêmes,  moins  le  moyen  connu.  Si  les  deux 
moyens  étaient  égaux  et  inconnus , alors  chacun  d’eux  serait  égal 
à la  moitié  de  la  somme  des  extrêmes.  En  effet,  soit  la  proportion 
et. x : x b; 

j , , a ■+■  b 

donc  a x = a -4-  b , et  x — . • 

Ce  qu'on  nomme  ordinairement  moyen  arithmétique  entre  deux 
nombres , est  l’un  des  moyens  égaux  d'une  proportion  arithmétique, 
dont  les  extrêmes  sont  ces  deux  nombres.  Ainsi,  a dans  la  propor- 
tion i .a  : a .3 , et  b dans  la  proportion  a.b\  b .c  sont  des  moyens 
arithmétiques,  savoir,  2 entre  î et  3 , et  b entre  a et  c. 


APPLICATIONS. 

Ier  PROBLÈME:  Suivant  les  physiciens  lorsqu’un  corps  tombe 
librement  pendant  quelques  secondes , les  espaces  qu’il  parcourt 
étant  pris  4 à 4i  forment  une  proportion  arithmétique.  D’après 
cette  loi,  supposons  qu’une  bombe,  qui  a employé  4 secondes  à 
tomber,  ait  parcouru  4“*t,e,i90,i  pendant  la  première  seconde, 
i4m,7i3  pendant  la  seconde  ,et  a4m,522  pendant  la  troisième:  com- 
bien pendant  la  quatrième  ou  dernière  seconde  ? 

Solution  : L’énoncé  du  problème  nous  donne  la  proportion  arith- 
métique. 

4m,9o4 . î /»m,7 x 3 ; 24n,,5aa  .xm  = 34m,33i. 

La  bombe  a donc  parcouru  34m,33t  pendant  la  quatrième  se- 
conde, et  78™, 470  pendant  les  4 secondes. 

IIe  PROBLÈME  : Le  diamètre  d’un  boulet  dit  de  24  , doit  être 
compris  entre  i49m‘ll‘mi,n!,,i7,  et  i47mm,47-  Quelle  est  la  grandeur 
moyenne  de  cc  diamètre  , qu’on  nomme  aussi  calibre  ? 

Solution  : Soit  x ce  diamètre,  on  aura,' 


donc 


149,17  .x  : x. 
149,17  + 147,47 
2 


1 47,47  i 
— 148"'"’, 3a. 
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87.  Dans  toute  proportion  géométrique  ou  par  quotient,  le 
produit  des  extrêmes  est  égal  à celui  des  moyens.  En  effet , soit  la 
proportion  géométrique  a l b \ \ cl  d ; à cause  de 
a c , a b 

—j—  — — r , ou  de  — = — r- , on  trouve  a X « = b X c. 
bd  c : d 


Réciproquement  si  l'on  a deux  produits  égaux,  composés  chacnn 
de  deux  facteurs,  on  peut  en  déduire  une  proportion,  en  prenant 
pour  extrêmes  les  2 facteurs  de  l’un  des  produits,  et  pour  moyens 
les  facteurs  de  l’autre  produit  : car  soient  mq  et pn  ces  deux  pro- 
duits égaux.  A cause  dcm  X q — n X Pi  on  a , en  divisant  tout  par 

771  p , 

nq  , = — — : donc  m : n \ \p  I q. 

n q 


Péréquation  ad  — bc. 


on  tire  successivement  a — 


bc 

~T  r- 


b — — ; c ——ç-  » et  d — — — ; donc  chaque  extrême  est'  égal 

au  produit  des  moyens  divisé  par  l’autre  extrême,  et  chaque  moyen 
est  égal  au  produit  des  extrêmes  divisés  par  l'autre  moyen.  Il  est 
donc  facile  de  calculer  l’un  des  termes  de  la  proportion  , quand.on 
en  connaît  les  3 autres. 

Si  les  moyens  sont  égaux , la  proportion  est  dite  continue  ; telle 
est  celle-ci , 


a : b ::  b : c. 


La  quantité  qui  représente  les  deux  moyens  égaux  , s’appelle 
moyen  proportionnel  géométrique  entre  a et  c.  Dans  ce  cas  particu- 
lier, à cause  de  b X b ou  b'  — ac,  on  a b — \/  ac , c’est-à-dire  , 
que  le  moyen  terme  est  égal  à la  racine  quarrée  du  produit  des  ex- 
trêmes. Lorsque  4 quantités  sont  en  proportion  , leurs  puissances 
* et  leurs  racines  de  même  exposant  y sont  aussi.  Soit  la  proportion 
a : b ::  Cl  d; 


donc 

donc 

et 


a 

~b 


a “ 

~b“ 


c-  Va 

= — ;et  — = 


Vb 


: bm  : : cm  : dm  ; 


Vç_ 

W' 


Lorsqu'on  a deux  proportions  , on  peut,  en  les  multipliant  ou  en 
les  divisant  terme  à terme,  former  une  troisième  proportion  ; ainsi 
des  deux  proportions , 
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a : b H c : d,  et  m l n H p l q ; 

on  déduit  , i°  arn  ; bn  Il  cp  l dq  ; 

„o  JL  . b ..  c . d . 

• m ;»  P,  ? 

proportions  qui  se  vérifient,  à cause  de  ad  — bc,  et  de  mq 

rz=  n/3. 

Si  on  se  rapelle  qu’on  a nommé  anlécédens  le  premier  et  le  troi- 
sième terme  , et  conséquens  le  second  et  le  quatrième , il  est  aisé  de 
voir,  i°  que  dans  toute  proportion  géométrique,  la  somme  ou  la 
différence  des  antécédens,est  à la  somme  ou  à la  différence  des  con- 
séquens, comme  un  antécédent  est  à son  conséquent.  Ainsi  de  la 
proportion  a : b H cl  d , on  peut  tirer  celle-ci  : 
a ■+•  c l b •+■  d II  a l b ; a — c : b — d II  a l b‘,  et  par  consé- 
quent a -{•  c l b -f-  d ; ; a — c : b — d,  proportion  qui  se  vérifie, 
à cause  de  ad  — bc. 

En  général , dans  une  suite  de  rapports  égaux , la  somme  des 
antécédens  est  à la  somme  des  conséquens,  comme  un  antécédent 
quelconque  est  à son  conséquent.  En  effet  **oit 

a l aq  II  b l bq  \ \ c l cq  H d l dq  \\  etc., 
cette  suite  de  rapports  égaux  ; on  peut  en  tirer  cette  proportion , 

( a b -J-  c— f-  d •+-...  ) C ( a -4-  b c -+-  d -f-...  ) q ! '.  a l aq , 
puisque  le  produit  des  extrêmes  est  égal  à celui  des  moyens. 

APPLICATIONS. 


Les  règles  de  trois,  d’escompte,  de  société,  etc. , des  arithméti- 
ciens , se  font  par  le  moyen  de  la  proportion  géométrique,  comme 
on  l’a  déjà  vu  dans  la  première  partie  de  ce  Cours.  Ce  qui  embar- 
rasse le  plus  les  commençans,  c'est  la  disposition  des  4 termes  de 
la  proportion,  dont  3 sont  donnés.  Ce  qu’il  y a de  plus  simple  à 
dire  à cet  égard  , c’est  de  former  ou  deux  quotiens  , ou  deux  pro- 
duits égaux , entre  les  4 termes , et  d’en  déduire  une  proportion. 


Règle  de  Trois  directe. 


La  solde  d’un  corps  militaire  de  ia5oo  hommes,  a été  de 
6a56ar,5o*.  Quelle  sera  celle  d’un  corps  de  i’875o  hommes  ? On  la 
suppose,  comme  la  première,  proportionnelle  au  nombre  d’hom- 
mes, c’est-à-dire,  que  la  solde  de  chaque  homme  est  la  même  dans 
les  deux  corps. 


Solution  : La  solde  d’un  homme  est  exprimée  par 


6a56af,5o 
îa 5oo 


dans  le  premier  corps,  et  par 
donc 


xfr. 

18750 


dans  le  second  ; 


on  a 
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cours  de  Mathématiques. 

6i56af',5o^  ^„uaii0„  nui  retient  à la  proportion 
ia5oo  1 

x : 18750  y,  62562,60  : ia5oo, 


et  d’où  l’on  tire  immédiatement 

62562,50  X 18760 
X 12000 


93843", 75. 


Règle  de  Trois  indirecte . 

• 

On  a des  vivres  pour  3o  jours  dans  une  place  assiégée  ; on  veut 
les  faire  durer  36  jours.  A.  quoi  faut-il  réduire  les  rations  ordi- 
naires, qu’on  suppose  d’abord  être  de  375  grammes? 

Solution:  Soit  x le  nombre  de  grammes  de  chaque  ration  ré- 
duite, et  n le  nombre  de  rations  par  jour;  on  aura  375r  X ou 
375  n pour  la  consommation  par  jour , et  la  totalité  des  vivres  sera 
exprimée  évidemment  à la  fois  , en  multipliant  375  n par  3o  , et  nx 
par  36.  On  a donc  entre  ces  produits  égaux  l’équation  , 

36  .«xs:  3o.375  /fî-ou  36x  = 3o.375; 


on  en  tire  la  proportion , 

36  : 3o  ::  375  : * 


87^  X 


00 


36 


. ./ 

■**-*■• 

34  2*'  ,5. 


On  aurait  pu  obtenir  immédiatement  cette  valeur  de  l’équation 
36x  = 375  X 3o, 

575  X 3o  „ - 

qui  donne  X — gg — 3 1 28,5. 

Nouvelle  preuve  de  l’inutilité  des  proportions  dans  les  règles 
de  trois  indirectes  , ou  plutôt  de  la  facilité  de  les  résoudre  par  des 
équations. 

Règle  de  Société  ou  de  Répartition  simple. 

Le  but  de  cette  règle  est  de  diviser  un  nombre  donné  , en  par- 
ties proportionnelles  à des  nombres  aussi  donnés.  Proposons-nous  , 
par  exemple,  de  partager  la  quantité  a en  3 parties  x , y,  z , pro- 
portionnelles à trois  nombres  donnés  rn  , n e t p. 

Nous  aurons  entre  xety  la  relation  , 


d’où  y 


et  entre  x et  e la  relation  , 


nx 

m 


= —,  d’où  t — ——  ; 
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or  à cause  deï+7+z  —a%  il  évident  que 
nx 


i5g 


, , px  ,.  ™-f  B+P 

x -I = a,  ou  bien  x —a; 

m\  ' m m 


équation  d’où  l’on  tire  d'abord, 

aXm  . a X " 

x = — ■ ■ 


m -\-n-\-p 


m n p 


, et  z = 


“Xp 


m-j-  7t  -J- P * 


et  si  l'on  veut , les  proportions  , 

m + n +/>  r a ::  m:  x t£f^r  * p • a î • n • y » 

et  rn  n p 1 a. 

C'est-à-dire,  la  somme  des  nombres  proportionnels  donnés  est  au 
nombre  qu’on  veut  partager , com/fte’ctfn  des  nombres  proportion- 
nels donnés  est  h la  partie  proportionnelle  correspondante  ; et  telle 
est  la  règle  donnée  en  arithmétique.  Elle  rentre  , comme  on  voit , 
dans  celle  que  nous  avons  obtenue  pag.  97,  par  un  procédé  un  peu 
différent.  * 


I 


Suivant  cette  règle,  on  voit  qu’il  faut  faire  autant  de  propor- 
tions, et  par  conséquent  autant  de  multiplications  et  de  divisions, 
qu’il  y a de  parties  proportionnelles  à trouver , mais  on  peut  ré- 
duire toutes  les  divisions  à une  seule. 


En  effet,  qu’on  suppose  “ <7 , on  aura 

rr  m-\-n-\-p  1 

x — q X m;  y — q X * ; z = 7 X p. 

Ainsi  il  suffira  de  diviser  a par  m -j-  n -+-/&  et  l’on  n’aura  plus 
que  des  multiplications  à faire.  Celte  règle  consiste  donc  à diviser 
exactement,  ou  par  approximation,  a par  m -j-  n ^rp , et  à mul- 
tiplier le  quotient  successivement  par  m , par  n,  et  par  p.  Les  rai- 
sonnemens  seraient  les  mêmes  pour  un  nombre  quelconque  de 
parties  proportionnelles. 


EXEMPLE. 


Répartir  une  solde  de  a374of,5o,  entre  10  compagnies,  à pro- 
portion des  hommes  dont  elles  sont  composées-,  la  ire  étant  de  iooh, 
la  a”le  de  96*> , la  3mc  de  to4h,  la  4me  de  10a  , la  5mc  de  95  , la 
6m*  de  99,  la  7me  de  90,  la  8me  de  88,  la  9m*  de  84,  et  la  iom® 
de  80. 

Je  divise  a374o,5o*  par  981 , nombre  total  des  hommes  des  10 
compagnies  ; le  quotient  a5f5o*  étant  multiplié  successivement  par 
le  nombre  des  hommes  de  chaque  compagnie,  on  trouve  qu’il  re- 
vient a55or  à la  xre,  3448'  à la  ame,  a65af  à la  3me,  afioi'  à la  4mc> 
34aar5o*  à la  5™' , a346f  à la  6ra® , aagG'  à la  7m®,  a»44f  à la  8me , 
ai4a  à la  9°*®,  et  ao4or  à la  iom®. 

On  peut  aussi  éviter  les  multiplications  et  simplifier  le  calcul  de 
cette  manière.  Dans  l’exemple  précédent,  il  est  évident  que  le  quo- 
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tient  a5f5o*  exprime  la  solde  qui  revient  à chaque  homme,  puis- 
qu'on a divisé  la  solde  totale  par  le  nombre  des  hommes  ; d’après 


cela,  formez  le  tableau  suivant  : 

Hommes. 

Solde. 

I 

. . . a5f,5o* 

a « 

...  5i,  00 

3 

. . . 76,  5o 

4 

. . . 102,  OO 

' 

5 

. . . 127, 5o 

6 

. . . i53, 00 

7 

. . . 178,  5o 

8 

. . . 204,00 

9 

. . . 229,  5o 

Avec  ce  tableau , il  ne  reste  plus  que  des  additions  a faire , comme 
on  le  voit  ci-dessous  : 

ire  Compagnie.  amc  Compagnie. . 


Hommes.  Solde.  Hommes.  Solde. 

ioo  __  a55or.  90 aag5f 

6 i53 

96  2448 

f EXPLICATION. 


ir*  Compagnie  : Pour  100  hommes,  je  prends  dans  le  tableau, 
vis-à-vis  1 , et  j’avance  la  virgule  de  a places  vers  la  droite  , ce  qui 
me  donne  a55or. 

ame  Compagnie  : Je  décompose  96  en  go  -j-  6 ; pour  90  ou  9 
dixaines,  je  prends  dans  le  tableau,  vis-à-vis  9,  j’avance  la  virgule 
d’une  place , et  j’ai  aag5  ; pour  6 , je  prends  1 53f  dans  le  tableau  , 
vis-à-vis  6,  sans  rien  changer,  et  j’ai  a448r  pour  la  solde  de 
96  hommes. 

On  voit  comme  on  opérerait  pour  les  8 autres  compagnies. 

On  est  en  quelque  sorte  forcé  de  recourir  à cette  méthode,  quand 
le  nombre  des  parties  proportionnelles  est  très-grand.  Soit  pro- 
posé, pour  exemple,  de  répartir  une  contribution  militaire  de 
i5a4t>7f,o6oao5  entre  1000  propriétaires,  à proportion  de  leurs 
revenus  , dont  la  totalité  monte  à 12345678', 90. 

On  cherchera  la  contribution  par  franc , et  ensuite  on  opérera 
comme  ci-dessus,  pour  trouver  celle  qui  est  relative  à chaque 
revenu . , 
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Règle  de  Société  ou  tic  Répartition  composée. 

C)Q.  Repartir  une  gratification  de  gîgS'gS”  entre  deux  em- 
ployés, à proportion  de  leurs  appointemens  et  de  la  duréj  de  leurs 
services.  On  suppose  au  premier  6ooor  d'appointemens-’iet  1 5 ans 
de  service,  et  au  second  5oob*  d'appointemens  et  20  ans  de  service. 

Il  faut  multiplier  les  appoiiÿemens  par  le  temps  de  service  , et 
faire  ensuite  une  règle  de  répartition  simple.  Ainsr,  dans  cet  exem- 
ple', la  part  du.preraier  sera  proportionnelle  à 6000  X i5  ^t)oodo, 
excelle  du  second  à ’Sooo  X 20  = «ooooo;  on  trouvera  5o5of,5o* 
pour  le  second  , et  4545*, 45  pour  le  premier. 

* J 

■*  ' - , Règle  de  Trois  coiryiosce. 

*C)I.  3oo  ouvriers  travaillants  heures  par,, jour,  ont  fait  en  5o 
jours,  une  tranchée  de  2oom  de  longueur  ,«Cm  de  largeur,  et  am  de 
profondeur*  Combien  fauflrait-il  d’ouvriers , travailfant  ^oh  par 
jour,  pendant  40  jours  , pour  foire  une  tranchée  de  i8omde  lon- 
gueur, 8 de  largeur,  et  2,5  de  profondeur  ? 

Pour  ramener  cette  question  a une  règle  de  trois  simple,  il  faut 
réduire  à 4 les  ta  nombres  qui  y jont  employés.  Cela  se  fait  de  celle  . 
manière  : Soit  x le  nombre  d’ouvriers  qu'on  cherche;  3oo  ouvriers 
travaillant  8h  par  jour  pendant  5o  jours,  sont  cquivalcns  à 3oo 
X 8 X 5o  ==  120000  ouvriers  qui  travaillent  pendant  une  heure. 
Pareillement  x ouvriers  occupés  ioh  par  jour,  pendant  40  jours, 
peuvent  être  remplacés  par  jt  X 10  "X  4°  = \oox  ouvriers  , em- 
*■  ployés  pendant  une  heure.  D’une  autre  part,  une  tranchée  île  aoom 
de  longueur,  6m  de  largeur^tÆm  de  profondeur,  est  équivalente  à 
* 200  X 6 X 1 = 2400  met.  cubeS;  et  une  tranchée  de  i8om  de  lon- 
gueur, de  8m  de  largeur,  et  2, 5 de  profondeur,  est  équivalente  à 
180  X 8 X a, 5 — 366om  cubes.  Ainsi  la  question  primitive  est 
équivalente  à celle  ci: 

120000  ouvriers  ont  fait  24oo'1’  cubes  , et  l\OOx  ouvriers  ont  fait 
- 36oom  cubes.  Les  ouvrages  étant  proportionnels  aux  ouvriers,  on 
roatte  proportion  : * # • -V 

2400  I 36oo  *î  130000  I !\oox  ; ‘ 


donc 


4002:  “ 


3600  X 1.20000 


2400 


180000  ; 


180000  , - 

Ct 

Il  faudrait  donc  4$o  ouvriers. 

Les  raisonnemens  ci-dessus  expliquent  le  procédé  dont  nous 
avons  recommandé  l’emploi  en  arithmétique,  et  qu’ori  applique 
toujours  avec  beaucoup  d’avantage  a 114  problèmes  qui  renferment 
un  aussi  grand  nombre  de  termes  ; ainsi  de 
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OUT. 

3oo 


heures. 

. 8 


jour». 

. 5o 


i 


9.C 

180 


>*rs- . 

: 6 . 


- « 


profond . 

2,5. 


kg* 


X 10 

On  clédtfit  immédiatement  - - * * 

3oo  X 8x5oXi«oX8X  2,5  = >x  io^  ioX  îo»X  &X  î; 

d’où  • 

3oo  x8jt.f.oXi8ox8x  a, 5 45»ooooy ; ^2t)t)  __  ^ 5^  ■■ , 

• ''  10  x 4o  xl300  X 6 x 3 960000 

• Au  lien  défaire  la  proportion,  on  aurait  ]Tn  employer  l.éqtsa- 

tion  . ato°  . — *^°°-  entre  leshleux  expre^ions  équivalentes- de  ce 

• 120000  4oor  * 

que  chaque  ouvrier  fait  paé'Iieure.  '■fcitiCh: 

Celte  opération  est, un  peu  plus  difficile  a expliquer  et  a rom  , 

prendre,  lorsqu’on  s’iutenlit  éntièrcincut  l'usage  .les  notations 
algébriques.  " 2b 

DES  PROGRESSIONS.  •*’ .'  " 

* TB*  * ÎÇrfc  ^ 0 f 

C)2.  On  distingue  ojrdinairem^pt  deux  sortes  de  progressions  ; 
celle  qu'on  nomme  Jrithmétùme  ou  par  différence , et  celle  qu’on 
appelle  Géométrique  ou  par  quotient,  flans  la  première,  là  diffé- 
rence, et  dans  la  seconde,  le  quotient  de  deux  termes^onsécutiis 
sont  des  quantités  constantes. 

• . De  la  Progression  Arithmétique. 

q3.  D^prèfif^définition  précédente  , les  nom^S9§^8)jî8^i^ 
o,‘i,,*,-3,  4,  5r,’6,  7,  etc.,  forment  une  proportion  arithnfe* 
tique  dont  la'  différence  est  un.  La  notation  adoptée  pour  l’iiidiqiiTr 

est  celle-ci  gy--- 

-j  o £;V.  e»c,  - 

Ofa’proliônce  : zéro  est  a 1 comme  1 es*à  a.,  comme 
comme  3<st  à ‘4  , cbmjne,  etc.  Dans  la  suite  nous  emploierons 
la  virgule  pour  séparer  les  terjjues.de  cette  progression. 

On  aurait  pareillement  une  progression  arithmétique,  si  l’on 
écrivait  les  mêmes  nombres  dans  unordre  renversé  , 

-1  5 . 4 . 3 . s . 1 . o:  ‘ 

La  première  progression  est  dite  croissante  , et  la  seconde  dé- 
croissante. 

Il  est  facile  de  voir  qu’en  prenant  3 termes  de  suite  , on  aura 
toujours  une  proportion  iril  h m étique  continue. 

■Wrflnb!  u * vî  * 

PROBLÈME  fiÉWiÀti/y.  tfésignons  le  premier  terme  d’nne 
progression  ariflimétique  par  a , la  différence  par  ti , le  nombre  das 


1 6$ 


\ * * • '■»  ‘‘l°èbéik.  îjr^..  » 

termes  jiar  n , le  dernier  par  u , et  la  somme  par  ».  Trouver  2 de 
ces  J quantités  lorsque  l'on  connaît  les  3 autres. 

Solution  : Gn  a généralement, 


“ — a -t-  <*  ( n — 1 ) , et  f = ( a -f-  « ) X 

*•  V- 

En  effet,  soit  une  progression  arithmétique  croissante  , 
-f  a,a  + <?,o  + 2<î,fl  + 3 d,  a 4.  f,d. 


II  est  évident  que  le  coefficient  de  d dans  un  terme  quelconque 
est  toujours  plus  petit  d’une*  hnité  que  le  chiffre  qqj  exprimerait 
rang  de  ce  terme;  donc  ce  coefficient  est  n—  1 dans  le  n1*”'-  donc 
ce  n"m« 'terme  ouu  3=  a -f-  d (n  — 1 ).  * 


nous  procède- 


O» 


Pour  démontrer  Péquation  r — ^ a u ^ -x  n 
rqns  comme  il  suit  : 

Prtigression  donnée , 

— <7,  a -f-  d,a  4-  id,a  -f-  3 d....  a -f-  d ( n — a),  a d ( n 

progression  renversée , 

Ta  + ^(a — ’*.)>  a-^d  (/t  — a) 

. somme  des  deux  progressions  , %Y- 

~T  aa  + d ( n — 1.)  , an  -+•  d («  — , d ( n _ f ) 

2«  d ( « — 1 ) 1 , sa  -J-  d ( n — 1 ) ; 
ou  *-f-a  + «,  a + u,  a + «.....*«+*«»  a -f- 
somme  des  termes  de  cette  dernière  progression , 

.#  ' J,=(a  + »)  X n; 

somme  des  termes  Jdb  II  première  progression , 


"i#11 

JF  ,=  ±‘+"\giï. 


Explication  : On  ajoute  ensemble,-, 
mières  progressions  pour  former  la<{ 
cette  dernière  se  trouvent  nécessaire! 


à terme , les  deux  prê- 
te. Tous  les  termes  de 

, , , ,r  •; ég»W.entre  eux  , parce 

que  la  différence  d est  additive  dans  prentiere^  et  soustractive 
dans  la  secondevChaque  terme  de  la  troisièm^étant  exprimé  par 
u,  la  somme  de  tous  les  termes  le  sera  par  falf  u)  X « ; mais 
cette  somme  est  évidemment  double  de  celle  des  termes  de  là  pre- 
mière prqgressioil  i en  désignant  par  r la 


•in- 


somnie d A- termes  dréterïptmière  progression. 

iÇ^Les  deux  équaWoriM^^fnent^es, 

_ (“  + “)  X n 


u — — x ),  et  s — 


se  traduisent  àinsi  dansde  langage  ordinaire  : le 


>rt 

dentier  terme  dune 
r n* 


Oigitized  by  Google 


i64 


COURS  DE  MATHÉMATIQUES.  . . 


progression  arithmétique  croissante  est  égal  au  premier  terme,  glus 
la  différence  multipliée  par  le  nombre  des  termes  moins,  un;  ét  la 
somme  des  termes  est  égaUi  la  moitié  du  produit  de  la  somme  des 
extrêmes  , multipliée  par  le  nombre  des  tempe. 

Les  deu*  équations  primitives, 


u m «-+-«/  ( n — i),  et  szz.  , 


ayant  trois  quantités  communes , a , u et  n , on  peut  en  tirer  tjroiÜ 
autres  équations , en  éliminant  successivement  a,  u et  n.  Ces  éqt)a- 
tiotnsjl^véef  sont  # 

’ sj  = J««  — dn  («  — i )f  j 

•x  s — % an  dn  {n  — i), 

et  • a ds—  ü1  — ai  -}*  ad  •+•  ud. 

Ainsi  on  aura  cinq  équations  entre  les  ciiflj  quantités  a,  d,  n , ^ 
et  s , combinées  quatre  à quatre.  '• 

q4*  Si  on  résout  chaque  équation,  par  rapport  à chacune  des 
quatre  quantités  qui  y sont  employées,  il'en  résultera  ao  formules 
qui  résoudront  le  problème  proposé. 


Tableau  de  ces  vingt  formules. 


Connaissant. 

l 

Trouver. 

À 

Formules. 

n 

d 

u 

.... 

a — u — f/.(n  — 

lb 

n 

u 

s 

• • • • 

25  — un 
a = n » 

► 

n 

d 

a 

/ 

2 î — dntn  — 

• 

0. 

• • a n 

* 

__  rfdr  Y + d)*  Sd» 

u 

d 

s 

• * * hi 

3 

a 

d 

n 

• 5?.*  • * * 

u zsz.  a -J-  d Ç,n  — i ); 

a 

n 

s 

.... 

2 s — an  • 

" — Z — * 

m J** 

. ^ -r* 

u 

„ j&iààézr 

if.  • 

d 

n 

s 

• • • • 

‘à  hSV  j 

> 

- d)*-h8ds 

a 

d 

s 

. • « • 

2, 

* 
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. ■ Suitç  du  tableau , 

Connaissant.  Trouver.  Formules. 


Les  comraençansfferfnt  bien  de  chercher  ces  mûmes  formules  et 
de  les  vérifier,  eu  les  appliquant  à une  progression  connue  dans 
toutes  ses  parties.  Soit,  par  exemple,  la  progression  , 


-4-  i . 3 . 5 . 7 , oà  i,  d =s  a , n ==  4 , u es  7 et  s — 16, 
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Veut-on  vérifier  la  formule'un  peu  compliquée, 
. H — ia  ± V (aP — d)'  -f-  8 ds 


a d 


on  aura  n — 


_ a — a±V^(a  — a)a+8  X a X >6 


16 


= ±-^  = ±4. 


La  valeur  -{-  /.  satisfait  seule  à l’équation  et  à la  progression,  et  la 
valeur  — 4 ne  satisfait  qu’à  l’équation. 


qu’à  l’équat 


q5.  Si  l’on  divise  en  parties  égales  le  temps  qu’un  coj’ps  em- 
ploie à tomber  librement , et  sans  éprouver  de  résistance  de  Ül  Jvart 
de  l’air,  les  espaces  parcourus,  pendant  ces  instans  égaux,  for* 
ment,  suivant  les  physiciens,  une  progression  arithmétique.  Cet^  ,^ 
progression  est  d’ailleurs  très-remarquable,  en  ce  que  la  différence.,  '• 
qui  y règne,  est  double  du  premier  terme;  d’après  cela,  nous 


d = aa  ; et  s =: 


'*nk 


a an  + dn 


ffc-o  _ 


2 an  -4-  lan 


o 


a 

\av>- 


• — an * 


Ainsi,  dans  cette  progression,  la  sonupie  des  termes  est  égale 
au  premier  terme , multiplié  par  le  quarré  du  nombre  des  termes  ; 
et  par  conséquent  l’espace  parcouru  par  un  corps,  depuis  l’origine 
de  son  mouvement,  est  égal  à l’espace  parcouru  dans  le  premier 
instant,  multiplié  par  le  quarré  du  nombre  des  instans.  On  a ob- 
servé que  le  premier  espace  a = 4m,9o4  , si  l’on  compte  le  temps 
en  secondes.  D’après  cela,  passons  aux  applications. 

Applications. 

Ier  PROBLÈME  : Une  bombe  a mis  autant  de  temps  à monter 
qu’à  descendre,  et  son  mouvement  a duré  io  secondes.  A quelle 
hauteur  s’est-elle  élevée  ? 

Solution  : On  trouver  = 4m, 904  X 5*  = 4m>9°4  ^a5=  iaam,6oo 
(63  toises).  On  fait  n.  = 5 , puisque  la  bombe  a dû  tomber  pendant 
5 secondes. 

IIe  PROBLÈME  : Le  sommet  du  Panthéon,  à Paris,  est  élevé 
d’environ  78m,4f>4  ( >4t  { pieds)  au-dessus  du  pavé  de  cet  édifice. 
Combien  de  secondes  emploierait  un  corps  pesant  à tomber  de  cette 
hauteur  ? ^ 

Solution  : L’équation  fzz  an * devient  7fim;464  = 4®, 904  n‘. 
78454 

Donc  n 1 = ~ zz  16  et  n 4, 

4go4  ’ 

Ainsi  le  corps  mettrait  4 secondes  à tombe*. 
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PROBLÈME  : Un  homme  est  chargé  d’arroSer,  un  a yn  , . 
100  arbres  placés  sur  la  même  ligne,  à 5 mètres  l’un  de  l'autre  ; il 
prend  l’eau  à io  mètres  du  premier  arbre  , sur  le  prokmgeTnbnl  de 
la  ligne  des  arbres.  Combien  de  chemin  fera-t-il , tant  jey  allant 
qu’en  revenant  ? 

Solution  : Il  fera  20  mètres  pour  le  premier  arbre,  lo  pour  le 
second  l\0  pour  le  troisième,  etc. 

Les  espaces  patcourus  forment  donc  une  progression  arithmé- 
tique, dont  le  premier  terme  est  20,  la  différence  10  , et  le  nombre 
des  termes  100.  On  aura  la  somme,  par  la  formule , 

2an+  dn(n — 1)  2.20.100  + 1000  x 99  4ooo +-  99000, 


= 5i5oom'‘'  — 5n,yr*,  1 5 ; 
environ  12  lieues,  de  25  au  degré  de  latitudp. 


' A.  * 

mt  en  allant  ’qu'en  revenant,, 
-,  un  à un,  n arbres  places 


IVe  PROBLÈME  : Un  homme,  tant 
a parcouru  i375omi,*e*,  pou*’  arroser,  1 
sur  une  même  ligne,  à 5 mètres  l’un  de  l’autre.  On  sait  dq  plu*  qÿ’il 
a fait  520m  pour  le  dernier  arbre.  On  demande  combien  il  ÿ à 
d’arbres,  et  à quelle  distance  du  premier  arbre  est  la  source  qui’gu 
suppose  sur  la  ligne  des  arbres  ? . \ • 

Solution  : Ne  prenons  que  le  chemin  parcqjiru  en  allant  cfl»  en 
revenant. 

v ■ " 


Nous  aurons 


pour  tous  lçs  arbres, 


et 


5ao 

2 


4». 


— 260  pour  le  dernier  artije. 


Alors  les  espaces  parcourus  forment  une  progression  arithmétique^ 
dont  la  différence  d zs’o,  le  dernier  terme  u — 46o,  et  la.  somme 
des  termes  s — 6875,  Le  nombre  des  termes  sera , * > 


2 u + d±  V (lu  +■  d)1  — Sds  5a5  r^25 

10-  *' 

• • ; > vii/T  < 

5a5  + 26 
•55*. 

10  , 


525  — 25 


sat"  *■» 

***-  • 

: 5o;  ou  n 


• 

* 


Si  on  prend  n = 5o , on  trouve , . ♦ 

a — u — d (h  — * ) — 260  = 5.49  — . 260  — ' 

Ainsi  il  y avait  5o  arbres,  et  l’eau  était  à 1 5* mètres’  il*. prêter 
arbre.  ' 

La  seconde  valeur  de  « ne  peut  résoudre  le  problème  ; car  si  ftiy. 
prend  n = 55, on  trouve  a— z — 10.  Mais  cette  même  valeur'de», 
ainsi  que  la. première,  résoudrait  la  question  suivante  : T)a’us  une 
progression arithmétique  déuroisssante,  le  plus  grand  téria^  // 


- . Ti 

je 
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— 260 , la  différence  d — 5 , et  la  somme  des  terme»  s = 6875.  %n 
effet , dans  le  cas  de  n — 5o  la  progression  serait , • 

* .4.  a6o.a5ri.a5o 20. i5, 

et  dans  lé  cas  de  >/  = 35 , la  progression  deviendrait, 

— 26o.2  55.a5o. . : . .20. 1 5. 10. 5. o . — 5.  — 10, 

progression  où , comme  dans  la  première,  u — 260,  d — 5,  et 
s — 6875  ; parce  que  la  somme  des  5 termes  10, 5,  o,  — 5,-—  10, 
se  réduit  à zéro. 

Nous  reviendrons  à la  progression  arithmétique,  lorsque  nous 
parlerons  des  piles  de  boulets. 

• Des  Progressions  Géométriques  ou  par  Quotient. 

06.  Pans  cette  espèce  de  progression,  le  quotient  de  deux  termes 
coi^cutffs,  divisés  l’un  par  l’autre,  est  toujours  le  même.  Ainsi  la 
&it«  des  nombres  1,2,4,8,16,  où  chaque  terme  est  la  moitié 
du  suivant,  et  celle-ci  : i5Ô25,  3ia5,  626,  125,  25, 5 et  1 , où 
chacfue  terme  es't  le  cinquième  du  précédent,  forment  deux  pro- 

S cessions  géométriques,  la  première  croissante,  et  la  seconde  dé- 
roissante.  On  écrit , 

' * I : a : 4 : 8 : 16,  pour  la  première, 

et£-  i5625j*3i25  * 625  : 126  : 25  I 5 : i,  pour  la  seconde.  Onpro-  ■ 
nonce,  w estjx  2 , comme  2 est  à 4 , comme  4 est  à 8 , etc. 

'Hl 

qrj,  PROBLÈME  GÉNÉRAL  : Connaissant  trois  de  ces  cinq 
quantités plus  petit  terme  a,  le  plus  grand  u,  le  nombre  des 
termesn , la  sptame  des  termes  s , et  le  quotient  q , trouver  les  deux 
autres. 

• Solution  : Supposons  la  progression  croissante,  et  q > 1;  nous 
aurons', 

• u = aq*~l  J î°i  = • 

En  effet , 'soit  la  progression  croissante  quelconque 

■■4-  a \ aq  \ aq*  J aq*  : uq*  î aq 5 : aq*> . ...  ; u. 

0X1  voit  évidemment  que,  dans  chaque  terme,  l’exposant  de  q est 
plus  petit  d’une  uniteque  le  chiffre  qui  exprime  le  rang  de  ce  terme; 
ainsi  cef  exposant  doit  être  n — 1 dans  le  niin,,  terme,  et  par  con- 
séquent « S aq*-1-. 

% De  l’équation  s zx  a aq  -f-  aq*  •+■  aq 5 

, * -+-  aq*-'  + aq*~*  -}-  aq*-'  ou  u , 

on  tireur  abord 


a — aq  -f-  aq*  + aq'.H.m 
— q{a~\~  aq  ■+■  aq * 


1-* 


4-  <*q* 

-+-  nij”-1  = q ( s — wJ). 
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t)e  l'équation  s — a — q X ( f — « ) on  tire  successive- 
ment , 

s — a — st]  — uq  ; s — sq  — a — uq  ; s {\  — q)  — a — uq  ; 
OT — uq  uq  — a 

1 - ? v î- 1 

parce  qu’on  suppose  q > i.  Voilà  donc  la  seconde  équation  dé- 
montrée. 

Si  on  élimine  successivement  chacune  des  trois  quantités  a,  u 
et  q , communes  aux  deux  équations  primitives, 

».  uq  — a 

' et  r = -i 


u — aq 

on  aura  ces  trois, équations  dérivées 


? — 1 


et 


aq  * — a s — sq  ■zz  o ; 
uq*  — « + sqn~‘  — sqm  — o; 
u.  ( s — u ) *~'  — a.  ( s — a )»“'  e=  o. 


On  aura  donc  en  tout  cinq  équations,  renfermant  chacune  quatre 
des  cinq  quantités  a,  u , q , n et  s.  La  résolution  de  ccs  cinq  équa- 
tions donnera  20  formules , et  ces  ao  formules  résoudront  le  pro- 
blème proposé.  Voici  ces  formules,  en  y employant , autant  que 
possible,  lèS  logarithmes,  dont  nous  parlerons  ci-après.  > 


Connaissant. 


'Trouver. 


Formules. 


u 

> 


log.  a — log.  u — («  — 1)  X 
log.  q. 

a = uq  —J-  s — sq  ; » 
log.J>  — a ) = log-  î -4-  log. 
(s  — fl).  - 

_ *<?—  0 . 

Cl  j 

q * — 1 

log.  a — log.  s 4-  log.  ( q — I ) 
— log.  ( q’-—  1 )•* 


j o X ( s — fl 

{ (s~u)*-'=o. 


a )"-•*  —fl  X 
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Connaissant.  ' 
a q n 

(J 

* r>. 

a q s 

q n s 

a n s 


a u n 

nus 
n n s 

' i 

u n*  s 

u u q 

a u s 

n q s 

0 

U q S 


Trouver.  . Formules. 

viC’  l* 

u — aq‘~'  ; 

log.  u — log.  «.+  ( n — i ) 
X log.  q. 

Isa  — s + a 

* = -T--' 

log.  ( s — u)  = log.  (f  —a) 

■ — log-  ?• 

u = filZlllZLii. 

?*—  » ’ 

log.  u = log. * 4-  (n  — I ) X 
log-  q log.  ( q — i ) — 
log.  (3-— i ■). 

u (s  — u)*~*  — a ( j — a)’-' 
— o. 


— i / “ * y 
* = Y . / 

*iog.  u—  log.  a 
i°g.  ? = — — . 


5 — U 

log.  q = log.  ( s — a ) — log. 
(s  — u). 

aq * — sq  -b  s — a zzz  o. 


7"  — 


5 U S U 


— O. 


log-  u — log.  o 

« = 1 •+- >■ 

log-? 

log.  u — log.  o 

" 1 log.(s— a)  — log.(6-— u)  ’ 

log.  (a  + sq  — s)  — log.  a 

Il  — ; > 

l°g? 

log.  u — log.(s  —sq  + uq) 
log.  q 


«=*  + 
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Trouver.  ■ ^ JPôrmules 

4 f -4-  a 

» 


^ — 1 

log.  f = log.  (uq  — a)  . 
— log.  {<7  — î )• 

n-y  n-r < 

u y u — a /a 


Vu*J?a  . 

On  calculera  séparément  : 

n-ty  itjy  n-iy 

i°  «Ku;  i0aK  a;  3VK  u; 


1 


«•y? 

t\°  y a,  par  les  formules  par- 
ticulières ; 


i°  log.  « k u z=  log.  u -J- 
log.  u «-y 

“^7  Î 2°  log.  «K  a = l(! 


, *10g.  U n-u  ‘ « 

+ ^ 3°  log.  = 


log.  U 


log.  a 


02.  U "-‘y 

— 5 4°  log.  V a — 

a(r—  »). 

•»  — > 

?— 1 

log.  r = log.n  + log.  (5"  — 1) 

— log.  ( q — 1 ). 

K (j«  — 1) 


— (g_»)  ’ 
log-  s — log.  « + log.  ( î"— I ) 
— log.  (<7  — I ) — log.  </■*— . 


Ces  formules  s’appliquent  également  aux  progressions  décrois- 
santes : il  suffît  alors  de  regarder  a comme  le  plus  petit  terme, 
« comme  le  plus  grand,  q comme  le  quotient  du  plus  grand  des 
deux  termes  consécutifs,  divisé  par  le  plus  petit. 

Les  élèves  feront  bien  de  s’exercer  àvérilier  ces  formules,  en  les 
appliquant  à une  progression  dont  toutes  les  parties  sont  connues, 
l’ar  exemple,  soit  la  progression  : N 

-H*  1 : 2 : 4 : 8 : 16  : 3a  ; 64; 

ici,  a = 1 , q = 2,  u — 64  > « = 7 , et  s ~ 127. 
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Sil’dnvcut  vérifier  J» formules, 

. = &3L  -î  , « = trffi-»»  i 

_ u i/u  — aÿa 

Vl~» 

On  aura  successivement , 

a ss  2 . 127  — 2 . 127  = 128  — 127  =s  1 ; 

127.2*  • 127.64 

"=  t=t  =irtr  = 64* 

64  V^64  — \/i  128  — 1 

S = ; - = = 127. 

^64-V^i  3_I 

Résultats  conformes  aux  suppositions  qu’on  a faites. 

Parmi  les  formules  du  tableau  précédent , il  en  çst  cependant 

Satre  que  les  élèves  ne  pourront  vérifier  en  général,  parce  que  ces 
mens  ne  comportent  pas  l’exposé  des  méthodes  pour  résoudre 
.les  équations  numériques  des  degrés  supérieurs  aû  second. 


Applications. 


98.  On  ne  peut  guère  parler  des  progressions  géométriques 
sans  rappeler  le  problème  suivant. 

PROBLÈME  : L’inventeur  du  jeu  des  échecs  ayant  eu  le  choix 
de  la  récompense  qu’il  desirait,  demanda  1 grain  de  blé  pour  la 
première  case  de  l’échiquier , 2 grains  pour  la  seconde , 4 grains 
pour  la  troisième,  8 grains  pour  la  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  en 
doublant  toujours  jusqu’à  la  soixante-quatrième  et  dernière  case. 
Combien  demandait-il  de  grains? 

Le  nombre  des  grains  de  blé  est  évidemment  la  somme  des 
termes  d’une  progression  où  l’on  connaît  a = 1,  7 = 2,  « = 64  ; 
on  aura  donc  cette  somme  par  la  formule, 

CL  ( a*—  1 } a®4—  1 

r—  ■ ' = 264 — I — 18446744073705551615. 

Ce  calcul  consiste  a retrancher  1 de  la  soixante-quatrième  puissance 
de  2.  Cette  soixante-quatrième  puissance  peut  se  former  de  cette 
manière  : Multipliez,  i°  la  quatrième  puissance,  ou  16,  par  elle- 
même;  20  le  résultat  de  cette  première  multiplication,  par  lui- 
même  , ou  lajiuitièmc  puissance,  par  elle-même  ; 3°  le  résultat  de 
cette  seconde  multiplication,  par  lui-même,  ou  la  seizième  puis- 
sance, par  clle-inème;  4° le  résultat  de  la  troisième  multiplication, 
par  lui-même,  ou  la  trente-deuxième  puissance,  par  eUe-mêmc  , 
ce  qui  donnera  la  soixante-quatrième  puissance  de  2. 
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Des  carieux  ont  trouvé  qu'il  fallait  environ  361000  grains'Me 
blé  pour  former  le  poids  d’qn  my riagramme  f environ  ao  ® ) ; 
l’inventeur  aurait  donc  eu  70677180359040  myriagrammes;  et  en 
évaluant  ce  poids  à a fr. , cela  aurait  fait  i4i35436|p7i8o8o  fa. , 

* somme  d’argent  bien  supérieure  à tous  les  trésors  du  monde. 

QC).  Reprenons  la  formule, 

‘ f — “ (g*  — O _ “g  ( x 1 \ 

î*~‘  (?  — »)  î~*  \ .T  )'  <* 

Si  nous  en  faisons  Inapplication  aux  progressons  décroissantes  à 

l’infini , elle  se  réduira  as  — u $ : en  effet , le  nombre  h des 

q — 1 - 

termes  étant  infini,  la  fraction  s’évanouit,  puisque  son  déno-* 

minateur  qm  devient  lui-inéme  plus  grand  que  toute  quantité  a»i-‘ 
gnable.  , f 

Pour  faire  usage  de  cgffe  formule,  on  se  rappellera  ce  qu’on  a , 
dit  pour  appliquer  apx  progressions  décroissantes  les  formules  des 
• progressions  croissantes.  Voyez  la  remarque  qui  suit  i&médiatq- 
s ment  le  tableau  ae  ces  formules. 

On  trouvera  successivement,  au  moyen  de  la  formule  précé- 
dente , . . 


T+T+-T  + 


1 

l6 


+ — + t- 

' VJ  ‘ 81 


-+*  0 — 


_ î X 3 _ 


3 — 1 


_L4.-L4._L-.J__L 

II.  ' AA  • oAA 


64  ^ a56 


+ o = 


— * X*4  — • 


On  représente  le  plus  petit  terme  par  o,  comme  devant  être 
plus  petit  qu’aucun  nombre  fini;  autrement  la  progression 'pour- 
rait  être  continuée  au-delà. 

Lcs  fpnc tjons  décimales  périodiques  offrent  tfh  exemple  remar- 
quable des  progressions  décroissantes  à l’infini.  En  effet , l’expres- 
sion de  ce  genre,  o , 81  81  81 , etc.  ^ , 


=-£:  + 


100 


81 

10000 

81 

■> 

100 


81 


1000000 
81 


• etc. 


4-  etc. 


iqo — i 


81 

99 


100 

_ 9 ■ 

— 77’ 


81 


parce  que,  dans  cettfe  progression , u = et  17  = 100. 
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J^jC^ittement  o,  iîK  i35  i35, 


i35 


K 


— , — 

«i°°v 

De  mime  0,57142!  571428  571428,  etc. 


_ 571428 
1000000 


+ 


571428 


+ 


571428 


37  • 4»B 
1 0^0 


(1 000000  )’  1 (ioooooo)1 

■.1000000  571428  4 

- ~ 


V».  « 

><-'41 


1000000—1  ....  999999  7 

. «X)n  voit  par  ces  exemples  , que  clans  la  fraction  ordinaire,  équi- 
valente à la  fraction  décimale  périodique  , le  numérateur  est  formé 
jies  chiffrés  de  la  période  , et  que  le  dénominateur  est  composé 
d'autant  de  9 qu’il  y a dé  chiffras  dans  la  période.  •* 

. fi  la  période  décimale  ne  commence  pas  avec  les  premiers  chiffres 
décimaux  , oa  s’y  prendra  de  cette  manière. 

Jfoit  l’expression  o;4 16666  , etc.,  on  aura  , 

0,^16666,  etc.  = ^ 4i,666B,„et<ffi 

. . ; as-  -tr  c 

= -2*.  („  + i + _5^  + 

IOO  \ 1 n firx\a  • 

=•40' 

ara  de  même  o, 


Ou 


g J 900 

1 36  36  36 , etc. 


10  *v,  100 


36  36  36  36,  etc. 
36  36 


36 


(ioo)\  (ioo)’, 
i^5  _ i35 


-f-  etc, 


V 

■) 


= — f I + — \ ±r  — . 23“  = ^ =r  JL. 

10  V.  99»  J 10  99  99° 

La  période  commence  au  troisième  chiffre , dans  le  prcmii 
exemple-,  et  au  deuxième  chiffre,  dans  le  second  exemple.  On  a 
avancé  la  virgule  de  deux  places,  dans  le  premier  exemple  , et 
d’une  place , dans  le  second.  Mais  comme  cela  revenait  à multi- 
* plier  par  100,  dans  le  premier  exemple,  et  par  10,  dans  le  se- 
cond, on  a en  méine  temps  indiqué  la  division  par  a 00,  dans  le 
premier  cas A et  par  10,  dans  l’autre;  compensation  qui  a con- 
servé la  valeur  des  expressions  primitives. 

On  tirerait  de  là  , la  règle  prescrite  en  Arithmétique,  an  n°  70  , 
pour- retrouver  la  fraction  ordinaire  qui  a pû  produire  une  frac- 
tion périodique. 


t. 
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iOO.vNÉPEm,  inventeur  des  logarithmes,  a dû  en  concevoir 
1 idée,  en  conlparant  la  progression  arithmétique  à la  progression 
géométrique. 

Les  logarithmes  sont  des  nombres  artificiels  qu’on  emploie  au 
lieu  des  nombres  véritables,  pour  simplifier  lês  calculs.  En  effet , 
psrf  leur 'moyen  , on  ramène  la  multiplication  à l'addition,  la  di- 
vision à la  soustraction,  la  formation  des  puissances  à la  multipli- 
cation , et  l’extraction  des  racines  à?la  division.  11  petit  y avoirunc 
infinité  de  systèmes  de  logarithmes,  parmi  desquels;  il  en  existe 
deux  qui  sont  en  usage.  Nous  nous  bornerons  d’abord  aux  loga- 
rithmes vulgaires  ou  de  Briggs , et  nous  en  établirons  la  théorie 
sur  ia  comparaison  des  deux  progressions;  ce  procédé  parait  le 
plus  simple  et  le  plus  élémentaire. 


COI.  Soit  la  progression  géômétrique-, 

•77  x V io-î  ioo  ; iooo  toooo  I iooooo  : îoooooo  . etc. 
qui  revient  à 

■77- (io)°:(io)*:  (io)j  : (10)1  : (io)*  : (10)5  î (10)6 . . etc. 

et  la  progression  arithmétique  , 

— o . 1 . a . 3 .*  ‘ 4 • 5 . _ .6  . . etc. 

Nous  prendrons  les  termes  de  celle-ci  pour  les  Iqgèyithmes  des 
termes  correspondans  de  la  première.  Ainsi,  log.  rssjô;  log.  10  =i , 
log.  100  ==  »»Iog.  1000  = 3,  log.  10000  = h , lrt&rifp$ooo  = 5, 
log.  1000,000  =:  6 , etc.  On  voit  que  le  logarithme  a autant  d'unités 
qu'ri  y -a  de  zéros  après  l’unité , dans  le  nombre  correspondant. 

La. progression  géométrique,  comme  on  voit,  fst  celle  des  puis- 
sances dé  10  ; et  la  progression  arithmétiqb&cst  celle  des  nombres 
naturels.  Ce  sont  celles  qui  rendent  les  calculs  les  plus  simples. 

* 102.  Pour  concevoir  les  logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont 

pas  des  puissances  de  io,  comme  a,  3,  etc. , on  suppose  qu’on  a 
inséré  un  très-grand  nombre  de  moyens  géométriques  entre  deux 
tprmes  consécutifs  dans  la  progression  géométrique,  et  un  pareil 
«ombre  de  moyens  arithmétiques  entre  les  termes  consécutifs  et 
coyrespondans  de  la  progression  arithmétique.  En  allant  de  1 à io, 
dans  la  progression  géométrique,  on  aura  des  moyens  géométriques 
. qui  équivaudront  l*tin  à a,  l’autre  à 3,  un  autre  à 4,  etc. , sinon 
exactement,  au  moins  d’une  manière  suffisamment  approchée, 
puisque  la  différence  entré  deux  moyens  consécutifs  est  aussi  pe- 
tite qu'on  veut:  c es  .moyens  géométriques  équivalant  à a,  à 
à 4e  etc. , auront  pour  logarithmes  les  moyent^arithmétiques  co'r- 
respondans.  , , - • 

Par  exemple,  si  on  évalue  les  logarithmes  à un  cenUmillième 
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près , comme  dans  les  tables  qui  portent  le  npm  do  Lalande,  on  est 
supposé  avoir  inséré  99999  moyens,  tant  géométrique»  que  arith- 
métiques, et  la  différence  entre  deux  mpyens'Jh-itliraétîques  consé- 
cutifs-est  ~ — , tandis  que  le  rapport  de  deux  moyens  géomé- 

1 00000 

v IOOOOO  * » 

triques  consécutifs  , est  exprimé  par  10. 

On  voit  que  ce  rapport  se  trouve  pff  ia  formule  paécédente 

«->  ' :* 

q — ^ — • Ici  > n — xoooot,  u =z  10  , a = I. 

La  différence  entre  deux  termes  consécutifs  de  la  progression 

arrithinétique  correspondante , se  trouve  par  la  formule 

u — a , . # 

d — . Ici , u = 1 , a — o. 

71  — 1 

Nous  indiquerons  d’autres  procédés  praticables  pour  calculer 
réellement  les  logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  de»  puis- 
sances exactes  de  10. 


,03.  Voyons  maintenant  comment,  à l’aide  des  logarithmes, 
on  ramène,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé,  la  multiplication  à 

l’addition,  la  division  à la  soustraction  , etc. 

Concevons  qu’on  a inséré  entre  les  termes  consécutifs  de  l’iine 
et  de  l’autre  grogression , ce  très-grand  nombre  de  moyens  géo- 
métriques efjh-ithmétiques  dont  nous  avons  parlé.  Soit  <7,  le  rap- 
port de  deux  termes  consécutifs  de  la  nouvelle  progression  géomé- 
trique, y un  terme  quelconque  de  la  même  progression,  dont  le 
rang  ou  la  place  est  n;  soit  pareillement  d , la  différence  de  deux  „ 
termes  consécutifs  de  la  nouvelle  progression  arithmétique  , et  x , 
un  terme  quelconque , dont  le  rang  est  n ; par  conséquent , 
x = log.  y.  <? 

I04-  On  aura  (97)  y = qm~' , 
et  ( 93  et 94)  x = d (n—  1). 

On  aura  de  même  y1  = qm'~l , et  x'  = d ( n'  — 1 ). 
y1  est  un  terme  , dont  le  rang  est  n1  dans  la  progression  géomé- 
trique; x'  est  le  terme  correspondant,  ou  du  même  rang,  dans 
la  progression  arithmétique.  Ainsi , 

*'  = io&-  y- 

Si  nous  multiplions  ,7- par  y',  nous  aurons,  * . 

. y X y = q—1  X qm'~l  = q‘"'~l  » ■* 

puisque  les  exposans  sont  supposés  des  nombres  efttiers.  Le  pro* 
dttit est  un  des  termes  de  la  progression  géométrique  , et  il 
y occupe  un  rang  marqué  par  n -f-  n'  — 1 ; ainsi , sonslogarithme 
qui  occupe  la  même  place  dans  la  progression  arithmétique,  doit 
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tire  exprimé  par  A ( « 4 «'  — 2).  Or,  x -4-  x1  — A ( n 4 n1 — 2 ). 
Donc  log.  j.  y'  =rx-f-.r3  — log.  > -t-log^y'.  Ainsi,  le  logarithme 
d'un  produit  de  deux  facteurs,  est  égal  à la  somme  des  logarithmes 
de  ces  deux  facteurs. 

Si  le  produit  renferme  trois  facteui-3  , comme  y.  y1  . y11 , soit 
y ■ y\—  * » on  aura , Y.  f • f = ~/'g  et  log.  y . y'  . /'  — log. 

3 v"  = log.  z 4-  log.  j11  = log.  y 4-  log-  y1  4-  log.  /' , à cause  de 
Tog.  z — log.  y 4-  log.  y'.  Ainsi,  le  logarithme  d’un  produit  de 

trois  facteurs,  est  égal  à la' somme  des  logarithmes  de  ces  trois 
facteurs.  Il  est  facile  d’élendre  cette  règle  à un  nombre  quel- 
conque de  facteurs.  Donc,  en  general,  le  logarithme  d’un  pro- 
duit , est  égal  à la  somme  des  logarithmes  des  /acteurs  de  ce  pro- 
duit. Donc,  la  multiplication,  au  moyen  des  logarithmes,  se  ra- 
mène à l’addition. 

/ ^ *ï’’  ^ 

to5.  Soit  q — , donc  fsq  — a,  et  lçg.  hq  zz  log.  b 

4 l°g-  7 = log-  a.  Enfin  , log.  q =z  log.  a — log.  b ; c’cst-à-dirc , 
le  logarithme  d'un  quotient  est  égal  au  logarithme  du  dividende , 
moins  le  logarithme  du  diviseur.  Par  conséquent,  la  division  se  ra* 
mène  à la  soustraction. 

I o'>.  Soit  y — a*  ; doijc  log.  y — log.  a 4-  log.  a — 2 log.  a. 
Soit  encore  y — n3  — aaa  ; donc  log.  y — log.  e-f-  log.  a -+-  log.  a 
=z  3 log.  a.  Ainsi  le  logarithme  du  qnarrc  d’un  nombre,  vaut  deux 
fÿs  celui  de  ce  nombre;  et  le  logarithme  diTcubc  d’un  nombre 
quelconque,  vaut  trois  fois  lé  logarithme  de  ce  nombre. 

II  est  facile  de  généraliser  cette  règle , et  d’en  conclure  que  le 
logarithme  d’unc+puissance  quelconque  d'un  nombre  , se  trouve  en 
multipliant  le  logarithme  de  ce  nombre  , par  l’exposant  de  la  puis- 
sance ; règle  qu’on  peut  traduire  de  cette  manière  en  algèbre.  Soit 
y = a *,  on  en  tire  log.  y = n log..  a.  Ainsi  la  formation  des  puis-, 
sances  se  ramène  à la  multiplicatiSfi. 

I Q7*  Soit  y*  = a , et  par  conséquent  y — a ; on  aura , 

log-  fi  ou  2 log.  y = log.  a , çt  log.  y z=  j log.  a;  • ’ 

c’est-à-dire  le  logarithme  <ge  la  racine  quarrée  d’un  nombre  a est 
égal  à la  moitié  du  logarithme  de  M nombre. 

’ f 3/ 

Soit  encore  y3  = a,  et  par  conséquent  y — Va, 
donc  log.  y>,  ou  3 log. y_—  lpg.  a, 


et 


log.  y = j log.  a 


log-  a 


c’est-à-dire  le  logarithme  de  la  racine  cubique  d’un  nombre  est  égal 
aa  tiers  du  logarithme  de  ce  nombre.  En  général , ■■  \ÿ 


soit  y' 


on  a 


= a , et  pausuitc  y — V a ; 


Algèbre. 


log.j»,  oun  !og.7  = a,  et  log.  y = -jp ; 
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donc  en  général  le  Algorithme  de  lu  racine  quelconque  d'un  nombre, 
se  trouve  en  divisant  te  logarithme  de  ce  nombre  par  C exposant  de- 
là racine.  Ainsi  l’extraclion  des  racines  dont  le  calcul  est  si  pé- 
niblc,  «t  quelquefois  presque  impraticable  par  les  règles  ordinaires, 
se  rataène  à une  simple  division,  avec  le  secours  des  loga 
ritlunes. 


108.  Après  avoir  donné  les  règle»  qui  conviennent  au  cas  où 
l'on  emploie  séparément  la  multiplication,  la  division,  Ja  for- 
mation des  puissances , et  l’extraction  devracincs  , voyons  celles 
qu’on  peut  eu  déduire , quand  ces  opérations  de  calcul  sont  mêlées 
ensemble.  “* 


1 OQ-  Soit  la  proportion  géométrique, 


le 


et 


; ; c : y,  on  en  tire  .ri  — — ; 

♦ 4 d 

V-  * s ~î?* 

log.  * = log.  b ■+■  tog.  c — log.  a. 


Donc  le  logarithme  d’un  extrême  d'une  proportion  géométrique , 
est  égal  à la  somme  des  logarithmes  des  moyens  , moins  le  loga- 
rithme de  l'ext/éme  connu. 

* m » 

Soit  la  proportion, 

' ' ac 

• a : 0 l , x : c , d ou  x — —j—  ; 


et 


log.  x — iog.  a log.  c — log.  b 


C’est-à-dire,  le  logarithme  d’un  moyen  est  égal  à la  somme  Mes 
logarithmes  des  extrêmes , rnoirn  ht  logarithme  du  moyen  connu. 

- t 10.  Soit  la  proportion  continue, 

a l x \ x l b , d’où  x1  = ab  ; 


et 


log.  x = - 


Ainsi  le  logarithme  du  moyen  terme , dans  une  proportion  con- 
tinue, est  égal  à la  moitié  de  la  somme  des  logarithmes  des  ex- 
trêmes. 


_ . . b .ac+b 

lit.  Spit  1=0  + — , ou  X == ; 

I 

donc  log.  x = log.  ( ac  b ) — log.  c. 

* J»' 

Donc  pour  avoir  le  logarithme  d’un  entier  joint  à une  fraction, 
il  faut  réduire  l'entier  en  fraction  , regarder  le  nouveau  numérateur 
comme  un.  dividende  f elle  dénominateur  comme  un  diviseur , et- 
appliquer  la  règle  prescrite  pour  Indivision.  11  ne  faut  pas  confondre 
log.  (oc  -f-  // ) avec  log.  tic  -J-  log.  b,  ce  dernier  étant  celui  du 
produit  de4a  quantité  oc,  multiplié  par  b ; au  lieu  que  le  premier 
est  celui  de  la  somme  de  ces  deux  quantités  : p$ur  l’employer  , il 
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faut  évaluer  ces  deux  quantités  séparément  en  nombre , les  ajouter 
.ensemble  et  prendre  le  logarithme  de  leur  somme. 

1 1 a»  L^tablenu  des  formules  jdps  progressions  géométriques  , 
offre  des  exemples  assez  compliqués  de  'l’usage  des  logarithmes  : 
nous  y renvoyons.  Nous  en  rapporterons  seulement  deux  exemples. 

Soit  l’équation  , ... 

U q*  — u sq"  — sq’~' . 

* ' Pour  la  résoudre  par  rapport  à ri , on  passera  dans  lc^iremicr 
^ membre  tous  les  termes  où  n sc  trouve , et  dans  le  second  celui  où 
n n’est  pas;  on  aura,  • ' 

uq*  — sq"  H-  sq*~l  — u ; ensuite  q*~'  {uq  — sq  f ) “ u ; 

u 

puis  q — i 

- 

enfin  (n  — 1 ) log.  q = log, u — log.  [uq  + s — sq); 
ct  log.  u — log.  ( uq.+  s—sq ) 


% y 

Soit  encore 


k>g  q 


nation , 

a )*-'  =zu{s—u  , 
qu’on  veut  résotoéfre  jîâr  rapport  à n;  on  aura  , 

u /*»' — o\,_l u 

(a  — «)»-■  a ’ OU\  s— u } a~’ 

Passant  des  nombres  aux  logarithmes,  on  aura , 

( « — I ) log.  (-tEit)  = IoS-  " *“  ,0s-  rt'r 
log.  u — log.  a - ■ • 


enfin 


- n — 1 — 


log.  (s  — a)  — log.  (s-,u)’ 

On  pourra  s’exercer  à chercher  les  autres  résultats  de  la  table. 


Idée  de  la  manière  de  calculer  les  logarithmes 
• v ùig  aires. 


1 i3.  Les  progressions  fondamentales  donnent  immédiatement 
les  logarithmes  des  nombres  1,  10,  100,  iooo,  etc.,  ou  îles  puis- 
sances exactes  de  10.  La  recherche  des  logarithmes  des  autres 
nombre^  se  réduit  à celle.des  logarithmes  des  nombres  premiers , 
3,  5,  7,  etc.,  puisque  les  logarithmes  des  nombres  qui  sont 
formés  par  la  multiplication  des  nombres  premiers,  s’obtiennent 
en  ajoutant  ensemble  les  logarithmes  de  ces  nombres  premiers. 
Voyons  comment  nous  pourrons  calculer  le  logarithme  d’un  nom- 
bre premier,  celui  de  5,  par  exemple.  Çn  ne  peut  faire  usage  de 
la  supposition  des  moyens  géométriques  et  arithmétiques,  insérés 

12* 
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en  nombre  immense  cnlre  les  termes  consécutifs  des  deftx  pro- 
gressions fondamentales,  parce  que  le  calcul  de  celte  manière  serait 

impraticable;  mais  voici  un  autre  procédé.  . %‘ijl 

i i/f.  Cherchons  un  moyen  géométrique  entre  i êt'îo»,  et  un 
moyen  arithmétique  entre  o et  it:  celui-ci  sera  le  ftgarilhme  du 
premier.  On  aura,  en  désignant  parx,  ce  moyen  géométrique', 

x ;x  \/  10  — 3,16227V,  et  log.  t = — ^ — o.Sooooooo. 

.2  V . 

nouveau  un  moyen  eéométriaue  entre  10  et 


Cherchons  de  nouveau  un  moyen  géométrique  entre  10 
3,162277,  on  aura  par  ce  moyen  | / 31,62277  = 5,6x34 11 3. 


Lc-r 


logariîhme  correspondant  est  égal  à la  moitié  de  la  somme  des  lo- 
garithmes de  10  et  3,162277  : ce  logarithme  égale  donc  0,7600000. 
On  continue  l’opération  en  cherchant  toujours  un  moyen  propor- 
tionnel entre  deux  moyens  déjà  calculés,  l’un  imnfédîatcmcnt  plus 
grand  , et  l’autre  immédiatement  plus  petit  que  5.  On  s’arrête  lors- 
qu’on est  arrivé  à un  moyen  qui  ne  diffère  pas  de  5,  d’une  partie 
décimale  d’up  ordre  donné;  du  sixième,  par  exemple,  si  l’en  se 
borne  à cette  approximation.  On  calcule  en  même  temps  les  loga-' 
rithmes  corrcspondans  ; ce  qui  est  très-facile,  puisque  le  logarithme 
d’un  moyen  quelconque  est  ég41  à la  moitié  de  la'  somme  des^oga- 
rithmes  des  deux  nombres  entre  lesquels  on  o calculé  ceVnoycn. 

C’est  ainsi  qu’on  a trouvé  que  le  log.  5 ==  0,6989700  : 

On  en  conclura  , log.  2 — log.  10  — log.  5 — o,3oio3oo. 

Avec  log.  2 et  log.  5 , on- calculera  les  logarithmes  des  nombres 
qui  sont  une  puissance  de  ÿîf-Qtt  une  puissance  de  6 , ou  le  pro- 
duit d'une  puissance  de  2 multipliée  par  une  puissance  de  5.  Ainsi , 

log.  4 = 2 log.  2 = 0,6020600  ; 

*v‘.  log-  a5  = ‘ 2 loG’  5 = *>3979400  , 

et  log.  40  =log.  5 -}-log.  8 = 1,6020600. 

Si  l’on  calcule  de  même  les  logarithmes  de  tous  tes  nombres 
premiers  , on  aura  facilement  les  logarithmes  des  autres  nombres , 
qui  sont,  ou  des  puissances  ou  des  produits  das  puissances  des 
nombres  premiers.  A la  vérité,  cette  méthode  entraînerait  dans 
des  calculs  immenses  ; mais  heureusement  ces  calculs  sont  faits  , ef 
il  en  est  résulté  des  tables  de  logAUj tunes.  Nous  allons  indiquer 
celles  qui  sont  le  plus  en  usage.  .* 

Des  Tablqf  de  logarithmes. 

1 i5-Les  tables  de  Callet  méritent  la  préférence  parleur  étendu* 
ct-Jp  manière  dont  on  y a disposé  les  logariflimcs  vulgaires.  Elle^ 
renferment,  en  outre,  les  logarithmes  des  lignes  Irigonométriques  , 
suivant  la  division  sexagésimale  , et  suivant  la  division  centési- 
male. On  y trouve  aussi  les  logarithmes  Népériens , dont  l’usage 
est  utile  dans  l'analyse  transcendante. 


•AI.GÈflRF.. 


1 8 1 

Non»  indiquerons  ensuite  les  tables  de  Borda,  dont  M.  Dc- 
lambrc  a été  l’éditeur;  elles  renferment  : i°  les  logarithmes  vul- 
gaires, avec  la  même  étendue  et  la  même  disposition  que  celles 
de  Gallet;  2°  les  logarithmes  des  lignes  trigonométriques  suivant 
la  division  centésimale.  A défaut  de  ces  grandes  tables , on  peut 
employer  celles  in- 12  à six  ligures,  publiées  par  M.  Plauzoles  , 
renfermant  les  logarithmes  vulgaires  pour  tous  les  nombres,  de- 
puis 1 jusqu’j  21750  , et  les  logarithmes  trigonométriques  pour 
l’ancienne  et  la  nouvelle  division  dn  quart  de  cercle. 

Les  tables  de  Lalande  ont  aussi  l’avantage  d’être  très-portatives  ; 
mais  elles  ne  donnent  les  logarithmes  vulgaires  des  nombres  natu- 
rels que  depuis  1 jusqu’à  10000. 

Nous  croyons  devoir  renvoyer  à <ys  différentes  tables  , pour  ■ 
apprendre  la  manière  de  s’en  servir.  Nous  supposerons  qu’on  a 
sous  les  yeux  celles  de  Gallet;  autrement  il  serait  presque  impos- 
sible de  comprendre  ce  que  nous  allons  exposer. 

1 16.  Il  y a dans  tout  logarithme  deux  parties  distwples , la 
caractéristique  et  la  fraction  décimale.  La  caractéristique  est  le 
nombre  entier  qui  préœde  la  fraction  décimale.;  ainsi  dans 
1,3979400  = log.  a5,  la  caractéristique  est  1 , et  la  fraction  déci- 
male est  0,3979400. 

Callet  et  Borda  ont  supprimé,  et  avec  raison  , la  caractéristique 
des  logarithmes  vulgaires.  Cette  suppression  , loin  d’entrainer  des 
inconvéniens,  est  très-avantageuse,  ainsi  que  ces  auteurs  le  font 
voir.  D’abord  il  est  facile  de  retrouver  la  caractéristique  du  loga- 
rithme d'un  nombre  donné,  s’il  est  entier,  ou  s’il  est  composé  d’un 
entier  et  d’une  fraction  décimale.  Dans  le  premier  cas , la  caracté- 
ristique a autant  d’unités  qu’il  y a de  chiffres  moins  un  dans  le 
nombre  donné;  dans  le  second  cas,  la  caractéristique  a autant 
d’unités  qu’il  y a de  chiffres  moins  un  à gauche  de  la  virgule  qui 
sépare  le  nombre  entier  de  la  fraction  décimale.  Ainsi  la  caracté- 
ristique est  4 dans  log.  12345;  3 dans  log.  1234, 5;  a dans  log. 
123,45;  1 dans  log.  12, 345;  o dans  log.  i,a345. 

En  effet,  à cause  de  log.  1 = o , et  de  log.  10  = if  il  s’ensuit 
que  le  logarithme  de  l’un  quelconque  des  nombres , 2,  3, 4',  5,  6, 
7,  8,  9 est  compris  entre  o et  1 ; il  y a donc  o pour  caractéris- 
tique. On  remarquera  sans  peine  que  les  logarithmes  sont  compris 
entre  1 et  2 , depuis  log.  10  = 1,  jusqu’à  log.  100  =r  2;  entre 
a et  3 , depuis  log.  100  = 2 jusqu'à  log.  1000  = 3 ; entre  3 et  4, 
depuis  log.  1000  = 3 jusqu'à  log.  10000  — 4;  enfin,  entre  « — 1 
et  n , depuis  log.  îo”-1  et  log.  10".  Par  conséquent,  la  caractéris- 
tique du  logarithme  est  1 , ou  2 , ou  3,  ou  4,  ou  n — 1 , ou  n,  sui- 
vant que  le  nombre  a 2 , ou  3s,  ou  4 , ou  5,  ou  « , ou  n -f-  1,  chiffres. 
Ainsi,  en  général , la  caractéristique  d’un  nombre  entier  a autant 
d’unités  que  ce  nombre  a de  chiffres  moins  un. 

Soit  log.  12345  =r  4,0914911  ; 
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on  en  conclura  # 

log.  i23/|,5  = log.  ^ = log.  ia3/»5  — log.  10  = 3,0914911; 
ensuite 

log.  ia3,45  =log.  iiî^  = log.  13345  —log.  100  = 3,0914911; 
puis 

Jog.  13,345  = log.  ~ = tog.  ia345  — log.  1000  = 1,0914911 , 
enfin 

log.  1,3345  = log.  = log.  13345  — log.  10000=0,0914911.; 
à cause  de  , f_ 

log.  10  = 1,  log.  100  = 3 ; log.  ioom^  = 3 ; log.  10000^=  4.  * 

Dans  tous  ces  résultats,  on  voit  que  la  caractéristique  a autant 
d’unités , que  le  nombre  proposé  a de  chiffres  moins  un  avant  les 
fractions  décimales.  ' 

I 17.  Si  l’on  muItipttè-AHi  <i  l’qn  divise  un  nombre  quelconque 
par  une  puissance  de.jo*  la  fraction  décimale  dans  le  logarithme 
du  produit,  ou  dans  oetriî  du  quotient,  sera  la  même  que  dàns  le  1 
logarithme  du  nombre  primitif.  Ainsi , 

log.  ia345  = 4,0914911,  log.  13345  X 10  ss  5,0914911,  et 
îog.^  = 3,0914911. 

En  effet,  le  logarithme  d’une  puissance  de  10  , a toujours  zéro 
pour  fraction  décimale,  l'addition  ou  la  soustraction  d'un  pareil 
logarithme  ne  peut  rien  changer  à la  fraction  décimale  du  loga- 
rithme du  nombre  qu’on  a multiplié  ou  divisé  par  une  puissance 
de  10. 

II  suit  encore  de  là  que  la  fraction  décimale  du  logarithme  d’un 
nombre  composé  d’entiers  et  de  parties  décimales , est  la  même 
que  s’il  n’y  avait  point  départies  décimales.  Ainsi, 

log.  12345  = 4,091491 1 , et  log.  13,345=  1,091491 1 : 
logarithmes  ou  la  fraction  décimale  est  la  même. 

1 1 8*  Ces  remarques  serviront  à faciliter  l’usage  des  logarithmes 
des  fractions.  Ces  sortes  de  logarithmes  se  présentent  naturellement 
sous  la  forme  de  nombres  négatifs;  en  effet,  on  peut  considérer  une 
fraction  comme  un  quotient , le  numérateur  comme  un  dividende  , 
et  le  dénominateur  comme  un  diviseur.  Ainsi  le  logarithme  d’une 
fraction  est  égalA  celui  du  numérateur,  moins  celui  du  dénomina- 
teur : il  est  donc  négatif  toutes  les  fois  que  le  dénominateur  est  plus 
grand  que  le  numérateur.  Par  exemple  , 

log.  j=  log.  1 — log.  2 = 0,  — o,3oio3oo  = — o,3oio3oo; 
et  log.  | = log.  a — log.  3 = — ( log.  3 — log.  2 ) = 

— ( °,477  iai3  — o,3oio3oo  ) = — 0,1760913. 

Pour  éviter  ces  logarithmes  négatifs,  qui  ont  toujours  quelques 
inconvéniens,  on  augmente  de  10  unités  la  caractéristique  du  lo- 
garithme du  numérateur;  de  celte  manière  le  logarithme  du  dcnn- 
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minatcur  peut  se  soustraire  de  celui  du  numérateur  ainÿi  modifié. 
Par  exemple  , on  a , ' 

*°g-  ; = 9>69897°°  » ct  log-  î — 9,8139087. 

A la  ■vérité,  oh  commet  une  erreur  énorme,  tant  sur  le  logarithme 
qui  est  trop  grand  de  10  unités  à la  caractéristique,  que  sur  la 
valeur  du  nombre  correspondant,  qui  est  multiplié  par  la  dixième 
puissance  de  10,  ou  par  10000000000;  mais  on  corrige  cette 
double  erreur,  en  supprimant  une  dixaine  à la  caractéristique  du 
logarithme  définitif. 


Par  la  même  raison, 

. log.  ; = 9,3979400;  log.  j = 9,0969100. 


si  donc,  l’on  veut  le  logarithme  de  j au  moyen  de  celui  de  ; il 
faudra,  après  avoir  ajouté  une  dixaine  à lacaràc<éristiqu^du  loga- 
rithme de  j,  prendre  la  moitié  de  ce  logarithme.  Si  l'on  j^ait  le 
logarithme  de  j et  qu’ou  voulût  celui  de  i,  on  ajouterait  d’abord,  *?• 
deux  dixaincs  au  premier  logarithme , puis  on  le  diviserait  par  3. 

En  général,  pour  prendre  une  racine  quelconque  d’une  fractiqnf  il/* 
faut,  avant  de  diviser  son  logarithme  par  l’indice  de' la  racine  pro- 
posée, augmenter  sa  caractéristique^  d’au  tant  de  dixaincs  moins  mie,.; 
qu’il  y a d’unités  dans  l’indice  de  cette  racine..  . 


APPLICATIONS. 


- . 


. m * 

I 1 ç).  Les  logarithmes  ont  été  spécialement  inventés  pour  facili-^ 
ferles  calculs  delà  trigonométrie.  Nous  renvoyons  à cette  parlai 
de  la  géométrie,  pour  les  applications  de  ce  genre  : en  voici  quel- 
ques autres. 

i°  On  a payé  67890'' pour  la  solde  de  12345  hommes  .combien 
doit-on  payer  pour  celle  de  14814  ? -* 

On  aura  la  proportion , 

12346  T 14814  ; ; 67890  : xi 

d’où  l’on  th-e, 

log.  x = log.  67890  -f-  log.  14814  — log.  12345  = 4,9109870 
= log.  81468. 


Tableau  du  'calcul. 

r n 

Log.  67890 = 4,83i8o58 

Log.  14814  4,1706723 

Somme 9,0024781 

Otant  log.  ia345  = 4,0914911 

Différ.  ou  log.  x — 4,9109870 

Ce  logarillÿQC  est  celui  de  81468;  ainsi  X — 81468. 
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a°  On  a" payé  987'',  65e  pour  43m,ai*  de  dfap,  combien  doit-on 
payer  pour  3/»  5m,  65'  ? 

On  aura  la  proportion , • . ' j 

431*, ai*  : 345™, 68*  ; ; 987^65*  : *fr. 
ensuite  log.  x — log.  987,65  -|-  log.  345,68  — log.  43, 21 
= 3, 897^93 1«:  log.  7901, a. 

> ' ' -f-r' 

Tableau  <lu  calcul. 


Eog.  987,65  M‘.  .....  = 2,9946<43 1 

Log.  345,68  = a,5386743 

Somme = 5,533a774 

Otant  log.  43,21  — 1,6355843 

Différ.  ou  log.  x = 3,8976931 


Cq  logarithme  est  celui  de  7901,3;  donc  x — 7901,2,  et  c'est  ce 
qu’on  doit  payer. 

3°  Connaissant  Jfjotâs  et  le  diamètre  d’un  boulet  de  canon, 
trouver  le  ‘lli|mètrd£d'un  autre  boulet  dont  le  .poids  est  donné. 
Par  (taNKpfa , trouver  le  diamètre  du  boulet  dit  de  a4  (ancien 
poids  ),  sachant  que  c^lui  du  boulet  de  36  est  de  i68miUim',  envi- 
ron,'^ J lignes. 

On  démOntre  en  géométrie  que  les  sphères  sont  proportionnelles 
aux  cfbef  de  leurs  diamètres;  et  en  physique,  que  les  volumes 
sont  eâtre  eux  comme  les  poids,  quand  les  corps  sont  homogènes  ; 
il  suit  de  là  que  les  poids  des  boulets  sont  comme  les  cubes  des 
diamètres. 


Désignons  par  x le  diamètre  cherché,  nous  aurons  cette  pro- 
- portion  , 

(168,’  34  : 36  ::  a : 3; 

_ ( 168)’  X 2 . 

X = , 


On  a donc 


ensuite  3 log.  x = 3 log.  168  -f-  Ibg.  2 %•  log.  3; 


enfin  log.  x ■=  2, 166612a  ;=  log.  146,76. 

Le  diamètre  du  boulet  de  24  est  donc  de  i49  millimètres  à très- 
peu’  prit». 

4®  Suivant  les  astronomes  , les  quarréÿdes  temps  que  dcuxpla- 
nètes  emploient  à Rare  leurs  révolutions  autour  du  soleil,  sont  entre 
eux  comme  les  cubés  -de  leurs  distances  à ce  même  astre;  d’après 
cela , sachant  que  la  révolution  de  la  terre  autour  du  soleil  est  de 
365»  5h  48'  5xw,.et  que  celle  de  Jupiter  est  de  433o»  i4h  3g'  a", 
trouver- le  rapportées  distances  de  ces  planètes  au  soleil. 

Réduisons  d’abord  en  secondes  les  révolutions  données;  nous 
avons  3*T55693i  secondes  pourra  terre,  et  374164742  pour  Ju- 
piter. Désignons  le  premier  nombre  par  a , le  second  par  par  1 
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la  distance  de  la  terre  au  soleil , et  par  x celle  de  Jupiter  au  racine 
astre;  nous  aurons  la  proportion, 

iïWî  **  : iO*  ::  h%  ■ «*; 

ensuite  3 log.  x — a log.  b — a log.  « ; 

parce  que  log.  i = o.  Ainsi , 

3 log«6  — a log.  a , ..  . r 

log.  a-  = 2 — g 5 = 0,71597880  = log.  5,1997. 

Ainsi  la  distance  de  Jupiter  au  soleil  est  à celle  de  i*V  rc  au 
même  astre,  à peu  près  comme  5a  : 10. 

Tableau  du  calcul. 


■+■  a log.  b I7,i46ia573 

— 2 log.  a — 14,99818934 

Différ.  ou  !Hog.  x . = a, 14793639 

Log.  X. 0,7159788. 

Ce  dernier  logarithme  est  celui  de  5,1997. 


5°  Après  avoir  tiré  un  litre  de  vin  d’un  tonneau,  on  le  remplace 
par  un  litre  d’eau  ; on  en  tire  un  second  que  l’on  remplace  de 
même,  et  ainsi  de  suite.  Comment  déterminer  le  nombre  de  litres 
qu'il  faudrait  tirer  de  ce  mélange  , pour  que  le  vin  qui  resterait 
dans  le  tonneau,  fût  la  moitié,  nt^e  tiers,  ou  en  général  la  partie/! 
de  celui  <f(ti  y était  d'abord. 

Prenons^un  exemple  particulier.  Supposons  qu’il  y a 100  litres, 
et  qu’il  doit.rester  la  moitié  du  vin  dans  le' tonneau.  Le  vin  dimi- 
nuant d’un  centième  à chaque  fois,  les  nombres  qui  expriment  les 
quantités  de  vin  que  le  tonneau  contient  successivement,  forment  une’ 
progression  géométrique  décroissante’,  dont  le  premier  terme  est 
100,  le  second  99,  le  dernier  5o,  et  la  raison  Cette  progression 
se  change  en  une  progression  croissante,  dont  le  premier. terme 
égale  5o,  le  dernier  100,  et  la  raison  Le  nombre  des  termes  de 
cette  progression  est  plus  grand  d’une  unité  que  celui  des  opéra- 
tions. Soit  a le  premier  terme,  u le  dernier,  q le  rapport,  et  n le 
nombre  des  termes  ; on  aura  successivement , S 

U 

u — aqm-‘  ; ensuite  q’~‘  = — ; 


puis  ( n — 1 ) log.  q = log.  u — log.  a ; 

„ log.  u — log.  a log,  100  — log.  5o  o,3oio3oo 

enfin  n — 1 = , 2—  — = = 


o, oo43648 


=68,9; 


log.  q log.  100— log. 99 

ainsi  il  faudrait  tirer  environ  69  litres. 

6°  On  a placé  un  capital  de  10000  fr.  à 5 pour  100  d’intérêt  par 
an  ; au  bout  de  combien  de  temps  serait-il  dû  le  double , y compris 
le  capital  et  les  intérêts  des  intérêts  ? 

Chaque  année  le  capital  augmente  d’un  vingtième.  Ainsi  les 
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nombres  qui  marquent  ce  qu’il  est  dû  successivement  au  moment 
du  placement;  ensuite  après  la  première,  la  seconde,  la  troisicihc 
et  la  n''™0  année , font  une  progression  géométrique  croissante 
dont 

le  premier  terme  a — 10000  ; » 

le  deuxième  = 10000  4-  -10— - io5oe  ; 

■ 20 

le  dernier  terme  u — 30000, 

, . jo5oo  21  _ 

la  raison  a — =3 — i,o5. 

1 10000  20 

De  plus,  le  nombre  des  termes  de  la  progression  est  plus  grand 
d’une  unité  que  le  nombre  des  années.  Ainsi , ce  dernier  nombre 
sera  n — 1,  si  le  premier  est  n.  La  théorie  des  progressions  donne , 

u 

u — aq*~'  ; ensuite,  </"”•  » 


puis,  (71  — i-)  log.  q — log.‘  u — log.  a. 

Enfin, 

log.  u — log.  a log. 20000 — log.  10000 o,3oio3oo 

log.  q log.  i,o5  . 0,0211893  *’ 

Le  capital  serait  donc  doublé  en  un  peu  plus  de  14  ans,  et  plus 
que  doublé  en  i5  ans. 

7°  Une  personne  emprunte  10000  fr.ià  fi  pour  100  d’intérêt  par 
an,  à condition  de  pouvoir  rembourser  ce  capital  en  payant 
chaque  année  une  somme  de  1000  fr.;  pendant  combien  de  temps 
faudra-t-il  payer  celte  annuité , pour  éteindre  à la  fois  le  capital  et 
les  intérêts. 

Représentons  le  capital  par  a,  l’intérêt  d’un  franc  par  r , et  l’an- 
nuité par  b.  Au  bout  d’un  an  il  sera  dû , 

a -f-  «r  — b = a (1  -f-r)  — b — a' . 

Au  bout  de  deux  ans  la  dette  sera , 
a'  -\-alr — b —a1  (i  -+-r)  — b z=  a ( 1 -f-r)*— ô(  1 -f-  r)  — bzzza". 

Au  bout  de  trois  ans,  cette  dette  se  réduira , à 
, a"  ( 1 -+- r)^ — b — a(i  -j-r)’ — 6 (1 4-  r)1 — A ( 1 +r) — b = au' . 

Au  bout  de  quatre  ans , cette  detLe  sera , 
n1"  ( 1 -I-  r)  — b — a (•!  -1-  r — 6(1  -J-  r)>  — b ( 1 -J-  r)1 
-b\i+r)-b. 

Enfin,  après  n années,  il  sera  seulement  redu, 

"(*  + '■)•  — M>  + rr-M‘  — b ( 1 + r 

— b ( 1 4-  r)  — 6 


■=«.(!  +')•—*  X[(I  +*■)■-'+(«  +0’-,(*  + O"-’-”- 
+ (*  + '’)  + '] 

= «(*  + >)’  ■*-*[!-+■(  I +/■)■+■(»  ■+'■)*.•• + (>+0‘- M 

( 1 -t-  r • 1 
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parce  que  la  quantité  qui'  muliiplic  b , est  la  somme  des  termes 
d'une  progression  géométrique,  dont  le  premier  terme  est  1,  rai- 
son 1 /-  et  le  npmb/e  des  termes  est/i. 

Pour  exprimer  que  la  dette  est  nulle,  on  aura , 

, . , , ( 1 + tY-K  \ ■*'- 

a ( 1 -f-  r}  — b - = oÿ 

ensuite,  (1 -J- #•)*(«-— ) = 

. f b — ar  \ b 

ou,  (I+r)^ - j = — ; 

puis,  « log.  ( i +r)  = log.  b - log.  {b  — «r). 

Enfin  , = lo 

’ log.  ( l + r) 

Pour  application , soit  a = 10000 , b — 1000  ; 


_6_ 
100 
on  aura , 


r =;  , ar  = 600,  b — ar  zzz  4oo,  1 4-  r “ 1,06; 

100 


_ log.  1000  — log.  4oo  0,3979400  _ n 

n log.  i,ofl  o,o253o59  1 

Ainsi , il  faudrait  payer  l’annuité  pendant  près  de  16  ans. 

Sans  l’usage  des  logarithmes , ces  dernières  questions  seraient 
presque  insolubles. 


Digitized  by  Google 


l88  COUPS  DE  MATHÉMATIQUES.  ‘ 1 


SUPPLÉMENT 

« 

A CES  ÉLÉMENS  D’ALGÈBRE. 


I 20*  Nous  commencerons  ce  supplément  par  la  recherche  delà 
formule  qui  donne  la  somme  des  quarrés  .des  termes  d’une  pro- 
gression arithmétique,  formule  utile  pour  calculer  les  piles  de 
boulets. 

Soit  une  progression  arithmétique  croissante,  dont  les  termes 
sont  a,  b , c t , u ; soit  ri  la  différence  de  deux  termes  consé- 

cutifs, n le  nombre  des  termes,  sx  le  somme  des  termes,  s%  celle  de 
leurs  quarrés,  et  s celles  de  leurs  cubes.  On  aurar 

b — a d,  c =z  b d 4 . . . . u = r -f.  ri  ; 
ensuite  , £*  “ ( a -f-  d)>  — d*  -J-  3a V/  ■+•  3 ad2  4-  d)  ; 

c*  = + = 3 b'd  -+-  3 bd1  -f-  d * , 


u>  = ( t ri)*  = O + 3fV  -f  3 td1  + ri*. 
Ajoutons  ensemble  ces  équations,  terme  à terme,  nous  aurons, 
f,  — ■ a5  r,  — «*  -f-  3ri  ( ft  — u1  ) -f-  3 d1  (.f,  — u ) -j-  ( « — 1 ) . 

ou  a*  — u*  — 3 d (fa  — a*  ) — 3ri*  (s,  — u)  — ri*  ( n — 1 ), 
équation  d’où  l'on,  tire  , 

' 5du%  -h  u1  — a>  — Sd1  {s,  — u)  — tP  (n  — 1) 

'•  — ~ 3 d ’ 


Mais  ( 93  ) « n:  a -f-  ri  ( n — 1 ) , et  st  ==  ( an  -|-  dn  — d ) j 

il  sera  donc  facile  d’obtenir  s\  ou  la  somme  des  quarrés  des  termes , 
lorsqu’on  connaitra  a , d et  n. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  progression  est  celle  des  nombres 

naturels  1,  a,  3,  4 a,  on  fait  a — 1 , ri  — 1 j par  consé- 

n(n+  1 ) . . 

quent  u sst  n et  r, , — : dans  le  meme  cas,  on  trouve, 


_ an5  + 3 n1  + n n ( n 4-  1 ) (an-t-i) 

S ’ 6 1.2.3 

Telle  est  la  formule  qui  donne  la  somme  des  quarrés  des  nombres 
naturels,  depuis  le  quarré  de  1 jusqu'à  celui  de  n. 


\ 
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Autre  manière  Je  trouver  la  formule  s ~ 1 \ >' 

J . * 1.3.3 


. Soit 


V *=  «‘  + »*  + • *+*  ( *'rr  * )*  Jh  «*, 

^ -+-  31  + **  ...  + (*  — f >1 


fit* 


On  en  conclura  - j',  = n*.  Soit  de  plu*, 

’ .f,  *=:  a/iJ  -(-  ùn*  -J-  en  -J-  d; 

les  coefficient  a,  //,  c,  d,  étant  indépendans  des  valeurs  partidti- 
liêrcs  de  n.  A insi  on  aura  , „ 

s\=  a (n  — i )’  jfb  («—•  )*+«(«  — ’*)-*-<*  . # 

Ensuite  , st  — s'  ==  3 an'  — 3<wi  -J-  ttbn  -4-  a — b ■+•  c = nf, 
ou  «’  l ia  — i ) ■+•  n ( ib 3 a)  -f-  a — J + c = o. 

Pour  exprimer  la  condition  que  les  coefficiens  a,  b,  c,  d,  sont 
indépendans  des  valeurs  particulières  de  n , il  faut  égaler  à zéro  sé- 
parément, chacun  des  termes  de  l’cquation  précédente,  oé  qui 
donne,  * 

ô ^ 1 
3a  — i =:  oÆtji^s  -g-; 

î 

a* 


> s 


’ a°  -ai  3a 


3®  a — i 4-  c et  c = — 

Ainsi,  - <1  s ■ 

s.  = -^-+~+-^-+J. 

m 

Pour  déterminer  d,  soit  n — i . Dans  ce  cas  où  s%  s i , on  trouve 
djfS* p C’est  aussi  la  valeur  de  r/dans  tous  les  cas  possibles.  Ainsi , 

definitivement,  . 

»’  , nx  t » + -*■  n n(n  »)  (a»+  î) 

S>  ~ 3 " t"  a t*  “6“  ~ 6 ~ ' Ï7â73  ' 

fgrmule  absolument  pareille  à celle  qu’on  a obtenue  par  l’autre 
méthode. 


• .■v- 


Piles  de  Boulets. 


131.  Dkns  les  parcs  d’artillerie^  on  met  en  piles  les  boulets  de 
canon , les  bombes  et  les  obus.  Ces  piles  peuvent  être  de  trois  es- 
pèces différentes;  pyramidales  à- base quarrée , pyramidales  à base 
triangulaire,  et  oblongues,  ayant  pour  base  un  parallélogramme 
rectangle. 

De  la  Pile  py  ramidale  à base  quarrée. 

122.  Cette  pile  est  composée  de  tranches  quarreesq  cqs  tranchas 


'i. 
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sont , et^sAlfani  du  sommet  à la  base,  la  suite  îles  quartés  des 
n ombres  ^fctnrcls.  Ainsi,  en  suivant  cet  ordre,  on  a un  boulet  dans 
la  prennèoettrânchc,  4 dans  là  seconde,  9 dans  la  troisième,  16 
dans  la  quatrième,  a5  dans  la  cinquième,  . v . . n*  dans  la  nième; 
la  dernière  tranche  se  nomme  base  de  la  pile.  La  totalité  des  bou- 
lets est  donc  la  somme  des  quarres  des  nombres  naturels  , depuis 
celui  de  1 jusqu’à  celui  de  n,  en  désignant  par  n h:  nombre  des 
tranches,  n marque  aussi  combien  il  y a de  bouléj^dqm  chaque 
côté  de  la  base,  et  dans  chacune  des  arêtes  latérale '-'de  la  py- 
ramide. 

Si  on  désigne  par  s le  nombre  des  boulets  de  fa  pile  entière  , 011 
aura,  ainsi  qu’on  vient  de  le  trouver  , ’ * 

n (n  1)  (a* 
f ~ i.a.3  • ; 


bous  employons  la  lettre  s sans  accent,  parqe  qu’il  n’y  a plus  t£é- 
tfuîvgque , et  qu’il  n’est  plus  nécessaire  de  distinguer  la  somme  des 
quarres  de  celle  des  troisièmes  ou  premières  puissances. 

Voici,  de  plus,  un  tableau  qui  pourra  tenir  lieu  de  la  formule, 

s’il  est  assez  étendu,  et  qui  servira  à la  vérifier,  s’il  est  nécessaire. 

- *** 

Arêtes...-  1 2 3 4 5 6 7 g-  10  11  12; 

Tran<;h<5  1 4 9 16  a5  36  îg  64  81  100  121  i44; 

Pile. . . . . 1 5 i4  3o  55  gi  i4o  204  a85  385  5o6  65o. 

La  première  ligne  marque  le  nombre  des  tranches , ouïe  nombre 
des  boulets  contenus  dans  chaque  arête;  la  seconde  suite  indique 
combien  il  y a de  boulets  dans  chaque  tranche;  enfin  , la  troisième 
donne  les  boulets  de  la  pile  entière. 


Soit  n = 10,  ou  supposons  qu’il  y a 10  tranches,  la  formule 
donne  s — -10  ^ ^ al—  = 385,  comme  le  tableau. 


De  la  Pile  pyramidale  à base  triangulaire. 

T23.  éetle  pile  se  décompose  en  tranches  triangulaires  , en  al- 
lant du  sommet  à la  base.  Chaque  tranche  'çsftm  triangle  équilaté- 
ral , excepté  la  première  , qui  ne  contient  qu’un  seul  boulet.  Il  y a 
2 boulets  dans  le  côté  de  la  seconde  tranche,  3 dans  celui  de  la 
troisième,  4 dans  celui  de  la  quatrième  ,...  n dans  celui  de  la  niimc. 
Le  nombre  des  boulets  d’une  tranche-  quelconque,  est  la  somme 
des  termes  d'upe  progression  arithmétique,  dont  le  premier  tcrqjc 
est  1 , la  différcnc^'almi  1 , et  le  nombre  des  termes  égal  à celui 
des  boulets  contenus  dans  chaque  côté  de  la  tranche.  Ainsi,  dans 

le  cas  où  ce  côté  contient  n boulets,  la  tranche  en  contient 

ou  ; "H  * ^aut  successivement  1 , a , 3 , 4 , 


trrochcs  vSudront  successivement  7 (x1  1),  j (2* 


r. 

n , les 
t-  2), 
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7 ^3J7f-  3 !,  7 ( 41  + 4),  .....  j (»*  + «),  et  *,  étant  toujours  la 
totalité  des  boulets  de  la  ptlt^op  aura, 

■'  = i(i‘  + n + 7 (y  +ïT-+-i(3*-H3)+i(/,i  + 4) 

+ ;(»*+«  ) 

= îV«‘  + »,-^-3’  + 4, +«l)-l-7(‘+a  + 3 + 4 +«) 

n(ra+i){2B-*-i)  Tt1  + n n ( n + i ) ( n -h  2) 

12  ’ 4 x iV  avi^'-î 

Formons  aussi  un  tableau  pour  cette  pibr.'S  base  triangulaire, 
comme  nous  en  avons  formé  un  pour  la  pile  à base  quarrée.  Soit 
une  tranche  dont  chaque  côté  contien.t  «boulets  : cette  tranche  est 
composée  de  n rangées,  formant  la  même  progression  arithmétique 
que  les  nombres  naturels  1,  2,  3,  ....n.  Ainsi  le  nombre  des 

boulets  de  cette  tranche  est  exprimé  par  1 + 2 + 3 + 4 ■ • • + n- 
Ce  nombre  est  donc  1 pour  la  première  tranche, 


1+2  = 3 p6ur  la  seconde, 

1 -J-  a + 3 = 6 pdür  la  troisième, 

1 4"  » + 3 + 4 = 10  pour  ^quatrième. 

1 + 2 + 3-j-4 + « pour  la  n!4m*. 

Chaque  tranche  se  forme  donc  par  l’addition  successive  des 
nombres  naturels.  D’après  cela , voici  le  tableau  : 

Vit!  tes ....  ia3  4 5 6 7 8 9 10,  etc. 


*AÂ‘ 


riches 


ile . 


3 6 

4 jo 


10 

20 


i5 

35 


21  28  36  45  55,  etc. 

56  84  j 20  165  220,  etc. 

La  première  ligne  indique  combien  il  y a de  boulets  dans  chaque 
arête  de  Ai  pile , ou  de  tranchés  dans  la  pile.  La  seconde  ligne 
marque  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  les  différentes  tran- 
. clics.  On  voit  donc  qu’il  y aurait  55  boulets  dans  la  dixième  tranche. 
Cette  seconde  ligne  se  forme' en  ajoutant  successivement  les  nom- 
bres naturels , depuis  1 jusqu’à  oeluP^ui  • marque  le  rang  de  la 
tranche.  La  troisième  ligne  se  forme  en  ajoutant  successivement 
tons  les  nombres  contenus  dans  la  deuxièmes  ainsi  chacun  de  ces 
termes  exprime  nécessairement  la  totalité  des  boulets  d'une  pile 
entière,  puisqu’il  estla  somme  des  tranches  de  cette  pile.  Ainsi  il 
y a 220  boulets  dans  une  pile  dont  le  nombre  des  tranches  est  10, 
, , n (n  ■+■  1)  In  + 2) 

La  formule  s — - ,*  en  mettant  10  pour  n , de- 

O • 

& >« 

— résultat  parfaitement  d’tfecord 


vient  s = 


= 220, 


avec  celui  du  tableau. 

Pile  oblongue  dont  la  base  est  un  rectangle. 

19.4.  Les  tranches  de  cette  pile  sont  des  rectangles  ; ,en  allant 
du  sommet  à la  base,  la  première  tranche  contient  une  rangée  de 
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boulets  seulement.  Soit  m le  nombre  île  boulets  de  celle  tranche; 
il  y a dans  la  seconde  tranche  a rangées  de  boulets  , et  m -4-  r 
boulets  dans  chaque  rangée;  3 rangées  dans  Iq  troisième  t&nche  , 
et  m + 2 boulets  dans  chaque  rangée  ; 4 rangées  dans  la  <^i*trièmc 
tranche  , et  rn  -+-  3 boulets  dans  chaque  rangée  ; enfin  ,J«  rangées 
dans  la  nièn,e  tranche , et  m + «-  1 boulets  dans  chaque  rangée. 
D’après  cette  analyse  , le  nombre  des  boulets  de  la  niime  tranche, 
sera  n ( m -J-  n — • i ) = mn  n*  — n.  Si  dans  cette  expression  , 
on  met  pour  n successivement  1,2, 3,  4 , n , le  nombre  des 
boulets  sera , *■- 

zn  -j-  15  — 1 pouçla  1”  tranche, 
aw  -J-  a5  — a. . . . . fa? 

3m  4.  32  — 3. 3e 

hm  -f-  4»  — 4 4e 

;.r * 

• ■*“ 

nm  -J -n1  — n ne. 

Soit  toujours  s la  somme  des  tranches,  on  aura  : 
s — m ( 1 + 2 -f-  3 -J"-  4 • • • •+■  n ) 
al+  3*+  4 *...  -+•»*) 

— * ■+*  3 £ + ")• 

»(»+»)  .."(n+i)  «few-hti) 

— '«  ^ ~ T 6 a 

n(n  + i)  / an+i  \ < 

= -4-7- x (w+-3 — •) 

n (n  + 1)  (3m  •*- m — 2) 

- 6 

On  a substitué  -”^7  1?  pour  1 + a + 3 -t“  4 • • . -4-  » , et 

n ( n ■+•  1 } ( au  + 1 ] a . . . «,  i , % « , 

— 1 ^ pour  1*  -f-  a1  + 31  -J-  4*  . . . -f*  « . 


On  ne  peut  faire  de  tableau  pour,cette  pile,  qu’en  donnant  une 
valeur  arbitraire  à la  première  tranche  m ; soit  doitp  m = 10,  on 
aura  le  tableau  suivant  : 

Nombre  de  tranches.  13545678g  10,  etc. 

\%teur  des  tranches.  10  22  36  5a  70  go  11a  i36  162  igo,etc. 

Pile... ; 10  3a  68  120  igo  280  3g 2 528  690  880, etc. 

La  première  ligne  marque  le  nombre  des  tranches  de  la  pile,  et 
celui  des  boulet*  de  chaque  arête  latérale.  Cette  même  ligne  dé- 
signe aussi  le  rang  des  tranches  dans  une  pile  donnée.  La  seconde 
ligne  indique  le  nombre  des  boulets  contenus  dans  les  différentes 
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tranche»  dont  une  pile  est  composée.  Cette  seconde  ligne  se  forme 
d'après  la  formule/!  ( rn  -H  n — i ) , expliquée  précédemment , et . 
dans  laquelle  iLfaut  supposer  /nez  io,  et  donner  pour  valeur  à n 

successivement,  les  nombres  naturels  i,  2,3,7(, io.  I.a 

troisième  Ugne.se  calcule  en  ajoutant  ensemble  les  termes  de  la 
seconde.  Cette  troisième  ligne  étant  ainsi  cotnposée  des  sommes 
<#s  tranches,  donne  le  nombre  des  boulets  des  piles  correspon- 
dantes. Ainsi  le  dixième  terme  880  , marque  qu’il  y a 880  boulets 
dans  une  pile  oblqngue  composée  de  10  tranches.  La  formule 

n In  + 1)  (3m  -h  zn — 2)  . _ ’■ 

s = — i — ÿ , en  y mettant  10  pour  m , et  10 


pour  n,  devient  s — 


— 10  X X 48'  _ 


880  , résultat  qui  s’accbrde 


'Jw* 

OfÇ' 


avec  je  tableau. 

...  ... 

125. .Si  la  pile  n’était  pas  entière,  on  la  compléterait  par  la 
peihsée.  On  calculerait  séparément  la  pile  entière  , et  la  pile  qu’il  a 
fallu1  Ajouter  pour  compléter  la  pile  tronquée:  la  différence  des 
deux  Biles  donnerait  celle-ci;  s 


EXEMPLE. 


Soit  une  pile  à base  quarrée,  composée  dê  4 tranches,  et  dont 
la  base  a 8 boulets  sur  ohaque  côté;  il  est  aisé  de  voir  que  la  pile 

entière  aurait  8 tranches,  et  qu’elle  contiendrait  *7  — »04 


boulets.  Otons-en 


* x 5 x 9 


= 3o  boulets  pour  les  quatre  tran- 
ches qui  manquant,  le  reste 4 7 4 exprime  le  nombre  des  boulets  de 
la  pile  tronquée.  ’ -*■  ^ 

Soit  une  pile  tronquée  à base  triangulaire ."romposée  de  cinq 
tranches,  et  dont  la  base  a 8 boulets  sur  chaque  côté;  la  pile  li- 
tière aurait  8 tranches,  et  contiendrait  ^.x ^ x .-°  — %îo  boulets. 

Otons-en  ? X * X ^ iobouletspourles3tranchesquimanquent; 

le  reste  110  boulets  est  la  pile  tronquée.  Soit  enfin  une  pile  ob- 
longue  , composée  de  6 tranches , et  dont  la  base  a 1 5 boulets  sur 

un  côté,  et  10  sur  l’autre;  il  y aurait  10  tranches,  et 


10  x 11  x 36 


660  boulets  dans  la  pile  entière.  On  et)  ôte 


4 x 5 x 24 


= 8«  boulets 


pour  la  pile  supprimée , le  reste  58o  sera  la  pile  tronquée.  * 

Dans  cette  évaluation,  le  facteur  36  est  donné  par  le  facteur 
3/n  -|-  an  — a,  dé  la  formule  prccédente»Or  le  côté  1 5 =:  m — 1; 


Algèbre. 
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ilonc  m — i5.—  10  + 1 = 6*  même  le  facteur  a/,  dans  la  pile 
supprimée  = î X C + i‘X  4 — a* 

Si  l’on  voulait  trouver  le  nombre  des  tranches  d%iue  pile  à base 
quarréc,  quand  or»  connaît  combien  la  pile  entière  contient  de 
boulets , on  le  peut  sans  calcul , au  moyen  du  tableau  suflisammcnt 
étendu.  A cet  effet  , on  cherche  dans  la  troisième  ligne  , le  nombnj 
de» boulets  de  la  pile  : le  nombre  qui  correspond  à celui-ci  dans  la  . 
première  ligne',  indique  combien  il  y a de  tranches  dans  la  pile. 
Ainsi  on  voit  que  la  pile  doit  avoir.  12  tranches,  s’il  y a 65o  bou-if 
lets  dans  la  pile. 

On  peut  aussi  résoudre  le  même  problème  au  moyen  de  la  for- 
int , où  l’on  connaît  t et  où  l'on  cherche  n. 

On  aurait  à résoudre,  à la  vérité, une  équation  du  troisième  degré, 
mais  au  lieu  de  recourir  aux  méthodes  ordinaires  que  nous  n’asons 
pu  d’ailleurs  exposer  dans  ce  précis  d’algèbre,  il  suffit  de  chercher 
la  racine  cubique  du  plus  grand  cube  contenu  d.^jis  3s.  Celte  racine 
cubique  sera  la  valeur  de  n,  si  s convient  à une  pile  complète.  En 
effet,  de  l’équation  précédente  , on  lire 

. 3»’  , i 

3f  = n*  H 1-  — n , 

' ce  qui  donne  3s  > n1,  et  3s  < ( n -f-  i )* 

OU  n < ÿ/  3s,  et  n 3 s. 

n eil  donc  la  racine  cubique  du  plus  grand  cube  contenu  daq^3.v. 
On  doit  se^f appeler  que  ( n i j*  = a3  3n*  + 3n  + i ; on  a 
donc  , 

3j  ou  n>  H —$n  < ( n + i )3 , 

comme  on  l'a  supposé.  * 

S’il  s’.agit  de  la  pile  à base  triangulaire  , à cause  de 
__n(n  + i)(n+a)  n’  + 3 n1  -f-  an 


on  a, 


domm 


6s  — ni  -j*  3/i1  + tn  , 


cube  contenu 


ce  qui  domrc  6r  > n3  et  6r  i )*. 

n est  donc  la  racine  cubique  du  plus  grand 
dans  6s. 

■ Quant  à la  pile  obi  on  gu  e , comme  il  entre  trois  quantités 

, ...  n(n  h-  î)  (3m  + an  — a) 

diffureutes  dans  son  équation,  s — £-A_ -,  d 

faut  dbnnaitre  deux  de  ces  trois  quantités  pour  déterminer  la 
troisième. 
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1 26.  Nous  croyons  devoir  parler  ïïl  «"ufèorie  des  combinai- 
sons, parce  que  nous  en  ferons  usage,  ftàur  démontrer  la  formule 
connue  sous  le  nom  d ejiinome  de  Newton , au  moyen  de  laquelle 
on  trouve  les  différéns  termes  d’izne  puissance  d’un  binôme,  ainsi 
qu’on  le  verra  ci-aprcs. 


SUPPLKMKNT  A 


127.  Nous  distinguons  trois  espèces  de  combinaisons.  Dans  la 
première  espèce,  on  peut  répéter  la  même  quantité  dan*la  même 
combinaison  , et  arranger  les  quantités  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles. Telles  sont  les  neuf  combinaisons  aa , ab  , la , ac\  ca , bb , 
t>ç , cb , ce,  qu’on  obtient,  en  combinant  deux  à deux  les  trois 
quantités  a , b,  Nous  les  désignerons  sous  le  nom  de  Permutations 
avec  répétition  ou  d 'arrangemens. 

1 28-  Dans  la  seconde  espèce,  on  arrange  bien  les  quantités  de 
toutes  les  manières  possibles,  mais  on  ne  répète  plus  la  même 
quantité  dans  la  même  combinaison.  Telles  sont  les  six  combinai- 
sons ab,  ba,  ac , ca,  bc,'~cb,  que  donnent  les  trois  quantités 
a , b,  c , combinées  deux  à deux  de  cette"  manière.  Cette  espèce  de 
combinaison  s’appelle  Permutation  san/r  répétition , ou  simplement 
Permutation. 


1 29.  Enfin , dans  la  troisième  espèce , non-seulement  on  ne 
«répète  point  la  même  quantité  dans  la  même  combinaison  , comme 
dans  la  première  espèce,  mais  encore  on  n’admet  point  les  combi- 
naisons composées  des  mêmes  quantités,  quoique  arrangées  diffé- 
remment. Telles  sont  les  trois  combinaisons  ab , ac  , bc,  formées 
des  trois  quantités  a c,  prises  deux  à deux  de  cette  manière. 
Cette  troisième  espèce  est  connue  sous  ladjpon^ination  vicieuse  de 
Produits  différais,  nous  lui  réserverons  le  nom  de  Combinaison  pro- 
prement dite.  * . . : > 


Première  espèce  de  combinaison.  — r Permutation  avec  répétition. 

I 3o.  Représentons  par  des  lettres  les  quantités  que  nous  vou- 
lons combiner,  et  employons  indifféremment  la  dénomination  de 
lettre  pour  celle  de  quantité.  ' 

Soit  un  nombre  quelconque  m de  lettres,  on  aura  m arrange- 
mens, en  les  prenant  une  à une.  Si  l’on  conçoit  que  l'une  des 
lettres,  a,  par  exemple,  soit  écrite  *a  droite  de  chacun  des  ar- 
rangemens précédens , on  aura  m arrangemens  de  deux  lettres  , 
dont  a fera  partie;  en  employant  de  même  la  lettre  b,'* on  obtien- 
dra m nouveaux  arrangemens  de  deux  lettres.  Il  en  sera  de  même 
des  autres  lettres.  On  aura  donc  m fois  m ou  m1  pourle  nombre  des 
arrangemens  de  //<  lettres , prises  deux  à deux  de  ccttc  manière. 

13” 


IgG  COURS  DE  MATHÉMATIQUES.  . ^ 

Maintenant  si  on  Écrit  successivement  chacune  des  in  IcHi  eslà  la  * 
droite  de  chacun  des  arrangemens  de  deux  lettres,  on  aura  rn  fois 
autant  d’arrangemensny^irois  lettres , qu’il  y en  a de  deux  , c’osl-a- 
dire  mm*  ou  mv.  t * 

Pareillement, en  plaçant  successivement  chaque  lettre 41a  droite 
des  arrangemens  de  trois  lettres,  on  aura  m fois  autant  d’arrange- 
mens  de  quatre  lettres,  qu’il  y en  a de  Irois , c’est-à-dire  mm 5 
ou  m4. 

En  généralisant  ce  foisonnement , on  trouvera  que  m fettres  , 
arrangées  n a n de  cette  manière,  donneront  un  nombre  ’d'arran- 
gemens,  représenté  parwi*  ; c’est-à-dire  que  pour  avoir  ce  nombre, 
il  fÿut  élej^r  le  nombre  m des  lettres,  à une  puissance  marquée 
pafc  le  nombre  des  lettres  employées  dans  chaque  arrangement. 
Ainsi,  4 lettres  combinées  de  cette  manière,  donnent  4 combinai- 
sons d’une  lettre,  îG  de  deux  lettres,,  64  dé  trois  lettres  , etc. 

Notre  système  de  numération  offre  un  exemple  bien  remarquable 
de  cette  espèce  de  combinaison,  puisqu'on  y emploie  de  cette  ma- 
nière les  10. chiffres  connus,  pour  exprimertous  les  nombres.  11  est 
bon  de  remarquer  cependant  que,  comme  on  supprime  les  zéros 
qui  sont  à gauche  des  chiffres  significatifs  , la  règle  se  trouve  en 
défaut  dans  tous  les  cas  suivans.  Par  exemple,  on  devrait  avoir  100 
nombres  composes  de  deux  chiffres,  puisque  io*îïs  ioo.  Cepen- 
dant il  n’y  eu  a que  90;  cela  vient  de  ce  que  les  combinaisons  00  ; 

01,  02,  o3,  04,  o5,  06, 07 , 08,  09  , sont  remplacées  dans  l’usage 
phr  les  nombres  o,  1,2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  g.  On  verra  de  même  pour- 
quoi on  n’q  que  900  nombres  de  trois  chiffres,  au  lieu  de  1000. 
qu’on  devrait  avoir. 

Quelques  jeux  de  sociétés,  comme  le  trictrac, présentent  de  nou- 
veaux exemples  de  cette  première  espèce  de  combinaison.  On  pour- 
rait citer  encore  l’usage  des  sons  de  la  voix  oans  la  langue  parlée  , 
et  celui  des  lettres  -de  iTalphabet  dans  la  langue  écrite  , en  remar- 
quant pourtant  queŸon  n’admet  qu’un  très-petit  nombro-de  ces  ar- 
rangemens dans  la  pratique.  Si  l’on  en  rejeltait  aucun  ,nh  trouve- 
rait la  totalité  des  signes  réellement  différent  qu’on  pourrait  for- 
mer avec  les  vingt-quatre  lettres,  en  cherchant  la  somqae  d’une 
progression  par  quotient , dont  le  premier  terme  serait  24  , le  quô- . 
lient  24  et  le  nonjbre  des  termes  *44  «q  aurait, 

a ( q‘  — 1 ) '■*:  ï£$jfi^--24 

S q-K)  rM  — 1 

; i.  - 

52009658644406818986777946348272600  

a3 

1391724288887252999425128495402200.  . 


•:  -*•  r* 

* 
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Deuxième  espèce  de  combinaison.  — Permutation  sans  répétition. 

l 5 l . Soit  un  nombre  quelconque  m de  leltres  a,  b,  c,  d,  eic. . 
on  aima,  .toujours  m permutation  d*iïéte  lettre.  Qu’on  écrive  a,  par 
exemple,  à la  droite  de  chacune  des  autres  lettres;  qu’on  écrive  de 
même  successivement  b,  c,  d , etc.,  on  aura  m - — i , combinaisons 
où  a occupera  la  deuxième  place,  autant  pour  b,  autant  pour'»-,  etc.  ; 
qri  auftt  donc  m — x f<u*,;àutant  de  permutations  de  deux  lettres 
qu’il  y en  a d’une  lctl^ -c’est  à-dire  m (m—  i ) pour  le  nombre 
des  combinaisons  de  deuxfettres  prises  de  la  seconde  manière.  f 

Si  on  écrit  a a la  droite  des  combinaisons  de  deux  lettres  , où  a 
n’entre  pas,  on  aura  ( m — i ) (*ra — combinaisons  de  trois 
lettres  .dans  lesquelles  a occupera  la  uqjftjème  place  vers  la  droite. 
On  en  dira  autant  pour  b , poure,'&Air  d,  etc.  On  aura- donc 
m Cm  — • i ) (»i  — ■ 2)  pour  les  combij($ison$  de  m leltres  prises 
trois  à trois  de  cette  manière. 

En  généralisant  , on  aura  m ( m — i ) i^m  — a) 

( m — n + D pour  le  nombre  des  combinaisons  de  m lettres 
prises  n à n. 

* t » 

Par  exemple  , lés  quatre  lettres  du-mol  rime  donnent  4 arrange 
mens  d’une  lettre,  12  de  deux  lettres,  24  de  trois  lettres  , et  24 
de  quatre  lettres.  Les  faiseurs  de  logogryphes , et  surtout  d’ana- 
grammes, peuvent  tirer  parti  de  cette  espèce  de  combinaison,  l.a  ■ 
loterie  en  offre  un  exemple  quand  on  y joue  par  extraits  dé- 
terminés. *■ 


Troisième  espèce  de  combinaison. 

1 32.  Soit  toujours- un  nombre  m de  lettres.  Pour  trouver  les 
combinaisons  qu’on  peut  former  avec  ces  lettres  prises  1 à 1 , 2 à 2 , 
3 à 3 ^4  à 4 , ......  n à n , il  faut  chercher  combien  de  permuta- 
tions sans  répétition  , on  peut  former  avec  une , ou  deux  , ou  trois  , 
ou  n lettres  arrangées  de  toutes  les  manières  possibles.  D’abord 
deux  lettres,  a et  b , donnent  deux  permutations  , ab  et  ba,  pour 
une  combinaison  ab.  Trois  leltres  a,  b,  c,  donnent  six  permuta- 
tions , hbc,  acb,cab,  bac , bca , cba,  pour  une  combinaison.  Avec  « 
lettres  on  forme  un  nombre  de  permutations  représenté  par 

h («  — i)(ù—  a) 2.1,  ou  1.2.3 n.  Ainsi , pour  passer 

des  permutations  aux  combinaisons  , il  faut  diviser  le  nombre  des 
permutations  par  3,  ou6,ou24,ou  généralement  par  1.2.3.... n, 
selon  qu’il  y a 1 , ou  2 , ou  3 , ou  n lettres  dans  chaque  combinai- 
son. Le  nombre-des  combinaisons  est  donc 

m [m  — 1)  m [m — j)(m — 2)  m (m  — 1)  (m  — 2) (r**— n+i) 

m’  Tô  ’ 1.2.3  ’ 1.2.3.....  n 

pour  m lettres  prises  une  à une, -ou deux  à deux,  ou  trois  à trois 

ou  n à n. 
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f.n  loterie  présente  un  exemple  remarquable  de  cette  troisième  . . 
'espèce  de  combinaison.  On  y tire  5 numéros  sur  90;  ces  90  numé-v^T 
10s  fournissent , 


9° 


combinaisons,  en  le»  prenant  un  à un;  c’est  ce  qu’on 


nomme  extraits; 

„°  9°-89_  __  ^,,5  combinaisons , en  les  prenant  deux  à deux;  ce 
î.a  -j 

sont  les  ambes;  •’ 

> 30  _ , I748o  combinaisons , en  les  prenant  trois  à trois  ; 

ce  sont  les  ternes  ; .JL 
90.89.88_8;  ^ ' 

1 .2.3.4 

à quatre  ; ce  sont  les 

50  9°-89-^-»7;8î>  _ 43g^gaS8  combinaisons,  en  les  prenant  cinq 


binaisons , en  les  prenant  quatre 


à cinq;  ce  sont  les  quines. 


Binôme  de  Newton. 


1 33.  Soit  00  -+-  a un  binôme  quelconque,  et  in  un  nombre  en- 
tier, on  aura,  ainsi  que  nous  allons  le  démontrer, 


[.r  + a)m  = rm  -p  max“~'  + 


m ( m — 1) 


a x 


m(ift-i)  (m-a) 
1.2.3 


m(m  — 1)  (m— 3) {m—n  + 1)^. 

1.2.3 n 

Telle  est  la  foroiule  connue  sous  la  dénomination  de  formule  du 
binôme  de  Newton.  Pour  en  concevoir  la  formation  , mettons  pour 
m dans  (.r  a )m  successivement  1 , a,  S,  4 , nous  aurons  par  la 
multiplication,  - 

(*  4.  a)1  = x + « 

(x'-f-  a)*  = *'  + 

. (a;  4-  a}  — x3-+-  3fl.1T1 -J-  Sa’®  4t  fl5 

(a;  4-  ay>  — x*-\-  4 fl* 5 6fl**1  -+-  t,q?x~+-a*. 

I 54.  Ces  résultats  pourraient  faire  découvrir  Ja  loi  des  expo- 
sans  de  x,  celle  des  exposans  de  fl,  et  combien  le  développement 
de  la  puissance  doit  avoir  de  termes;  mais  il  serait  impossible  d’y 
soupçonner  même  la  loi  beaucoup  plus  compliquée  des  coefficiens 
de  tous  les  termes.  Cette  difficulté  vient  de  la  réduction  des  termes 
semblables  ; or  pour  éviter  l’inconvénient  attaché  à cette  réduc- 
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t ioi(*-i4  l'.'uil  chercher  d’abord  le  développement  du  produit,,  de 
plusieurs  facteurs  binômes  , tels  que  x-\-a,x:Jf-b,x’Jhc,x-+- cl, 
avec  l’attention  d’ordonner  les  termes  par  rapport  à x ; on  aura 
successivement , 

pour  le  produit  de  deux  facteurs  (.r-f-a)  (a:  -H  5 ) 

* + «.  ' 

• x -t-  b 

ax  -J-  ab 

■ + bx 

pour  le  produit  des  trois  facteurs  (x  b)  ^x  -J-  r ) » • 

x>  -}-  ax*  + « bx  -f- 
-t-  bx'  + aex 

‘ v * 

-J-  CX 1 -j-  b ex  * ' / 

pour  le  produit  des  quatre  facteurs  ( x -f-  a)  ( x ( -r  -J-  r) 

( x -I-  <1 1 

x 4 + ax}  4"  abxx  + abex  + abccl 
-f-  éx’,4"  acxv  -f-  abdx 
-f-  ex?  -J-  adxx  -{-  acdx 
+ dx*  4"  bcx 1 -|-  bedx 
-J-  bdxx 
-f-  cclxx. 

i 55.  On  remarque,  i°  que  les  exposans  de  x vont  en  diminuai!.  ’ 
d’une  unité  d’un  terme  au  suivant,  à commencer  du  premier,  oit 
l’exposant  de  x est  égal  au  nombre  des  facteurs  du  produit  ; 

a°  Que  le  coefficient  du  premier  terme  est  i ; celui  du  second  , 
la  somme  devaeconds  termes  des  facteurs;  celui  du  troisième  terme, 
la  somme  des  produits  'de  ces  mêmes  facteurs  multipliés  deux  à 
deux;  celui  du  quatrième  terme,  la  somme  des  produits  des  mêmes 
seconds  termes  multipliés  trois  à trois  ; enfin  , que  le  coefficient 
du  dernier  terme  est  le  produit  de^pémes  seconds  termes  multipliés 
tous  cnscmbl^ 

1 36.  On  peut  généraliser  cette  remarque  de  cette  manière.  Sup- 
posons que  le  produit  de  m facteurs  soit  de  la  forme  suivante: 

x-  Vx“-',+  Q xm~*  '+  R*--’ ....  H-  Y. 

Multiplions  ce  produit  par  as  -|-  K , nous  aurons  pour  ré 
sultat , 

x”*1  + Px-  -f  Qx”—  4-  Rx“-S..  v , 

+ Kx”-h  PKV--  + QKLx— *....  + m ) 

Ainsi  l’exposant  de  x dans  le  premier  terme  , est  encore  égal  nu 
nombre  des  facteurs  , nombre  qui  est  ici  m 4~  I.  De  plus  le  cool 
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fieient  du  premier  terme  est  toujours  l’unité;  celui  dti  d^fl$ùèmc 
ternie  , P -f-  K , est  évidemment  la  somme  des  secbnds  Ipito  des 
facteurs;  celui  du  troisième  terme,  Q-f-PK,  est  la  somme  des 
produits  des  mêmes  seconds  termes  multipliés  deux  à deux;  celui 
du  quatrième  ternie,  R -f*  QK  , est  la  somme  des  produits  des  se- 
conds termes  multipliés  trois  à trois;  enfin  peltii  du  dernier  terme, 
KY,  est  le  produit  de  ces  mêmes  seconds  termes  multipliés  tous 
ensemble. 

La  loi  des  coefficients  est  donc  vraie  pour  un  produit  de  m 1 
(acteurs  , si  elle  est  vraie  pour  celui  des  m facteurs.  Or,  elle  a été 

• vérifiée  pour  quatre  facteurs , elle  a donc  lien  pour  cinq , et  par 

• une  conséquence  nécessaire,  pour  six , sept m facteurs. 

1 37.  Si  dans  les  facteurs  .r  a , x b , # -| - c , x d , on 
on  fait-  a — b — e r - d , les  produits  de  ces  facteurs  deviendront 
des  puissances  du  binôme  x -|-  a ; alors  l'exposant  de  la  puis- 
sance étant*  toujours  représenté  par  m,  les  exposans  de  x seront 
m dans  le  premier  terme,  m — - 1 flans  le  second,  m — - a dans  le 

troisième 1 dans  l'avant-dcrnier.  Le  coefficient  de  xm  sera 

toujours  1 ; celui  de  xm~' , ou  du  second  terme,  sera  a pris  m fois; 
celui  de  xm~*,  on  du  troisième  terme , sera  a*  pris  autant  de  fois 
*<|u’on  peut  faire  de  combinaisons  avec-w  facteurs,  multipliés 
«leux  à deux;  celui  de  xm~J , ou  du  quatrième  terme,  sera  a*  pris 
autant  de  fois  qu'on  peut  former  de  combinaisons  avec  m fac- 
teurs multipliés  trois  à trois,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  dernier  terme 
qui  sera  a "V 


1 38.  D’après  le  n° 

m ( m — 1)  (m  — a)  . . 
1 . a . 3 


i3a,  m facteurs  multipliés  n à n donnent 


f m — n + 1) 

■ , combinaisons. 

. ...  n 


Mettant 


pour  n successivement  1,  a,  3,4 «,011  aura  pour 

coefficient  numérique  du  second  terme  ; 

m (m  — i ) 1 ...  ... 

— poür  celui  du  troisième; 

....  1 ’ 2 ’ Mt,  - 

v-  m (7»— 1 ) (m  — a)  * 

■ » 1 g .-pour  celui  du  quatrième, 

, , , — 1 3 ( nx  — a)..:..(m — n+\) 

et  généralement  — — - - pour  celui 

du  terme  dont  le  rang  est  n ■+»  t . La  formule  cherchée  est  donc 
définitivement , 

, . „ , n»  m (m  — 1). 

f je  —I—  « ) — .r“  -I-  a.r  1 -f- a 1 ,t,_I  , 

' 1 ’ ' 1 ,1  . a 

m (m  — 1)  (m  — al 

* + T-  . 3 

■te  . m(m—  J ) (m—  a)  (m—n  + i)  „ 

-H  -■■■  ■ ■ ■—  ■ ■ a X*  * . 

1 2 • 3 , . n f 


1 

| 

l 
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On  passe  d’un  terme  au  suivant  dceettc  manière  : Multipliez  le 
('•efficient  du  premier  par  l’exposant  de  x dans  ce  terme,  et  divi- 
sez par  le  rang  de  ce  même  terme  , ce  sera  le  coefficienidu  suivqpt. 
L’exposant  de  a y sera  ce  même  diviseur,  et  celui  de  x y sera  m di- 
minué de  ce  diviseur.  En  effet,  le  premier  terme  étant  xm  ; 

771  <*• 

le  second  sera  — — a'  xm  ',  ou  simplement  maxm~'  ; 

, ...  m m — 1 777(771 — i)  , , 

le  troisième  sera X n1 *  x 1 , ou  — - a 1 jr“-  : 

1 2 1.2 


.,  771  771 1 771  — a , 

la  quatrième  sera X X — r — } ; 

12  a 


771  (771  1 ) (771  2) 


a'  .e 


, etc. 


1.2.3 

En  général  le  terme  du  rang  n -f-  i étant  exprimé  par 

777(777 — î)  (m  — 2) [m  — n + a)(77i — ti+i)  „ 

1.2.3 (71  — 1)  , n 


celui  du  rang  sera, 

771  ( 771  — l)  (771  — 2 ) ( 771—  71+  2 ) 

— -•  -r-  • ■ u (1  X . 

1 . 2 . 3 P,  . . ^ \Jl — 1 ) 

Expressions  qui  fonf  voir  que  le  coefficient  du  terme  du  rang 

1 est  égal  à celui  du  terme  du  rang  n , multiplié  par  m — n 1 , 
et  divisé  par  n ; mais  le  multiplicateur  7 n — 71  + « est  l'exposant 
de  x dans  le  terme  du  n,eln'  rang,  et  le  diviseur  n marque  ce  rang  ; 
ainsi  ia  règle  est  générale. 


1 5q:  Appliquons  cette  règle  au  développement  de  la  dixième 

puissance  de  x 4-  a.  Ici  m =3  1 o : il  y aura  onze  termes,  dont 


le  premier  sera  xl°  ; 
le  second  , 10 ; 


le 

troisième, 

1 0 

x 

9 

a 

,r« 

— 

4577*  x8  ; 

le  quatrième, 

45 

x 

B 

5 

a * 

x 7 

=: 

1 2oa5  x7  ; 

le 

cinquième, 

120 

X 

7 

4 

a* 

X* 

a 1 on4  x6  ; 

le 

sixième, 

210 

x 

6 

5 

a 5 

X5 

— 

a5a77*  x 5 ; 

le 

septième , 

2Ü2 

x 

3 

6 

a*> 

X4 

= 

a ioTi*  x4  ; 

le 

huitième, 

210 

X 

4 

7 

àJ 

as5 

HZ 

120a7  æ5  ; 

le 

neuvième, 

1 20 

x 

3 

8 

x1 

— 

4 5tis  x1  ; 

le 

dixième , 

45 

x 

a 

~9 

aï 

x' 

== 

ton*  x'  ; 

enfin  le  onzième 

, ÎO 

x 

1 

1 0 

axo 

x° 

— 

à cauic  de  x°  = 1 . Ainsi  , 

( x -f-  fi  )’°  — x1"  -j-  10 ax1*  45<il  x8  -j-  120a5  x1 

-J-  2107l4X*  -|-  a527d  XS  -J-  2 1077*  X 4 

-f-  I20T>7  X5  ■+■  4Ù778  X1  4*  lOfl9  X 7710. 


I 


Digitized  by  Google 


202 


COURS  DF.  MATHÉMATIQUES. 

Les  coefficicns,  comme  on  le  voit  jiar  cet  exemple,  sont  Jcs 
mêmes  dans  les  termes  où  a et  x font  un  échange  d’exposans  , £<• 
flUf  a lieu  dans  les  termes  également  éloignés  du  premier  et  dit 
dernier.  Si,  comme  dans  l'exemple  précédent,  l’exposant  de  la 
puissance  est  pair,  et  par  conséquent  si  le  nombre  des  termes  du 
développement  est  impair,  il  y a un  coefficient  qui  n’est  pas  répété  , 
c’est  celui  du  terme  également  éloigné  des  extrêmes  , et  dans  lequel 
a et  x ont  le  même  exposant,  et  cet  exposant  est  la  moitié  de  celui 
de  la  puissance.  Cette  remarque  sera  évidente  , si  on  fait  attention 
que  le  développement  de  ( a -|-  x )“  qui  doit  être  identique  avec 
celui  de  (.r ci}“,  se  déduira  de  ce  dernier,  en  y mettant  a h la 
place  de  x , et  x à celle  de  a. 

l/|0.  La  même  formule  servira  à développer  ( x -|-  « -+-4)“; 
on  fera  d’abord  a -f-  b — c,  et  on  développera  (.r  -|-  c)  ; ensuite 
on  remettra  a à la  place  de  r. 

Soit,  par  exemple,  rn  — 4 , on  aura,  en  ordonnant  les  termes 
par  rapport  a x. 

( * -f-  a 4-  b)*  =:  ( * 4-  e'j* 

= ®4  + 4c®3  -f-  fie*  x*  -+-  a;  -f-  c4 

= X*  + /,  ( a -(-  h ) 6 ( a -f-  4 )*  33*  4 (' a + 4)5  X -j-  (a-\-b)* 

X*  -f-  4 (n  + 4 ) x5  -4-  6 ( <i*  -f-  2 ab  -f- 4*  ) x*  4*  4 ( nJ  4*  3 a*  b 
-J"  3 aB1  -f-  4*  ) x -|-  o4  4a3  4 -+-  Gu*  4'.  ■+■  l\<ib^  ■+-  44. 

i /fl . Si  les  termes  x et  a du  binôme  avaient  des  coefficicns,  on 
élèverai^  ces  coefüciens  aux  puissances  marquées  par  les  exposans 
corrcspondans  de  x et  de  a.  Ainsi , par  exemple  , 

( ix  -J-  3 a)4  = Vx4  + 4 • • 3oxJ  -+-  6 . 2l  . 3l  . 

-f*  4 • a 3J.aJx 34.  a4. 

=.  i6x4  -f-  yfiflx1  -l-  aifia1®1  -f*  4*  8>«4- 

Les  cocfficiens  ne  se  répètent  pas  dans  le  développement,  comme  * 
on  l’a  remarqué  plus  haut;  cela  tient  à l’inégalité  des  coefficiens 
dans  le  binôme. 

l/f?..  Si  on  avait  à développer  (x  — a )m,  au  lieu  dc(®  4-  «)". 
il  suffirait  de  changer  le  signe  du  second  terme,  celui  du  qua- 
trième , celui  du  sixième  , et  en  général  celui  de  chaque  terme  de 
rang  pair;  parce  que  l’exposant  de  a est  impair  dans  chacun  de 
ces  termes  , et  que  toute  puissance  impaire  d'une  quantité  négative, 
est  elle-mèine  négative,  ou  en  général  (— rt)1*4"1  rz  — a11*'  ; 

2X  4-  i , où  k est  entier , désigne  généralement  uu  nombre  impair. 
Ainsi 

( 3rt  — 5 4 )4  — 8 in4  — 54011*4  -f-  1 35o a1//1  * 

— iSooiiù5  4-  62 54 4 


\ 
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• ,/(3.  A cause  dc<i*x“— « — xm  X -y , on  peut  employer  la 
formule 


m (m  — 1 ) o> 

H ' — - 

1.3  x1 

m{m — t)  (m  — 2)  a 3 
1.2.3  x‘ 

m (m  — i(  (ni  — 3 ) ....  {m  — n x)  a“ 
1.2.3  A* . . . . n 


, , y»  m / 1 m a 

(*+a)  = * ( 1 +—  • ~x~ 

+ 

+ 

au  lieu  de  la  première 


m (m  — 1 ) , „ . 

(x-i-n  )m  zz  xm  -| -rnaxm~'  -f y— 


ra(m — i)....(m — n + 1 ) 

-4 i - a’xm~". 

1.2.3  ....  n t 

De  celte  manière  , l’exposant  de  x dans  le  développement , 
est  le  même  que  celui  de  a.  Cela  donne  le  moyen  de  ramener 
le  développement  de  (.r  •+-«)“  à celui  de  (1  en  faisant 

JL  = y,  et  multipliant  ensuite  par  xm  chacpic  terme  du  dévelop- 

peinent  de  ( 1 -t -y'T’i  en  effets 

r -+-  « = x ( 1 -H  -y  donc  ( .r  + «)"  = x”  ( 1 + y) 


Autre  méthode  pour  trouver  la  formule  du  binôme 

de  Newton. 


1 4/p  A cause  de  x 4-  n = x (1-* — *")’  et  ( * *+“  a )“ 
= xm  ^ 1 H — — il  suffit  de  trouver  le  développement 

de  ^ 1 _j_  -i-  ^ , ou  celui  de  ( 1 -J-  y)m  > en  faisant  y —y. 

Soit  donc 

(1  + y)m  z=A  + By  + CS  + Dy'  + Ejr*-b,  etc....  (1). 
A,  B , C,  D , E , etc.,  sont  des  coefficiens  indépendans  de  y,  et 
dépendans  seulement  de  l’exposant  m. 

Ce  qui  fait  conjecturer  que  le  développement  de  ( 1 sera 

de  cette  forme,  c’est  parce  qu’il  en  est  ainsi  dans  les  cas  parti- 
culiers, comme  on  peut  s’en  assurer,  en  faisant  successivement 
= 2,  /«  = 3,  etc.;  puis  développant  par  la  méthode  du 
n°  67. 


J 
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• , 

On  aura  donc  de  même, 

( i -f  3 )-  =;  A + Bz  + Czl  + D’j  + El*  + etc.; 
on  tire  de  là  , 

( « +y  )*  — ( 1 ■+■  * )“  = B ( y— z ) + C O’  “ **  ) \ 

-f-  D [jf*  — s*  ) -4-  E (jA  — z4  ) -J-  etc.  j 
Qu’on  divise  les  deux  membres  de  l’équation  (a)  par  y — z , 
on  aura  , 

* Z)" -B  + èTy+O  + + y» .+  )|  . . (3) 

+^(/+y‘j  + )’î>  + î!)  + cl(!'  y 

Soit  i + y = u ,cl(i  ~{~j'  )"  — u“;  soit  de  mémo  i -|—  s = w, 
et  f i -+-  z )m  — vm  ; donc  , 

' (r+v)"  — (i+zV*  um  — pm 

y — x u — v 

zz  um~‘  -f-  “m~iv  -f-  u,*-3^>,...  -j-  vm—‘  ; 
ainsi  l’équation  (3)  devient 

um~'  + um~‘v  -f-  «“Vu2 -f-  vm~‘ 

= fl  - C (_y  -f - z)  -4-  Jÿ  ( y 1 + y*  -f-  z’ 

4-  fl  Cr5  + y* z 4-  yz*  + 3Î  ) 4- etf  • 

Qu’on  suppose  y = z , et  par  conséquent  « = «;  cette  équa- 
tion (4)  devient 

zz  if  -J-  a Cy  -4-  3 Dy'  -4-  \Ey 5 etc. 
ou  w(i-4-y,”— 1 zz  B -4-  2.  Çy  3 Dy%  -+-  l^Ey 3 -f-  etc.  ...  (5) 

multipliant  chaque  membre  de  cette  équation  par  i -f -_y , et  or- 
donnant les  termes  par  rapport  ày,  nous  aurons 

«e  ( i -f-_y  ■ zz  Z?  -|-  ^ Z?  aC  1 y -J-  ( 2 f?  -|-  3Z) ) y 1 
-f-  ( 3Z)  -f-  l\E)y'  -f-  etc. 

ou  z«  .(  t -f-  /?y  -+-  Cy1  -J-  Dy*  -f-  Ey*  -|-  etc.  ) j 
=z  ^ + {B  4-  o.C)y  + (a  p-j-3JD)j4  J 
+ ( 3i>  -f- 4i?)j>3  4-etc.  J 

en  remplaçant  ( i +y')m  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i)  , et 
en  remarquant  en  même  temps  que  si , dans  l’équation  (i),  on  fait 
y zz  o , on  aura  A zz  i.  Egalons  séparément  les  coeffieiens  qui 
multiplient  la  même  puissance  de.y , nous  aurons  B zz  rn  ; 

B -f  a C zz  rnB , et  C zz  — - zz  — * ; 


(4) 


1 


(6) 

(7) 


zC  -}-  3 D — mt , et  D zz 


C (/»  — 2 ) 


1 .a 

m ( m — 1 ) (m  — 24 


1.2.3 


_ JS  jÉfc. 
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3 D 4-  4 E — rnD;  et  E — P!~m  . 

4 1 .2,5.4  ’ 


(8) 


donc,  fi'-. 

f , .-.  m . m(m — î)  . m fm— î)  ( m — a)  Ùj  ' , \ 

(«  +*/•=  H-y  y + ■ -^V  + ~ -1>a  5 Vf 

• ’ + V+etc.) 

m étant  un^nprpbrc  coder,  !e  développement  ou  la  série  s’arré-  * 
tera,  lorsqu’<ÿ£Sera  arrivé  au  terme  du  raug  777  *+-  r , parce  «pie  le 
suivant  renfermerait  le  facteur  m — m,  ou  zéro. 

_ *» 
Remettons  au  lieu  dey,  nous  aurons 

(i  ° N"  / x a \ ™ (*  + a)“  a 

. +-)  =(—  ) =,-^-L='+»x 

.i  +«“• 


m{m  — î)  a3  m(m — î)  ( m — a) a3 


1.2  *3  1 .a. 3 


Multiplions  par  xm , nous  aurons  enfin, 

(iC  -^-a  )m  — xm-^~  tnaxm~l  4-  -m  ( ”*  ~ 1 ) 

, 1.3 

. 77a(tt» — r):Ü7i  — a)  , „ 

+ — -fv-  ’ ^xm~>  + etc. 


s/. 


; » 

F»  i- 

* *< 


(9) 


Formée  du  même  binôme , dtz/2.y  où  l'exposant 

est  fractionnaire . 


,45.  _ L’exposant  fractionnaire  a été  introduit  pour  indiquer 
l’extraction  des  racines  ; et  il  suit  naturellement  des  théories  expo- 

<>  i y i Oy 

posées  aux  n°*  73 , Sa.fit  83  , que  a*  z=V  a,el  «’  = K a.  En  gé- 

n/ 

né$d,  l'expression  to”  <ÿt  équivalente  à Va”,  et  signifie  qu’on  veut 
extraire  la  racine  ni““<*de  la  puissance  mièms  de  a.  Cette  expression 

est  aussi  équivalences  [V'  a j”,  et,  signifie  qu’on  veut  éleve*  la 
racine  n ème  de  a à là  puissance  m.  De  là  il  est  aisji  de  faire  sur  les 
quantités  radicales,  toutes  les  opérations  algébriques  qui  peuvent 
s'effectuer  sur  les  quantités  Rationnelles  ; car.il,  suffit  de  changer 
les  radicaux  en  exposans  fractionnaires,  et  d'appliquer  ensuite  à 
ces  exposans  les  règles  qui  Conviennent  aux  exposans  entiers.  Cela 
posé  , sait. 
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Sdh  ru ss  i , 

« 

i+z)-=,i  + Bz 


Cz1  + m'  + Ez*  + Ole. 


11  est  aisé  de  voir,  en  égalant  y ou  s à zéro,  que  A — \ . On  lire 
de  ces  équations,  -* 


■('+y):-('  + » f •=*'*  (y  — * ) 4-  c (y*  - 3*  ) 

l + D (y3  — 35  ) -t  A'  {y*  — s4  ) + etc. 

. . mi.  • . 

Divisant  par  y — z,  il  vient 


{±±^^Î=B  + C(y  + Z) 

-bD(y'+yz-\-z')+E  (y3-h)’s  +ys’+*3)  + de. 

Soit  î y — “ i et  1 + z — * *’»  °n  au,'a 


! 


. (a) 


m m 
Un  — f/n 

y —z 


= b + C (y+s)  -t -D  (y*  + yz  H-  z*  ) 


0)- 


+ £ (y3  +ylz  4-ys*  -f-  *3  ) -f-  etc. 
Soit  de  plu94t  — «*",  et  v — v ,m , on  aura 

- fi  \ ■ 

Un  U,m  f/"  U,-”l  4-  l/*-3  f/  4 u,m'~'^Pf%  ...  4- 


Ur-V  ‘ l*'n  — f/'"  * m'"’"1  •+•  3*/*.,.  -4-  4/*-“* 

en  divisantjf  numérateur  et  le  dénominateur  par  u1  — v1. 

Si  on  substitnc  refie  dernière  quantité  à la  place 'll«<Kritfniér 
metplyc  de  l’équation  (3)  ; si  ensuite  on  y suppose  u1  =rî»r  , et 
par  (fenséquent  u — v,  et  y = 2,  on  aura,  toutes  réductions 
faites , 


~ ( i+y)  = B 4-  a C’y  -f-  3 DjA  -f"  l\Eyl  -1-  etc. 


(4} 


Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  par  1 *|-y,  et 
« '2. 

au  lieu  de  (.1  )“  dans  lé  premier  membre,  mettons  sa  valeur 

prisse  dans  l’équation  (1);  nous  aurons 

* ( * + Ey  + cy  + *>/3  + EJ*  -4- etc.  ) = ) 

B + (B  + 2 C)y+  ( aC-f-  3A>)y’+<3Z>  + 4£)yH-etc.f 

Remarquons  ick  que  cette  équation  est  la  même  que  l’équa- 

lion  (7)  du  numéro  précédent,  en  y remplaçant  m par  —y, 

tP  ■'  m * 

Ainsi  on  aura 


%.  • 
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B ( Là — j ’j  ^ 

HL  ■ r — v ” J _ ”»(  7H— p) 

• n ’ 2 "yi>.  2n 


/>  = 


’(t*) 


* 


i (m  n)  (m  — 2«  ) 
n .m.’bn 


D f—  - 3 ) 
Ez=  — 


V? 

v 


I m(m — n>)  l^m  — 2 re)  (m— 3n^ 

, 4 /£n.2/i.3re.  4n 

La  formule  définitive  est  donc 
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. » m , m [m — n)  . m(m — n)  (m — an)  ,1 

<■'+*>  =■  +^+-^rJr,+  VI , . (6) 

. ■■("—»)  [*-”>(■—»«) . \ ( 

Tl. 271. 3n. 4:71  J ***  ' ' ) 

Ce  développement  ne  peut  jamais  s’arrêter  , parce  que  m et  n 
étant  des  nombres  premiers  entre  eux,  aucun  des  facteurs  des  coef*  * 
ficiens  ne  peut  devenir  nul.*  . 

Cette  formule  nous  servira  pour  le  développement  des  quantités 
exponentielles  et  logarithmiques;  on  peut  aussi  en  faire  usage  pour 
l’extraction  des  raciiM9*U$'  quantités  numériques.  vV  ° 

EXEMPLE. 


■M’ 


■ • » . . iÿ*  m 

•IHïffl.  Soit  m = 1 , et  n = 2 , al 

S’J;-  5 i Zj. M • 

( 1 4-7)*  = (*•+■/)  = ^ i +/,'ona  don^V* 


: 4.  etc. 


1 +7  — 1 -+-ÎJ— -ir  4-î  • j • 

Les  facteurs  des  numérateurs  sont  la  suite,  des  nombres  impairs 
i , 3,  5,  etc.,  et  les  facteurs  des  dénominateurs  sont  les  nombres 
pairs  2,  4,  6,  8,  etc.,  avec  l'attention  de  répéter  i au-dessus  des 
deftx  premiers  facteurs.  Il  faut  que  y soit  une  fraction,  beaucoup 
plus  petite  que  l’unité,  afin  que  la  valeur  des  termes  du  dévelop- 
pement décroisse  rapidement,  et  qu’il  suffise  de  calculer  quelques 
termes  pour  avoir  une  approximation  suffisante.  Soit , par  exemple , 
à extraire  la  racine  quarréc  de  ioi  , on  fera 


loi  = too  -f-  « = ioo  ( i + o,oi  ) ; y'  ioi  = io  |/  i -j-*p,oi. 
Mettant  o,ot  pour  y dans  la  série  précédente,  on  aura  , 

i/r+r^Ti  = i -t-  0,Oo5  — 0,0000125  -I-  0,0000000625 
* -r-  0,00000000039  -}-  etc.  1,0049875621  , 

et  v/  101  10,049875621. 


''■T* 
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On  aura  pas  le  même  calçul , , v : 

\/  99.  —fy  ibo  — 1 ~ 10  J / i — o,o«  =10  ( 1 — o;oo5 
— o,ooooia5  — o,oooooooGa5^  — - 0,00000000039,  etc.) 

= 9,94987437»- 

Il  est  facile  de  voir  que  tous  les  termes  de  ce  dernier  dévelop- 
pement sont  négatifs  , excepté  le  premier.  Quant  à la  valeur  des 
teimès,  elle  a dû  être  évidemment  la  même  que  dans  le  dévelop- 
pement \/ 1 -+^€,01.  >•  1 

Soit  ^proposé,,  pour  dernier  exemple,  df  jprçndre  la  racine 

h.  ; V s 

cinquième, de  260.  On  aura  v .aGo .=  V a43 -+-  I7  = V 35- -f-  17 

— = °>o69959°  = T; 

et  la  formule  (G)*,  du  n°  précédent,  donnera 

V'  aGo  =:  3,o4o8477-  •* 


formule  du  binôme  de  Newton , dans  lé  cas  où  l’ex-* 
posant  est  négatif. 

i47-  Remarquons  d’abord  qu’une  quantité  algéterigute  ùtè  la 
forme  a~m  est  équivalente  à la  fraction  -~~t  comme  on  l’a  çl 

qué  en  parlant  déjà  division  algébrique.  *' 

Soit  ( 1 + y )~“  = A -+-  Bÿ Cy*  -+-  Dy3  + Ey*  + etc.  . 

Soit  de  même , ’ v ■_ 

( 1 z = A 4-  Bz  -f-  Cz'  r\-  Dz 3 + Ei 4 -f-  etc (2) 

Retranchons  l’équation  (a)  de  l’équation  (1),  et  divisons  ensuite, 
de  part  et  tTautre,  par  y -r-  4 ; ftôus  aurons 

+ ).;w 

4-  D ( y’  4-  yz  -f  z*  ) + E (y3  +y*z  -fyz1  + z3  ) 4-  etc.) 

Soit  1 -{-  y =:  u 1 4-  z = v ; à cause  de 

«“■  _ p-"  t 


U“V*  (tt — v) 


. Zi"  — t'- 

— UmVm  U — V 


umvm 


« X (h**—*  -f-  um— 'v  Um— *l’  -J-  tfm~ *VS...  -f-  v“— 1 ). 


L’équation  (3),  toute  réduction  faite,  devient 

(«”— 1 -f-  u“~'v  -]-zz"— tv’-j"  um~ ■) 
= *+  ccy  +*)H-i)(r’  + r*  + **) 
+ ■£(/* +#*»■+•  je*  ■+■**) 


Umv'* 


(4) 
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Qn’on  fasse  y — et  par  conséquent  u = v;  de  plus,  qu’on 
remettre  i -\-y  pour»,  l’équation  (4)  devient 

— m ( i + y)~m^'  = B + aCy  -+•  3 Df  ■+■  4 £y*  -f  etc  . . (5) 
Qu'on  multiplie  par  1 -|-y,  et  qu’au  lieu  de  ( i + y )“*,  on 
substitue  sa  valeur  prise  dans  l’équation,  on  aura, 

— m ( A -f-  By  -4-  Cy*  + By3  By*  + elc-  1 zg\ 
= (B  + *Cy  + ZDS  + 4Ey*  + etc.)  X(i+y).  J W 

Cette  équation  étant  la  même  que  l’équation  (7)  relative  au  cas 
où  l'exposant  est  un  nombre  entier,  en  y changeant  m en  — m, 
le  reste  dn  calcul , dans  le  cas  présent,  se  déduira  de  celui  du  cas 
cité , en  y changeant  m en  — m.  Ainsi  on  aura  définitivement. 


( * *t-y  )“"  = * J-  y ■+• 

m (m  4- 1)  (m  + a)  , , m(w+i)  (m-fa)  (/n+5) 

1.2.5  * t 


W (W  + 1)  y "J 


• (7) 


Formule  pour  développer  en  série,  la  quantité 
exponentielle  a\ 


I 48.  Soit  a*  ~ A Bx  Cx%  Dx3  -+-  Ex*  -f-  etc.  . (1) 
Soit  de  même 


aJ  S vf  + By  -j-  Cy*  -j"  Dy*  •+•  By*  + etc (a) 

Retranchons  l’équation  (a)  de  l’équation  (î),  et  divisons  par 
x — y,  nous  aurons 

a^~=:B  + C(x+y)  + Z)(**  + xy  + /) 

-H  E ( x3  + x‘y  +rxy*  + y*  ) + etc* 

Soit  a — 1 ’+'b;  o n aura 


a*  — a’  = ai  {a*-}  — 1 ) ==  al  [ ( 1 -f-  b)*~f  -1]  = «>  X 

((,-,)> +<-v)  y +<-■>■>  *>,«..) 

Ainsi  l’équation  (3)  deviendra 


a y J b •+■ 


* -y-'  b.  . (»->-*)  (s-y-a)^ 

(*— y — Q(«— y — a)(g— y — 5)^| 

, (*  -■?  ...l  i 

1 2 • 5 . 4 . 5 ; J | 

= 5 + C (*-f  y)  + f)(i‘+  */+/) 
+ £ ( x3  + x‘y  + xy*  + y’  ) -H  etc. 

Algèbre. 


(4) 


i4 


.Digitized  by  Google 


2I0  colins  UE  MATHÉMATIQUES. 

Faisant  x = y,  l'Équation  (/,)  se  change  en  celle-ci  : 

,»«(*  — ii‘+  i V -\b*  + '-»  - \b<>  + etc.  ) \ 

— B -+-  aCr  -{-  3Z)x2  -f-  t^Ex1  -f-  etc.  i 

Soit  k = 6—  i b'  + i 6»  — ift*  -+-  i*5  — i M -4-  etc. 
et  remettant  la  valeur  de  n*  prise  dans  l’équation  (1),  on  chan- 
gera l’équation  (5)  en  celle  qui  suit  : 

k ( A + Bx  -f-  Cx‘  -f-  Dx 3 -f  £x*  + etc.  ) . . .1  Q 
— B -|-  aCx  -j-  3Z)x*  -f-  •+*  etc.  . . .J 


En  faisant  x — o dans  l’équation  (x)  , on  trouve  A — n°  — 
D’après  cela,  si  on  égale  ensemble  les  cocfliciens  qui  multiplient 
la  même  puissance  de  x dans  le  premier  et  le  second  membre  de 
l’équatidn  ^6),  on  trouve  successivement 

JL  Jjfc  fcl 

B = — : aC  s=  Bk , et  C=  = ; 3Z>=  CA, 

i ’ ’ a î . a ’ 


A’ 


. a .!3  ’ 


l\E  — DA,  et  E 


Dk 

T" 


k* 

i .a.3.4 


-f-  etc. 


Ainsi  on  a définitivement 


a* 


kx  A1*1  . AU-'1 

i ■"  x . a ”*  î . a .3 


AU 

1.3.3. 


+ c‘c.  . . (7) 


1/jQ.  Soit  d'abord  x = i , l’équation  (7)  devient 


a = 1 -4-  — 4- 

1 1 


A» 

l>.» 


A7 

1 .3.3 
A5 


’ A4 


1 .a.3. 4. 5 


1 .a.3.4 
-+-  etc. 


(8) 


Mais  on  a supposé  précédemment 

A = b-  lA’  + iü-lM  + ii1  _i/,6+elc (9) , 

équation  où  b = a — 1 . 

L’équalion  (8)  fait  connaître  a , quand  on  donne  A , et  l’équa- 
tion (9)  montre  comment  on  peut  avoir  k , si  a est  connu. 

Soit  k = 1 , et  e la  valeur  correspondante  de  a ; l'équation  (8) 
devient 

0=2,718281838459  etc.  (10) 

A 1 egard  de  A , on  ne  peut  le  calculer  commodément  par  l’é- 
quation (9).  qu’en  supposant  b < 1.  Soit , par  exemple  , a — 
et  par  conséqueut  b — on  aura 

4 A = 0,09531. 
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air 


Si  dans  1 équation  (7)  on  met  e pour  a,  et  par  conséquent  1 
pour  X;  on  aura  généralement 


c*  = 1 -f- 


1 . a 


+ 


1.2.3 


1 .2 .3. 4 


+ I^TS.4.5  + etc- 


(«0 


,QU  °.n  suPP°se  x — k , X-  ayant  la  valeur  qu’on  lui  assigne  dans 
l’équation  (9);  alors  l’équation  (n)  devient 


e*  ==  1 


k_ 

1 


1.2,3 


+ 


1 .2. 3. 4. 5 


1 .2.3.4 
■+■  etc. 


Donc  en  rapprochant  (8)  et  fia),  on  en  conclut 


(ta) 


(i3) 


Formules  logarithmiques. 

I 5o.  Soit  y —a *,  l’équation  où  x et  .y  sont  des  quantités  va- 
riables , et  a une  quantité  constante  qui  diffère  de  Punité. 

x est  le  logarithme  du  nombre  quelconque  y,  et  a est  la 
base  du  système  de  logarithme.  Si  a = 10  , on  aura  les  loga- 
rithmes vulgaires,  dont  nous  avons  précédemment  expliqué  la 
théorie  et  l’usage.  1 1 

l5l.  Soient  donc  deux  nombres  quelconques,  y — a*  et 
y'  — a*'  ; on  aura 


et 


et 

3° 

et 

4° 

et 


y • y'  = a*+*> , 

lo£-  y ■ ? = x + = log.  y -f-  log.  yl  ; 


Y « .1 

y — a*—*' 

y 


!°g.  — _ ar  — x'  = log.  y — log,  y ' ; 
ym  = a-’, 

l°g.  — mx  ZS  m log.  y ; 


ffly  , my  X 

V y — Va.  = „» 

'«g-  ÊV  = - = -!»i 

m m 

Ainsi  les  logarithmes  tirés  de  l'équation 


a*  = a loî-  y , 
i/i* 
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donnent  le»  memes  règle*  de  calcul  que  les  logarithmes  vul- 

gaires. 

l5a.  Si,  dans  l’équation  y zz  a*  , on  fait  d'abord  x~or 
et  ensuite  x = i ; on  aura  dans  le  premier  cas , y zz  a°  — i , 
et  dans  le  second,  y zz  a.  Passant  des  nombres  aux  logarithmes  , 
on  trouve  log.  i — o , et  log.  a = 1.  Ainsi  dans  tout  système 
de  logarithmes,  celui  de  l’unité  est  xéro,  et  celui  de  la  base  a 
est  l’unité. 


1 53-  De  l’équation  a zz  e*  , on  tire  en  général  log.  a = k log.  e. 
Si  a est  la  base  du  système,  on  trouve  kzz  et  log.  e = 

Si , au  contraire  , e est  la  base  du  système , on  aura  log.  a zz  k. 


1 54-  On  appelle  logarithmes  Népériens  , les  logarithmes  dont 
la  base  est  e,  parce  que  ce  sont  ceux  que  Néper  calcula  d’a- 
bord. On  leur  avait  aussi  donné  le  nom  de  logarithmes  hy- 
perboliques, parce  qu’ils  ont  des  rapports  avec  l'hyperbole  équi- 
latère. 


I 53.  Occupons-nous  d’abord  des  logarithmes  Népériens.  D’a- 
près ce  qu’on  vient  de  voir,  k est  le  logarithme  Népérien  de  a ; 
ainsi  en  mettant  pour  k la  valeur  tirée  de  l’équation  (9)  , des 
quantités  exponentielles,  et  faisant  a~  1 -h  y,  on  aura  le  lo- 
garithme Népérien  d’un  nombre  quelconque  1 -Hj  par  la  formule 


suivante  : 

log.  ( 1 -Kr  ) — y — hf  4-  \ y'  — j J4  ■+■  et c • ......  (i) 

On  aura  de  même,  en  remplaçant  y par  — y , 
log.  ( i — y)  = — y—  — jj’  — <y*  — etc (a) 

On  tire  des  équations  (i)'et  (a). 


log.  (I  -+-/)  - log.  (I  - y)  = log.  (^-37)  1 
= a (r  + ï^  + ï/  + $ y7  -+■  ; .y9  + etc.  ; 


r5G.  Soit 


n + d _ 1 +y  , ,.  d 

= ; on  tire  de  la  y — — . 

n » —y  J an  4 -d  » 


Mettant  cette  valeur  pour  y , dans  l’équation  (3)  , faisant  at- 
tention que  n -j - d — n ^ -B  + d ) , et  par  conséquent  que 

* * 

log.  ( n -J-  d ) = log.  n -j-  log.  ^ ^ ^ ; on  aura , pour 

passer  du  logarithme  de  n à celui  de  n d,  la  formule  sui- 
vante : 
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^(«+4=b,..+  ,(^+|Xj_|_ 


+ ;X 


d? 


(ara-f-d)» 

I 57*  Si  on  fait  d.  ~ 1 , l’équation  (4)  devient, 
log.  (n-f  1)  =»Iog.  n + -A-  (i+|x 


etc. 


(an+i)> 

+ ï * (!*  + !)«  + ?  1 * * * * * * * *  X ("an+  i)«  + elc’  ) 
t 58.  Soit  d’abord  n — 1,  on  aura 

ioS’  a = -f  («+T  • -gr+T 

*jr  + • -frr  4-  etc-  J = 0,69314718056. 


ai3 


(4) 


(5) 


(6) 


En  faisant  n — a , on  aura 
log.  3 = log.  a -f.  , +-5-  ■ “JT  +-J- 


1,09861239. 


On  calculerait  de  même  le  logarithme  de  chaque  nombre  pre- 
mier ; et  avec  les  logarithmes  des  nombres  premiers,  on  aurait 
facilement  ceux  de  leurs  multiples. 


1 5g.  Pour  passer  des  logarithmes  Népériens  aux  logarithmes 
vulgaires  , il  faut  reprendre  les  équations  y — a* , et  a = e*  ; il 

faut  de  plus  supposer  que  a est  égal  à 10,  et  qu'il  représente  la 

base  du  système.  Alors,  à cause  de  a*  — elx,  on  aura  x pour  le 

logarithme  vulgaire  dey,  et  kx  pour  le  logarithme  Népérien  de  la 

même  quantité;  ce  qui  fait  voir  qu’on  a le  logarithme  vulgaire,  en 

divisant  le  logarithme  Népérien  par  k.  Or,  d’après  l’équation 

a = «* , on  voit  que  k est  le  logarithme  Népérien  de  a „ et  par 

conséquent  celui  de  10.  Ce  logarithme  Népérien  se  calcule  en  fai- 

sant n — 9 dans  la  formule  (5),  laquelle,  en  faisant  attention  que 

log.  9=2  log.  3,  donne 


19* 


l94 


log.  torzalog.  3 + -jj-  (-5- 

+ ~ • T^T*  ■+■  clc’)  = *>3o2585o92994- 


i9‘ 


19» 
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160.  Au  lieu  de  diviser  le  logarithme  Népérien  par 

2,302585092994 , il  est  plu»  commode  de  le  multiplier  par 

2,50^92994-  = °./‘3^9448. 9. 

En  se  bornant  à 8 chiffres  décimaux,  log.  2 = o,3oio3ooo  ; tel 
il  est  en  effet  dans  les  tables  de  Callct  et  de  Borda. 


1 G I . La  série 


ad  / 1 à1  \ 

2n  + d y 3 (an+d)*  + etc- J 

2 d 1 ad1 

OU -,  -+-  -r-  . rrr-  •+•  etc. 

2 7i  + d 5 (2  n + dy  ' 


exprime  la  différence  du  logarithme  Népérien  de  n + d , et 
de  celui  de  n.  Cette  différence  se  réduit  au  premeir  terme  , 

=-,  quand  le  suivant  yr  est  au-dessous  d’une 

an  -t-  d 7 ^ 3 (2 n + ay 

partie  décimale,  dont  l'ordre  est  marqué  par  le  nombre  des  chif- 
fres décimaux  employés  dans  l’évaluation  des  logarithmes.  Ainsi 
dans  les  tables  de  Callet,  où  cet  ordre  est  le  septième,  le  terme 


JL  ad* 

5 ’ ( an  + d)5 

1 2 (P 

3 ' 


(an  ■+•  d)J 


devient  négligeable,  dès  que  l’on  a 

1 

< 0,0000001,  ou  dès  que  l’on  an>  100  d. 


Cette  remarque  s’applique  avec  encore  plus  de  raison  aux  lo- 
garithmes vulgaires,  qui  ne  sont  pas  tout-à-fait  la  moitié  des  lo- 
garithmes Népériens. 

, ad  d d* 

Do  plus , a cause  de  y =: — + etc. 

1 1 an  -t - d n an’  1 

d it* 

la  différence  se  réduit  à — -,  dès  que——  est  au-dessous  de  la 
n ‘ an* 

partie  décimale  dont  on  vient  de  parler.  C’est  ce  qui  arrive  pour 

d1 

les  tables  de  Callet , quand  on  a — - <0,0000001,  ou  n >2237  d, 

ou  en  nombre  rond  «>  2Ô00  d.  Dans  ce  cas  , la  différence 

d 

des  logarithmes  représentée  par  devient  proportionnelle 

à celle  des  nombres , et  réciproquement  la  différence  des  nombres 
est  proportionnelle  à celle  des  logarithmes;  c’est  sur  cela  qu’est 
fondé  l'usage  des  parties  proportionnelles  dans  les  tables  de  lo- 
garithmes. 
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Valeurs  logarithmiques  de  divers  nombres. 

t()2.  Nous  terminerons  ce  supplément  par  un  recueil  des  loga- 
rithmes vulgaires  de  quelques-uns  des  nombres  dont  on  fait  un 
usage  très-fréquent  dans  les  mathématiques  appliquées. 

La  nouvelle  mesure  linéaire  est  le  mètre,  et  l'ancienne  est  la 
toise  : le  rapport  de  ces  deux  mesures  est  tel , que 

log.  — log.  otoi,<:,5i3o74  = 9,7101800; 

log.  = log.  im,  9/19086  = 0,2898300. 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  la  demi-circon- 
férence d'un  cercle  qui  a l’unité  pour  rayon , est 

m — 3,i4i5926536,  log.  * 0,4971499. 

Le  rayon  de  la  terre  considérée  comme  sphérique 

= 6366i98m,  log.  ss  6,8o388oi. 

Le  grade  d’un  grand  cercle  , dans  la  même  hypothèse  , . . . . 
s:  îooooo™,  log.  5,ooooooo. 

Et  le  degré  sexagésimal  = m i*+®,ii...  log.  5,045757/,. 

En  considérant  la  terre  comme  un  ellipsoïde  de  révolution  , 
le  rayon  de  l’équateur  = 6376984™  , log.  = 6,80461 53.  Le  demi- 
axe  de  rotation  , ou  le  rayon  au  pôle=635632 4m,  log.  6,8o3ao6i. 

Dans  ce  cas  , l’aplatissement  ou  l’excès  du  grand  axe  pris  pour 
unité,  sur  le  petit  axe,  est  de^j. 

La  vitesse  du  son  est  de  337™, 27  par  seconde  de36oo  à l’heure, 
log.  = 2,5279777. 

La  pesanteur  dans  le  vide,  ou  le  double  de  l’espace  qu’un  corps 
qui  tombe  librement  parcourrait , à Paris  , pendant  la  première 
seconde  de  sa  chute , est 

g — 9m»8o8795a,  log.  0,99161.567. 

Elle  augmente  en  allant  de  l’équateur  au  pôle,  et  diminue  dans  un 
même  lieu  , à mesure  qu’on  s’élève  au-dessus  des  plaines. 

La  longueur  du  pendule  simple , battant  à Paris  les  secondes 
dans  le  vide,  est 

= om, 9938387,  log.  =-9,9973159. 

Cette  longueur  croit  proportionnellement  au  quarré  du  sinus  de 
la  latitude,  ou  comme  la  gravité. 

Nota.  Les  logarithmes  des  nombres  purement  fractionnaires 
sont  pris  ici  conformément  à la  seconde  remarque  du  n°  ii8.  11 
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est  cependant  une  autre  manière  d’exprimer  les  logarithmes  des 
fractions  décimales;  la  voici.  Soit  par  exemple  la  fraction  o,a5  = éUL; 
on  a 

log.o,a5  = log.  25—  log.  ioo  =1,39794  — a =— i -+-0,39794; 
dernière  expresion  que  l’on  écrit  ainsi  : 1,39794*  Pareillement 
log.  o,oa5  — 3,39794*  Par  ce  moyen , la  caractéristique  du  loga- 
rithme est  seule  négative.  Quelques  auteurs  font  usage  de  celte 
méthode;  mais  celle  indiquée  au  numéro  cité  est  la  plus  générale- 
ment suivie,  parce  qu'elle  est  uniforme. 
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LIVRE  PREMIER. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX  DE  LA  GÉOMÉTRIE. 

Notions  générales  sur  l’étendue. 

I . L'espace  que  le»  corp»  occupent  a nécessairement  trois  di- 
mensions , auxquelles  on  donne  les  noms  de  longueur , largeur  et 
épaisseur. 

Les  limites  d’un  corps  sont  des  surfaces',  ainsi  une  surface  est 
une  étendue  en  longueur  et  en  largeur  seulemènt. 

Les  limites  des  surfaces  , que  l’on  appelle  lignes , ne  sont  douées 
que  d’une  dimension , qui  est  la  longueur. 

Enfin  , les  limites  des  lignes  , désignées  sous  le  nom  de  points , 
n’ont  ni  longueur,  ni  largeur,  ni  épaisseur. 

Il  est  évident  que  ces  diverses  espèces  de  limites  ne  peuvent 
exister  séparément  : cependant  nous  les  considérerons  par  la 
pensée , chacune  en  particulier  ; et  pour  procéder  du  simple  au 
composé,  nous  exposerons  successivement  les  principales  pro- 
priétés des  lignes,  des  surfaces  et  des  corps.  C’est' là  l’objet  de 
la  Géométrie. 

De  la  nature  des  Lignes  et  des  Surfaces. 

"X.  La  ligne  droite  est  le  plus  court  chemin  d’un  point  à un 
autre  : ainsi  entre  deux  points  donnés , on  ne  peut  mener  qu’une 
seule  ligne  droite. 

5-  Toute  ligne  qui  n’est  pas  droite , ou  qui  n’est  pas  com- 
posée de  lignes  droites,  est  courbe.  La  ligne  droite  est  unique 
dans  son  espèce;  mais  il  y a une  infinité  de  lignes  courbes  dif- 
férentes. 

4.  Le  plan  ou  la  surface  plane  est  celle  sur  laquelle  on  conçoit 
que  l’on  peut  appliquer  une  ligne  droite  dans  tous  les  sens.  Les 
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1‘u.  Il  lignes  des  figures  relatives  à ce  livre  seront  toutes  situées  sur  une 
telle  surface. 

5.  Toute  surface  qui  n’est  ni  plane,  ni  composée  de  plusieurs 
plans , est  courbe.  Le  plan  est  unique  dans  son  espèce  ; mais  les 
surfaces  courbes  sont  diversifiées  à l’infini. 

Fig.  1.  6.  Parmi  les  lignes  courbes,  la  plus  simple  dans  sa  nature, 

et  celle  que  l'on  considère  uniquement  dans  les  élémens  de  Géo- 
métrie , est  la  ligne  circulaire  ou  la  circonférence  de  cercle  , dont 
tous  les  points  situés  sur  un  même  plan  , sont  également  éloignés 
d’un  autre  point  pris  dans  ce  plan  , et  que  l’on  nomme  centre. 

Des  propriétés  des  lignes  droites  qui  dérivent  de  leurs 
positions  respectives. 

7.  Il  est  évident  qu’une  droite  ne  peut  en  rencontrer  une  autre 
qu’en  un  seul  point. 

Fig.  3.  8.  Un  angle  est  l’espace  indéfini  compris  entre  deux  droites  qui 

se  coupent,  et  que  l’on  peut  concevoir  prolongées  autant  qu’on  le 
voudra.  Les  droites  C.A , CB,  sont  les  côtés  de  l’angle  ACB , et  le 
point  C en  est  le  sommet. 

Cf.  Deux  angles  sont  égaux  , lorsqu’ étant  posés  l’un  sur  l'autre  , 
ils  se  couvrent  parfaitement. 

Fig.  3.  IO.  Si  la  position  respective  de  deux  droites  AB , CD,  est  telle 
que  les  deux  angles  adjacens  ACD , DCB  soient  égaux,  chacun  de 
ces  angles  se  nomme  angle  droit , et  la  droite  CD  est  dite  perpen- 
diculaire à AB , ou  réciproquement.  1 1 est  év iilcrit  que  tous  les  angles 
droits  sont  égaux  entre  eux  , puisque  le  même  espace  ABD  ne  peut 
être  divisé  en  deux  parties  égales,  de  plusieurs  manières  par  la 
droite  CD. 

l,-ig.  4.  1 I • Tout  angle  moindre  qu’un  droit , se  nomme  angle  aigu  : tel 

est  l’angle  FGH. 

Tout  angle  plus  grand  qu’un  droit,  se  nomme  angle  obtus  : tel 
est  l’angle  EGR. 

Fig.  5.  1 2.  Toute  dioite  qui  en  rencontre  une  autre  , fait  avec  celle-ci 

deux  angles  adjacens,  dont  la  somme  est  égale  à deux  angles  droits. 
Il  est  évident , en  effet , que  les  deux  angles  adjacens  EGH,  HGF 
pris  ensemble,  valent  deux  droits. 

Donc,  si  un  des  angles  est  droit,  l’autre  l’est  aussi , et  les  lignes 
qui  forment  ces  angles  sont  nécessairement  perpendiculaires  l’une 
à l’autre. 
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I 5-  Tous  les  angles  consécutifs  ABD,  DDE,  EBC  , formés  d'un  Pc.  I. 
meme  côté  de  la  droite  AC , et  pris  ensemble  , valent  deux  angles  ^'o-  G. 
droits. 

1 4-  Lorsque  deux  droites  se  coupent , les  angles  opposés  par  le  Fig.  7, 
sommet  sont  égaux.  En  effet,  la  somme  des  deux  angles  adjacens 
ACD,  ACE  est  égale  à deux  angles  droits  (12)  ; de  même  la  somme 
des  deux  angles  ACD , DCB  est  égale  à deux  angles  droits;  donc  si 
l'on  retranche  de  chacune  de  ces  sommes  l’angle  commun  ACD , il 
restera  l’angle  ACE  égal  à son  opposé  DCB.  On  prouverait  de 
même  que  ACD  — ECB. 

1 5.  11  suit  de  là  que  tous  les  angles  que  l'on  peut  former  autour 
d’un  point , valent  quatre  angles  droits. 

Des  triangles , et  de  leur  égalité. 

16.  11  faut  au  moins  trois  droites  pour  enfermer  nn  espace,  et  Fig.  8. 
dans  ce  cas,  cet  espace  se  nomme  triangle  : tel  est  l'espace  ABC. 

Les  lignes  AB,  AC,  BC , sont  les  côtés  de  ce  triangle. 

17.  Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal 
compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  a chacun. 

Soit  A = A',  AB  = A'B' , AC  = A'C'. 

Les  deux  triangles  ABC,  A' B' C'  peuvent  être  posés  l’un  sur 
l’autre,  de  manière  qu’ils  coïncident  parfaitement.  D’abord,  si 
l’on  place  le  côté  A'B'  sur  son  égal  AB  , le  côté  A'C'  tombera  sur 
sou  égal  AC,  à cause  de  l’égalité  des  angles  A , A' , et  le  point  C 
tombant  sur  le  point  C , ainsi  que  B'  sur  B , le  côt èC'B'  couvrira 
parfaitement  BC  (n°  2).  Donc,  etc. 

Concluons  de  là  que,  BC  — B' C'  , B — B' , C — C' . 

1 8.  Deux  triangles  sont  égaux , lorsqu’ils  ont  un  côté  égal  adja- 
cent à deux  angles  égaux  chacun  à chacun. 

Soit  A>  — A , B'  — B , A' B'  — AB. 

Pour  opérer  la  superposition  , soit  placé  A'B'  sur  son  égal 
AB  : alors,  à cause  de  l’égalité  des  angles  A , A'  , le  côté  A'C ' 
prendra  la  direction  AC , et  le  point  C'  tombera  quelque  part  dans 
cette  direction. 

De  même,  puisque  B'  — B , le  côté  B' C'  prendra  la  direction  * 

BC , et  le  point  C tombera  encore  quelque  part  dans  la  direction 
BC:  or  ce  point  C devant  se  trouver  à la  fois  sur  BC  et  sur  AC, 
coïncidera  nécessairement  avec  leur  intersection  C.  Donc,  etc. 

II  suit  de  là  , que  C — C , AC  ~ A'C',  BC  — B' C' . 
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Pl.  L i g.  Dans  tout  triangle  , un  côté  quelconque  est  plus  petit  que  la 
somme  des  deux  autres. 

Car  la  ligne  droite  AC,  par  exemple,  est  le  plus  court  chemin 
de  A en  C ; donc,  AC  est  plus  petit  que  AB  -J-  BC. 

Fig.  9.  20.  Si  d’un  point  O pris  dans  l’intérieur  d'un  triangle  ACB , 

on  mène  aux  extrémités  du  côté  AB  les  droites  AO,  BO  , la  somme 
de  ces  deux  lignes  sera  moindre  que  celle  des  autres  côtés  AC , BC. 

Soit  prolongée  AO  jusques  en  D.  Dans  le  triangle  ODB , on 
aura  OB  ■<  OD  -4-  DB\  ajoutant  de  part  et  d’autre  AO  , il 
viendra 

AO  -J-  OB  < AO  4-  OD  + DB , ou  AO  + OB  <AD  -f  DB. 

Pareillement,  AD  < AC  -j-  CD  ; ajoutant  de  part  et  d’autre  DBt 
on  aura 

AD  +DB<AC+  CB; 

mais  l’on  vient  de  trouver  que  AO  -+-  O B ■<  AD  -|-  DB  ; donc  , 
à plus  forte  raison  , 

AO  + OB  < AC  + CB. 

Fig.  îo.  2t.  Si  deux  triangles  ont  un  angle  inégal  compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  à chacun  , le  troitième  côté  opposé  au  plus 
petit  angle , sera  plus  petit  que  le  troisième  côté  opposé  au  plus 
grand  angle. 

Soit , par  exemple  , AB  = A1  B1,  AC  = A'C1,  A < A1  ; on  aura 
CB  < C'B. 

Cette  proposition  est , pour  ainsi  dire  , évidente  par  elle-même  ; 
car  on  conçoit  que  si  les  deux  côtés  AC,  AB  restent  de  même 
grandeur,  pendant  que  le  troisième  côté  CB  augmente  ou  diminue 
sans  cesse,  l'angle  A opposé  à celui-ci,  doit  augmenter  ou  dimi- 
nuer de  plus  en  plus.  Mais  en  voici  une  démonstration  rigou- 
reuse. 

En  plaçant  le  triangle  ACB  sur  le  triangle  A1  C'B1 , de  manière 
que  AB  coïncide  avec  A' B1 , il  peut  arriver  trois  cas;  ou  le  point 
C tombera  au  dedans  du  triangle  A'  C'B' , ou  sur  le  côté  CB , ou 
bien  hors  du  triangle  ACB. 

Fig.  io'.  1er  Cas.  Si  le  point  C tombe  dans  l’intérieur  du  triangle  A'B' C , 
comme  en  O1,  on  aura  A1  C -f-  C'B'  < A'C1  -4-  C'fl'.  Otant 
d’une  part  A'C11  = AC , et  de  l’autre  , son  égal  A' C , il  restera 

C1  B'  ou  CB  < C'B'. 

Fig.  10".  IIe  Cas.  Si  le  point  C tombe  en  C"  sur  le  côté  C'B' , il  est  évi- 
dent que  B' O" , ou  son  égal  BC,  sera  plus  petit  que  B' C'. 

Fig.io'".  III®  Cas.  Enfin,  si  le  point  C tombe  en  dehors,  comme  en  C'r  , 
on  aura 
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A'C'  < C'D  + A'D  et  C'*  B'  < O*  D + DB< . Pi»  I- 

Ajoutant  ces  deux  inégalités  membre  à membre  , on  aura 
A'C'  + C"-Æ'  < C'B'  +A'C"-. 

Otant  d’une  part  A'C',  et  de  l’autre  son  égal  A1  C'f,  il 
restera. 

CB'  ou  CB  < OB'. 

2 2.  Deux  triangles  sont  égaux,  lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux  Fig.  8. 
chacun  à chacun. 

\ 

Puisque  les  trois  côtés  du  triangle  ACB  sont  respectivement 
égaux  aux  trois  côtés  du  triangle  A1  OB',  on  doit  avoir  A — A' , 
par  exemple;  car  si  A était  plus  grand  ou  plus  petit  que  A',  il 
faudrait  qu’on  eût  CB  plus  grand  ou  plus  petit  que  C'B'  (n°  ai  ); 
mais  ces  côtés  sont  égaux  , donc  A doit  être  égal  à A'.  On  prouve- 
rait de  même  que  AI  =: B ',  et  que  C ~ O . 

On  remarquera  que  les  angles  égaux  sont  opposés  à des  côtés 
égaux,  et-réciproquement. 

Des  Lignes  perpendiculaires  et  des  Obliques. 

2 3.  On  peut  regarder  comme  une  vérité  incontestable,  que, 
par  un  point  pris  sur  une  droite , on  ne  peut  élever  qu’une  seule 
perpendiculaire  à cette  droite.  Ainsi,  en  supposant  que  CD  fasse  pjg  3. 
avec  AB  deux  angles  égaux  ACD,  DCB  adjacens  , la  droite  CD  sera 
perpendiculaire  à AB  (n°  10  ). 

Les  lignes  telles  que  CD,  qui  ne  sont  point  perpendiculaires  à Fig.  7. 
AB  , se  nomment  obliques , par  rapport  à cette  ligne. 

a/j.-  Lorsque  par  un  point  pris  hors  d’une  droite , on  mène  plu-  Fig.  11. 
sieurs  lignes  à différent points  de  cette  droite , i°  la  perpendiculaire 
est  plus  courte  que  toute  oblique  ; a"  les  obliques  qui  s’écartent  éga- 
lement du  pied  de  cette  perpendiculaire , sont  égales  ; 3°  et  de  deux 
obliques  inégales , la  plus  longue  est  celle  qui  s’écarte  davantage  du 
pied  de  cette  perpendiculaire. 

Soit  prolongée  ^^perpendiculaire  à DE , d’une  qaaiDÛléBF^zAB; 
et  soient  menées  les  droites  CF,  DF. 

Le  triangle  CB  F est  égal  au  triangle  ABC , puisque  l’un  et 
l’autre  ont  un  angle  égal  en  B , compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à chacun  (n°  17).  En  effet,  CB  est  commun  aux  deux 
triangles;  de  plus  B F = AB  par  construction,  et  les  angles  en  Ç 
sont  droits  par  hypothèse;  ainsi,  CF  zz.  AC.  Mais  la  ligne  ABF 
étant  droite , on  a AC  -f-  CF  ; donc  AB  , moitié  de  AF,  est 

plus  court  que  AC,  moitié  de  la  ligne  brisée  ACF.  Dune  la  per- 
pendiculaire AB  est  plus  courte  que  toute  oblique  AC , AD. 
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Tl.  I.  Soit  maintenant  BE  = RC.  Le  triangle  ARE  sera  évidemment 
Fig.  il.  égal  au  triangle  ACB  (n°  17);  donc  AE  = AC;  donc  deux  obli- 
ques qui  s’écartent  également  du  pied  B de  la  perpendiculaire  AB  , 
sont  égales. 

Dans  le  triangle  ACF,  la  ligne  brisée  ADF  est  plus  courte  que 
la  ligne  brisée  ACF  (n°  20);  donc  la  moitié  de  la  première,  ou 
AD , est  plus  courte  que  la  moitié  de  la  seconde  , ou  que  AC  ; donc  , 
de  deux  obliques  inégales,  la  plus  longue  est  celle  qui  s’écarte  le 
plus  du  pied  de  la  perpendiculaire. 

La  perpendiculaire  étant  plus  courte  que  toute  oblique,  mesure 
la  vraie  distance  d’un  point  à une  droite. 

25.  Il  suit  de  ce  qui  précède  , que  i°  d'un  j>oint  pris  hors  d’une 
droite , on  ne  peut  abaisser  qu'une  seule  perpendiculaire  sur  cette 
droite  ; 

a°  Que  d’un  point,  on  ne  peut  mener  à une  droite  , trois  autres 
droites  égales; 

Fig.  8.  3°  Que  deux  triangles  rectangles  sont  égaux  lorsque  outre  l'angle 

droit  B , B'  , ils  ont  un  côté  et  un  angle  égaux  chacun  à chacun. 

Soit  par  exemple  A1  C1  — AC  et  C1  — C;  si  1 on  place  A1  ( 1 sur 
AC,  à cause  de  C = C,  CB1  prendra  la  direction  CB  ; mais  A1  B' 
devra  aussi  coïncider  avec  AB,  car  s’il  n’en  était  pas  ainsi  il  s en- 
suivrait que  du  point  A confondu  avec  A',  on  pourrait  abaisser 
deux  perpendiculaires  sur  C1  B1  confondue  avec  CB. 

4°  Que  deux  triangles  rectangles  sont  égaux  lorsque  outre  F angle 
droit  B'  =r  B,  ils  ont  deux  côtés  de  même  espèce  AC,  A'C',  CB,  C'B' 
égaux.  Car  plaçant  A'B'C'  sur  ABC,  B' C'  se  confondra  avec  son 
égal  BC,  puis  à"  cause  de  ces  côtés  B'  = B , B' A'  prendra  la  dircc- 
- tion  B A et  A'C1,  AC  devenant  des  obliques  égales  placées  d’un 
même  côté  de  la  perpendiculaire,  s’en  écarteront  également,  et 
dès-lors  coïncideront  dans  tous  leurs  points  ; 

Fig.  il.  50  Que  si  une  droite  CD  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  d’une 
autre  droite  AB , tout  point  O de  la  première  , sera  également  dis- 
tant des  extrémités  A , B de  la  seconde  ; 

Que  tout  point  E , situé  hors  de  la  perpendiculaire  CD  , est  iné- 
galement éloigné  des  extrémités  de  A B.  En  effet , le  point  O étant 
à égale  distance  des  extrémités  de  AB  , on  & AO  " O B ; et  comme 
dans  le  triangle  EOB , le  côté  EB  < OJ?  -f-  OB,  il  s’ensuit  que 
EB  < OE  + AO  ; donc  EB  < AE. 

26.  Si  un  triangle  a deux  côtés  égaux , les  angles  opposés  à ces 
deux  côtés  sont  égaux. 

.Soit  AO  = O B.  Si  du  point  O l’on  abaisse  OC,  perpendicu- 
laire sur  AB , on  anra  nécessairement  AC — CB;  ainsi  les  deux 
triangles  A OC , B OC  seront  égaux,  comme  ayant  les  trois  côtés 
égaux  chacun  à chacun  , ou  un  angle  droit  compris  entre  deux 
côtés  égaux  chacun  à chacun.  Donc  l’angle  A ~ l’angle  OBA. 
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27 . Lorsque  deux  côtés  d'un  triangle,  sont  inégaux , le  plus  grand  1jl.  I. 
angle  est  celui  qui  est  opposé  au  plus  grand  côté.  Fig.  13. 

Soit  AE^>  EB.  Elevez  CD  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB , 
et  menez  UB.  Par  suite  de  cette  construction , les  angles  OBA  , 

O AB  sont  égaux.  Mais  l’angle  EBA  est  plus  grand  que  OBA  ; donc 
l'angle  EBA , opposé  au  plus  grand  côté  AE , est  plus  grand  que 
l’angle  A,  opposé  au  plus  petit  côté  EB.  Le  réciproque  de  ce  théo- 
rème est  également  vrai. 

Il  suit  de  là  , que  si  un  triangle  ABO  a deux  angles  A,  B égaux. , 
les  côtés  AO,  O B opposés  à ces  angles  sont  égaux  ; 

Que  quand  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  égaux,  les  trois  angles 
le  sont  aussi,  et  réciproquement. 

f 

Théorie  des  parallèles , et  conséquences  qui  en 
résultent. 


28.  Deux  droites  sont  dites  parallèles , lorsqu’étant  situées  dans  Fig.  i3. 
un  même  plan , elles  ne  peuvent  jamais  se  rencontrer.  Les  deux 
droites  AC,  BD,  perpendiculaires  à une  autre  droite  AB,  sont 
donc  parallèles  (n°  a5). 

Nous  admettrons  en  principe  qu’une  droite  perpendiculaire  à une 
autre  , est  rencontrée  par  toutes  celles  qui  sont  obliques  sur  cette 
autre.  Ainsi  l’oblique  BE  , étant  prolongée  suffisamment , rencon- 
trera de  nécessité  la  ligne  AC,  perpendiculaire  à AB.  La  difficulté 
de  prouver  rigoureusement  cette  proposition , rend  imparfaite  la 
théorie  des  parallèles. 

2Q.  Si  deux  parallèles  sont  coupées  par  une  troisième  droite , Fig.  i4. 
la  somme  des  deux  angles  intérieurs  du  meme  côté , sera  égale  à 
deux  droits. 

Du  milieu  M de  la  droite  GH , abaissons  sur  AB  la  perpendicu- 
laire MK  ; cette  ligne  sera  en  même  temps  perpendiculaire  à CD 
(n°  précédent).  Les  triangles  MKG , MLH,  tous  deux  rectangles , 
l’un  on  K , l’autre  en  L,  sont  égaux,  parce  que  les  côtés  GM , MH, 
le  sont  aussi  par  construction,  de  même  que  les  angles  KMG  , 

HML,  comme  étant  opposés  par  le  sommet  ( n°  14).  Donc  l’angle 
KGM  = l’angle  MHL.  Mais  les  angles  KGM , MGA , valent  en- 
semble deux  angles  droits,  et  il  en  est  de  même  des  angles  MHL, 

MHD;  donc  les  angles  MGB , MHD , intérieurs  du  même  côté, 
réunis,  forment  deux  angles  droits. 

Pour  abréger  le  discours,  on  appelle  angles  correspondons , les 
angles  égaux  AGE,  CHE , situés  d’un  même  côté  de  la  sécante  EF; 

Angles  alternes  internes , les  angles  égaux  KGM,  MHL,  situés 
de  part  et  d'autre  de  la  sécante  EF,  et  entre  les  parallèles.^/?,  CD; 
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Pl.  i.  Anglet  alternes  externes , les  angles  égaux  FGK,  EHL,  situés 
de  part  et  d'autre  de  la  sécante,  et  au  dehors  des  parallèles. 

Il  est  remarquable  que  tous  les  angles  a^gus  sont,  dans  cette 
figure,  égaux  entre  eux,  ainsi  que  tous  les  angles  obtus. 

Fig.  i3.  30.  Deux  droites  parallèles  à une  troisième,  sont  parallèles  entre 

elles. 

Soient  AC  et  CH  parallèles  à BD.  D'un  point  quelconque  G , 
* élevez  à la  droite  BD  la  perpendiculaire  GB.  Cette  ligne  sera  à la 
fois  perpendiculaire  aux  droites  AC,  GH  ; donc  ces  droites  sont 
perpendiculaires  à une  même  ligne;  donc  elles  sont  parallèles 
(n°  »8). 

•Fig.  i5.  3l.  Deux  parallèles  sont  partout  également  distantes. 

Si  entre  les  deux  parallèles  AB , CD,  on  mène  partout  où  l’on 
voudra  les  perpendiculaires  AC,  BD , à la  droite  AB , ces  perpen- 
diculaires seront  égales.  En  effet,  les  triangles  A CB , CBD  sont 
égaux,  comme  ayant  un  côté  égal  adjacent  à deux  angles  égaux 
chacun  à chacun;  car  CB  est  commun  aux  deux  triangles;  les  an- 
gles alternes  et  internes  CBA,  BCD  sont  égaux  ; par  la  môme  raison 
il  y a égalité  entre  les  angles  ACB , CBD  ; donc  AC  ~ BD. 

On  peut  conclure  delà,  que  les  parties  de  parallèles  comprises 
entre  parallèles  sont  égales,  et  réciproquement. 

Fig.  16.  32.  Si  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles  chacun  à chacun  , et 

dirigés  dans  te  même  sens , ces  angles  sont  égaux. 

Soit  DF  parallèle  à AB , et  DE  parallèle  à AC.  Prolongez  DE 
jusques  en  G.  La  droite  EG  étant  une  sécante  à l'égard  des  paral- 
lèles AB , DF,  les  angles  EDF,  EGB  correspondans,  sont  égaux. 
De  même,  la  droite  AB  étant  une  sécante  par  rapport  aux  pa- 
rallèles AC,  GE,  les  angles  A , G sont  égaux.  Donc  l’angle  A = 
l’angle  D. 

Des  Lignes  droites  considérées  dans  le  cercle  , et  de  la 
mesure  des  angles. 

Fig,  17.  33.  Toute  droite  menée  du  centre  à la  circonférence  d’un  cercle, 

se  nomme  rayen.  Ainsi  CA  est  un  rayon. 

Une  droite  ne  peut  évidemment  rencontrer  une  circonférence  de 
cercle  en  plus  de  deux  points. 

On  appelle  arc,  une  portion  de  la  circonférence. 

, La  corde  ou  sous-tendante  d'un  arc  tel  que  ADB,  est  la  droite 
AB , qui  joint  ses  deux  extrémités. 

Une  corde  qui  passe  par  le  centre  du  cercle , se  nomme  diamètre  : 
le  diamètre  AE  est  donc  le  double  du  rayon  AC. 

Toute  ligne  MN  qui  coupe  la  circonférence,  se  nomme  sécante. 
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La  surface,  ou  portion  de  cercle  comprise  entre  l’arc  et  sa  corde,  Pc.  X. 
s’appelle  segment.  Telle  est  la  partie  AURA. 

, La  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc  AB  et  les  deux 
rayons  AC,  CB  menés  aux  extrémités  de  cet  arc,  se  nomme  sec- 
teur. . • . 

La  tangente  à la  circonférence,  est  une  droite  telle  que  PQ,  qui 
n’a  qu’un  point  R de  commun  avec  cette  circonférence.  Ce  point  se 
nomme  point  de  Contact  ou  de  Contingence. 

Un  angle  est  dit  inscrit,  lorsque  son  sommet  esta  la  circonfé- Fig.  a4. 
rence,  et  qu’il  est  formé  par  deux  cordes.  Par  exemple,  l’angle  C 
est  un  apgle  inscrit.  --  ■ 

34-  Dans  un  meme  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux  , les  arcs  Fig.  18. 
égaux  sont  sou  tendus  par  des  cordes-  égales  ,■  et  réciproquement. 

Si  l’arc  A MB  est  égal  à l'arc  DNE , on  aura,  corde  AB  = corde 
DE  ; car  l’arc  A MB  pourra  être  superposé  exactement  sur  l’arc 
j ONE,  à cause  de  leur  égalité  et,  de  l’uniformité  de  leur  courbure. 

Donc  les  points  A,  B tombant  respectivement  en  E et  en  D ,.  on 
aura  nécessairement  AB  ~ DE.  . ,t  •• 

Réciproquement,  si  les  cordes  AB,  DE  sont,  égales , les  arcs 
AMB  , DNE  qu’elles  soutendent,  seront  égaux;  car  il  est  évident 
que  les  triangles  ACB , DCE  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun;  donc  les  angles  ACB , DCE,  sont  égaux;  donc  les  arcs 
AMB , DNE  le  jont  aussi. 

35.  Le  plus  grand  arc  est  soutendu  par  la  plus  grande  corde , et 
réciproquement. 

Soit  l’arc  ABD^>  l'are  AMB;  les  triangles  ACB,  ACD  auront 
deux  côtés  égaux  chacun  à chacun,' puisque  les  droites  AC,  CB, 

CD  sont  des  rayons  d’un  même  cercle;  mais. l’angle  ACB  est  plus 
petit  ([üe  l’angle  ACD,  donc  (n°  21)  AB  AD. 

Réciproquement , si  corde  AD  > corde  AB , on  conclura  des 
mêmes  triangles,  que  l'angle  ACD  > l’angle  ACB. 

56.  La  perpendiculaire  élevée  à l’extrémité  du  rayon  d’un  cercle,  j-jg, 
est  tangente  à la  circonférence. 

Supposons  que  AB  soit  perpendiculaire  an  rayon  AC;  toute 
oblique  CB  sera  plus  longue  que  ce  rayon  ( n°  a \ ),  et  par  consé- 
quent le  point  B sera  hors  du  cercle.  La  ligne  AB  n’a  donc  que  le 
point  A de  commun  avec  la  circonférence.  Donc  AB  est  une  tan- 
gente (n°  33). 

Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  cercles  se  touchent  intérieurement  Fig.  20. 
ou  extérieurement , le  point  de  contact  et  les  centres  des  cercles  sont 
sur  une  même  droite.  Car  les  rayons  qu’on  pourrait  mener  au  point 
de  contact,  seraient  tous  deux  perpendiculaires  en  un  même  point 
de  la  droite  qui  serait  tangente  en  ce  point,  et,  par  conséquent,  ces 
rayons  se  confondraient , quant  à leur  direction. 

S7.  Tout  rayon  perpendiculaire  a une  corde  passe  par  le  milieu  F' g-  21. 
de  cette  corde , et  par  le  milieu  de  l'arc  qfclle  soutend. 
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Pl.  I.  Le»  deux  rayon»  AC , CB  étant  deux  obliques  égales,  doivent 

Fig.  ai.  s'écarter  également  de  la  perpendiculaire  CD  ; donc  AE  — EB.  En 
second  lieu , puisque  la  perpendiculaire  CD  passe  par  le  milieu  de 
AB , le  point  D pris  sur  cette  perpendiculaire  est  à égale  distance 
de  A et  de  B ; donc,  corde  AD  zz.  corde  BD;  donc  puisque  ces 
cordes  sont  égales,  les  arcs  AD,  BD  sont  égaux  (n°  3 L ). 

11  résulte  de  là  que  le  centre  C,  le  milieu  E de  la  corde  AB, 
et  le  milieu  D de  l’arc  ABD,  sont  trois  points  situés  en  ligne 
droite. 

.Fig.  17.  On  tirerait  encore  pour  conséquence,  que  les  arcs  EM,  AN 
compris  entre  parallèles , sont  égaux.  Car  de  EH  — RA  et  MR 
— RN , on  conclurait  ER  — MR  zz  RA  — R1Y,  ou  EM  — AN. 

Fig.  23.  38.  Deux  angles  sont  toujours  entre  eux  comme  les  arcs  inter- 

ceptés entre  leurs  côtés  et  décrits  de  leurs  sommets  comme  centre , 
avec  des  rayons  égaux. 

Supposons  d’abord  que  les  angles  ACB,  A' C1  B'  soient  dans  un 
rapport  commensurable , comme  3 l 5,  par  exemple,  on,  ce  qui 
revient  au  même,  supposons  que  l’angle  M,  pris  pour  mesure 
commune,  soit  contenu  trois  fois  dans  l’angle  ACB , et  cinq  fois 
dans  A' OB' . Les  angles  partiels  étant  égaux,  leurs  arcs  respectifs 
Ax,  xy...  A’x1,  x'y1...  seront  aussi  égaux  entre  eux; donc  l’arc  en- 
tier AB  sera  à l’arc  entier  A1  B',  comme  3 : 5. 

Ce  raisonnement  ayant  toujours  lieu,  quelque  soit  le  rapport 
commensurable  des  angles^C,  C1 , il  s’ensuit  que  les  arcs  AB,  A'B' 
sont  dans  le  même  rapport  ; et  il  est  clair  que  la  réciproque  de 
cette  proposition  est  également  vraie. 

Fig.  a3.  Si  les  deux  angles  ACB , A' OB'  ne  sont  pas  dans  un  rapport 
commensurable,  portons  le  plus  petit  angle  A1  C’ B1  sur  le  plus 
grand;  c’est-à-dire,  faisons  ACB11  zz  A1  C1  B1 , et  supposons  que  la 
proportion  précédente  n’ayant  pas  lieu,  on  ait  alors, 

angle  ACB  I angle  ACB 11  l ; arc  AB  ; arc  AO. 

Concevons,  ensuite  , que  l’arc  AB  soit  divisé  en  parties  égales, 
dont  chacune  soit  plus  petite  que  B11 0 ; il  y aura  nécessairement 
un  point  de  division  1 entre  B11  et  O,  et  pour  lors,  en  vertu  de  la 
commensurabilité , 

angle  ACB  angle  ACI\  ! arc  AB  arc  Al. 

De  cette  proportion  et  de  la  précédente,  l’on  conclut,  à cause 
de  l’égalité  des  antécédens, 

angle  ACB11  : angle  ACI J ; arc  AO  I arc  AI. 

Mais  l’arc  AO  est  plus  grand  que  l’arc  AI;  donc  pour  que  cette 
dernière  proportion  pût  subsister,  il  faudrait  qu’on  eût  aussi 
l’angle  ACB11  plus  grand  que  l’angle  ACI  ; or,  au  contraire,  il  est 
plus  petit  ; donc  il  est  impossible  que  l’angle  ACB  soit  à l’angle 
, A'B1  C1,  comme  l’arc  AB  est  à un  arc  plus  grand  que  A'B'  Ou  AB11. 
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On  prouverait,  de  la  même  manière,  que  le  quatrième  terme  Pt,  I. 
de  la  proportion  ne  peut  être  pins  petit  que  A1  B'  ; donc  il  lui  est  Fig.  *3* 
égal;  donc,  on  a toujours 

* angle  ACB  ; angle  A'C1  B'  ; ; arc  AB  l arc  A'B'. 

Puisque  l’angle  au  centre  du  cercle,  et  l’arc  intercepté  aug- 
mentent ou  diminuent  dans  le  même  rapport,  on  est  en  droit  de 
prendre  l’une  de  ces  grandeurs  pour  la  mesure  de- l’autre.  C’est 
une  des  raisons  qui  ont  engagé  les  géomètres  à prendre  l’arc  AB 
pour  mesure  de  l'angle  ACB  , quoiqu’il  soit  plus  naturel  de  me- 
surer une  grandeur  avec  une  autre  de  même  espèce.  Il  est  évident 
que  cet  angle  serait  droit,  si  l'arc  AB  était  le  quart  de  la  circon- 
férence entière. 

3q.  On  tire  pour  conséquence  de  ce  qui  précède  , que  deux  Fig.  a4. 
secteurs  pris  dans  le  même  cercle , ou  dans  des  cercles  égaux , sont 
entre  eux  comme  leurs  arcs  respectifs ; ainsi  les  arcs  qui  servent 
de  mesure  aux  angles , peuvent  aussi  en  servir  aux  secteurs  d'un 
même  cercle. 


AO.  Tout  angle  inscrit  ou  formé  par  deux  cordes , a pour  mesure 
la  moitié  de  l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

Supposons  que  l’un  des  côtés  de  l’angle  ACB  soit  un  diamètre, 
le  côté  CB,  par  exemple  ; et  menons  par  le  centre  O,  la  droite  EF 
parallèle  à.  AC. 

L’angle  au  centre  FOB  est  égal  à l’angle  C,  comme  correspon- 
dant; ainsi  la  mesure  de  l'un  est  celle  de  l'autre.  Déplus,  l'arc 
F B = CE  est  la  mesure  de  l’angle  FOB  ( n°  38),  et  les  arcs  AF,  CE 
sont  égaux  comme  étant  compris  entre  parallèles  (n®  37);  donc 

AB 

l’angle  C a pour,  mesure  BF  — — — . 

Si  le  centre  O est  dans  l’intérieur  de  l’angle  C,  soit  mené  le  Fig.  a5. 
diamètre  COD.  Les  mesures  respectives  des  angles  ACD , BCU 

sont  et  ^ - ; donc  l’angle  proposé  ACB  = ACD  -f-  DCB  a 

AD  BD  AB 

pour  mesure  — 1 — , c est-a-dire  — — . 


Enfin  si  le  centre  O est  extérieur  à l’angle  ACB , soit  mené  le  Fig.  26. 
diamètre  COD.  Il  est  visible  que  puisque  cet  angle  est  égal  à 

DA  BD  , ...  AB 

ACD  — BCD , sa  mesure  ss — , c est-a-dire  , rr . 

as  a 


4 1 . Un  angle  formé  par  une  corde  et  une  tangente , a pour  me - -pj„  2„ 
sure  la  moitié  de  l’arc  compris  entre  ses  côtés . 

Menons  le  diamètre  CD.  Si  l’angle  ACB , formé  par  la  corde  CB 
et  par  la  tangente  AC,  est  moindre  qu’un  droit,  le  diamètre  CD 


Digitized  by  Google 


328 


cours  ne  mathématiques. 


Pu.  I.  sera  en  dehors  de  eet  angle,  et  le  contraire  aura  lieii  pour  l’angle 
27 ‘ACF.  Dans  le  premier  cas,  ACB  — ACD  — BCD\  et  puisque 

CBD 

l'angle  ACD  eil  droit,  le  quart  de  la  circonférence  = en 

a 

sera  la  mesure  ( n°  38  ).  D’un  autre  côté , l’angle  11  CD  a pour  mesure 

BD  CBD  BD  CB 

— ; donc  la  mesure  de  1 angle  ACB  — — . 

2 6 2 a a 

Dans  le  second  cas,  on  a ACF  — ACD  -+-  DCF ; donc  l’angle 
CBD  DF  CBDF 

A Cl  a pour  mesure -+•  — - = : c'est-à-dire,  la 

' ‘ 2 2 2 ' 

moitié  de  Tare  compris  entre  ses  deux  côtés. 


Des  Polygones , et  de  leurs  principales  propriétés. 

. » ' * *,  ", 

4a.  Les  surfaces  planes  terminées  par  plusieurs  lignes  droites 
ou  côtés,  se  nomment  polygones.  Le  plus  simple  de  tous  est  le 
triangle  , dont  nous  avons  déjà  examiné  quelques  propriétés. 

Le  triangle,  considéré  par  rapport  à ses  côtés , se  nomme 

Equilatéral , quand  ses  trois  côtés  sont  égaux  ; 

Isoscèle  , quand  il  a seulement  deux  côtés  égaux; 

Scalène , quand  ses  trois  côtés  sont  inégaux. 

Considéré  par  rapport  à ses  angles  , il  est 

Rectangle,  lorsqu’il  a un  angle  droit; 

Obtusangle , lorsqu’il  a un  angle  obtus; 

Acutangle , lorsque  ses  trois  angles  sont  aigus; 

Equiangle  , lorsque  ses  trois  angles  sont  égaux. 

Dans  le  triangle  rectangle,  le  côté  opposé  à l’angle  droit  se 
nomme  hypoténuse. 

Après  le  polygone  de  trois  côtés  ou  le  triangle,  Vient  le  po- 
lygone . ;.\ 

de  4 c4l‘‘,  qu’on  nomme  . . Quadrilatère ; 


5  Pentagone  i 

6  Hexagone  ; 

7  Eptagone  ; 

8  Octogone 

9 . Ennéagone  ; 

10 . Décagone. 


Cette  nomenclature  ne  s’étend  guère  au-delà  du  décagone;  ce- 
pendant on  nomme  encore  dodécagone  le  polygone  de  1 2 côtés  ; 
'et  pentédécagone  celui  de  i5  côtés. 

Fig.  28.  Le  quadrilatère,  qui  a lfes  côtés  opposés  parallèles,  se  nomme 
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parallélogramme  ; il  prend  le  nom  de  rectangle , si  ses  angles  sont  I'l.  1. 
droits.  ' 

Le  losange  ou  rhombe  est  un  parallélogramme  dont  les  quatre  Fig.  29- 
côtes  sont  égaux. 

Le  quarré  est  le  parallélogramme  dont  les  angles  sont  droits  et  Fig.  3o- 
les  côtés  égaux. 

Un  polygone  qui  est  à la  fois  équianglc  et  équilatéral,  se  nomme 
polygone  régulier. 

Toute  ligne  tirée  du  sommet  d’un  angle  à celui  d’un  autre  angle  , 
dans  l’intérieur  d’un  polygone,  se  nomme  diagonale. 

43.  Les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne, pris  ensemble,  valent 
deux  angles  droits. 

Si  on  prolonge  le  côté  AC , et  que  l’on  mène  CE  parallèle  h AB,  *’ 
les  angles  A et  DCE  seront  égaux  comme  correspondans.  De  même 
les  angles  B et  BCE  seront  égaux  comme  alterncs-internes.  Mais 
les  trois  angles  ECD , BCE , ACB  valent  ensemble  deux  angles 
droits;  donc  aussi  les  trois  angles  d’un  triangle  rectiligne  sont 
égaux  à deux  droits. 

11  suit  évidemment  de  là  , i°  que  l’angle  extérieur  BCD  vaut  la 
somme  des  deux  intérieurs  opposés  A et  B. 

20  Que  si  un  des  angles  d’un  triangle  est  droit,  chacun  des  deux 
autres  angles  est  aigu,  et  la  somme  de  ceux-ci  est  égale  à un  angle 
droit. 


44-  La  somme  des  angles  intérieurs  d’un  polygone  est  égale  à Fig.  52 
autant  de  fois  deux  angles  droits  , qu'il  y a de  côtes  moins  deux.  et  ' 

Si  par  le  même  point  A l’on  mène  , à tous  les  sommets  des  angles 
opposés  , des  diagonales  AC,  AD . : . il  est  aisé  de  voir  que  le  po- 
lygonesera  partagé  en  autant  de  triangles  que  ce  polygone  a de  côtés 
moins  deux.  Or  la  somme  de  tous  les  angles  de  ces  triangles  forme 
celle  des  angles  du  polygone;  donc  cette  somme  est  égale  a autant 
de  fois  deux  angles  droits  qu’il  y a de  côtés  moins  deux  dans  le 
polygone.  A.insi  dans  le  cas  de  la  figure  3>  qui  représente  un  pen- 
tagone, la  somme  des  angles  intérieurs  est  égale  à trois  fois  deux 
angles  droits,  ou  à six  angles  droits. 

Si  on  désigne  par  n le  nombre  des  côtés  du  polygone  proposé  , 
par  s la  somme  de  scs  angles , et  par  D l’angle  droit,  on  aura  eu 
général 

s — (n  — 2 ) X 2 D. 


45.  Maintenant  il  est  facile  de  démontrer  que  si  on  prolonge  Fig.  33. 
dans  le  même  sens  les  côtés  d’un  polygone  convexe,  c’est-à-dire 
d'un  polygone  qui  n'a  que  des  angles  saillans , la  somme  de  tous  les 
angles  extérieurs  sera  toujours  égale  à quatre  angles  droits. 


En  effet,  tous  les  angles  , tant  intérieurs  qu'extérieurs,  valent 
autant  de  fois  deux  angles  droits  qu’il  y a de  côtés,  oa  n X 1 21  " 
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pi..  L retranchant  de  cette  valeur  celle  de  s trouvée  ci-dessus  ( n°  44  ) , 
Fig.  '33.  on  a — n -f-  a j X aD  — \D  pour  celle  des  angles  extérieurs  ; 
donc,  etc. 

Cette  proposition  et  la  précédente  sont  principalement  utiles 
pour  s'assurer  que  l’on  n’a  point  commis  d’erreur  dans  la  mesure 
des  angles  d’un  polygone  tracé  sur  le  terrain  , comme  on  le  verra 
par  la  suite.  ' . 


VV\  VW  V%-»WVWKM.vvMVVt.V«.»i^XWV%W\W\VV*.*iV*, 

CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  LIGNES  PROPORTIONNELLES  ; SIMILITUDE  DES 
' TRIANGLES  ET  DES  POLYGONES. 

Fig.  54.  /,6.  Des  droites  parallèles  , BE , CF , DG , qui  divisent  en  parties 

égales , AB  , BC , CD , un  des  côtés  IM  A d’un  triangle  , divisent  pa- 
reillement en  parties  égales  AE,  EF,  FG,  un  autre  côté  AH  de  ce 
triangle  , si  elles  sont  en  même  temps  parallèles  au  troisième  côté 
MN. 

Pour  le  prouver , soient  menées  à la  droite  AM  les  parallèles 
Ex , Fy,  Gz...  Les  triangles  ABE,  ExF,  FyG...  seront  égaux  ; car 
les  lignes  Ex,  Fy ...  étant  respectivement  égales  à BC,  CD...  comme 
parallèles  comprises  entre  parallèles,  sont  égales  entre  elles  (n"  3i); 
déplus,  les  angles  BAE,  xEF...  sont  égaux  comme  correspon- 
dans  ; enfin  , les  angles  ABE , ExF...  sont  aussi  égaux,  parce  qu’ils 
ont  l’ouverture  dirigée  dans  le  même  sens  et  les  côtés  parallèles 
( n°  3a).  Les  triangles  dont  il  s’agit  ont  donc  , chacun  à chacun  , 
un  côté  égal  adjacent  à deux  angles  égaux;  donc  ils  sont  égaux; 
donc  AE  — EF  — FG  — etc. 

Concluons  de  là,  que  quel  que  soit  le  rapport  des  deux  lignes 
AB,  AE , leurs  multiples  respectifs  AD,  AG,  seront  dans  le  même 
rapport,  c’est-à-dire  que  l’on  aura 

AB  : AE  : : AD  : AG  : : n y.  AB  : n Y,  AE , 
n étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Fig-  35.  Donc  si  dans  le  triangle  ABC,  une  droite  DE  menée  parallèlement 
à AC  divise  le  côté  AB  en  deux  parties  BD,  AD  cominensurables, 
celte  droite  divisera  aussi  la  ligne  BC  dans  le  même  rapport. 

En  général,  quel  que  soit  le  rapport  de  BD  à AD,  on  aura 
toujours 

BD  : AD  : : BE  : EC 

ou  ab  : bd  ; ; bc  : be  ; 

çar,  supposons  que  l’on  ait  au  contraire 

ab  : bd  ::  bc  : bf. 
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Si  on  divise  BC  en  un  assez,  grand  nombre  de  parties  égales  , pour  Pr.  I. 
qu’il  tombe  un  point  de  division  I entre  E , F , et  que  par  le  point  ^'g-  35. 
/on  mène  la  droite  IK  parallèle  à AC , on  aura  , en  vertu  de  la 
commensurabililé , 

ab  : bk  : : bc  : bi; 


or  de  cette  proportion  et  de  la  précédente,  on  tire  nécessairement 
celle-ci , 


BD  : BK  : : BF  : BI; 

laquelle  ne  peut  subsister  , puisque  BD  étanfplus  petit  que  BK  , il 
faudrait  que  BF  fût  plus  petit  que  BT , et  au  contraire  il  est  plus 
grand.  Le  quatrième  terme  de  la  proportion  hypothétique  ne  peut 
donc  pas  être  plus  grand  que  BE : on  démontrerait  de  même  qu’il 
ne  peut  pas  être  plus  petit;  donc  BF  — BE  ; donc,  etc. 

Réciproquement  « deux  côtés  d'un  triangle  sont  coupés  par  une  Fig.  30. 
droite  , en  parties  proportionnelles  , cette  droite  sera  parallèle  au 
troisième  côté. 

Car  si  dans  le  triangle  CAB  on  avait 

ca  : Ca'  ::  cb  : cd, 

et  que  a'D  ne  fût  pas  parallèle  à AB , on  pourrait  toujours  par  le 
point  a1  faire  passer  une  droite  a1  b1  parallèle  à AB,  et  qui 
donnerait 

» , 
ca  : Ca<  ::  cb  : w-. 


mais  cette  proportion  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  qua- 
trième terme  ; donc  Cb 1 — CD  , et  les  droites  a'D  , a1  b'  se  con- 
fondent. 


47-  On  appelle  triangles  semblables , ceux  qui  ont  les  angles 
égaux  chacun  à chacun , et  les  côtés  homologues  proportionnels. 
Par  côtés  homologues  , on  entend  ceux  qui  ont  la  même  position 
dans  ces  figures , ou  qui  sont  adjacens  à des  angles  égaux  ; ces 
angles  eux-mêmes  s’appellent  angles  homologues. 

48.  Deux  triangles  équiangles  ont  les  côtés  homologues  propos 
tionnels,  et  sont  par  conséquent  semblables. 

Prenons  sur  les  côtés  AC,  CB  du  grand  triangle,  les  parties 
Ca' , Cb1  respectivement  égales  aux  côtés  ca,  cb  du  petit  triangle, 
et  tirons  la  droite  a'b1.  Le  triangle  a' Cb'  sera  égal  au  triangle 
acb , comme  ayant  l’un  et  l’autre  un  angle  égal  compris  entre 
côtés  égaux  chacun  à chacun , puisque  par  hypothèse  les  trian- 
gles ACB , acb  sont  équiangles.  Ainsi  la  droite  a'b'  sera  égale  à 
ab  et  parallèle  à AB , et  l’on  aura  par  le  théorème  précédent  , 

AC  l aci:  CB  : cb  -, 
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Tirant  b1  E parallèle  à AC,  on  anra 

en  : Cb<  ; : ab  : ae  ou 

CB  : cb  : : AB  : ab  ; 


A cause  de  AE  — a1  b'  — ab  ; comparant  cette  proportion  avec 
la  première,  on  a , à cause  du  rapport  commun  CB  : cb , cette 
suite  de  rapports 

AC  t ac  ; ; CB  \ cb  \ \ AB  ab  ; 

Donc  lorsque  deux  triangles  sont  équianglcs,  leurs  côtés  homo- 
logues sont  proportionnels. 


4g.  Deux  triangles  qui  ont.  les  côtés  respectivement  parallèles 
sont  donc  semblables , car  ils  sont  équianglcs  f n°  3a). 

On  prouverait  de  la  même  manière,  que  deux  triangles  qui 
ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels , sont  sem- 
blables. 

Car  de  ce  que  par  exemple  C — c et 

AC  : ac  ; * CB  : cb  ; 


On  conclut,  n°  /,6,  que  si  l’on  plaçait  acb  sur  A CB , ab  se- 
rait parallèle  a AB,  les  angles  A et  a,  B et  b,  seraient  donc 
égaux;  et  «es  triangles  étant  équianglcs  seraient  semblables,  *. 

* . t*  , . - . 

Pl.  II.  5o.  Lorsque  deux  triangles  ont  les  côtés  homologues  propor- 
Fig.  37.  tiônnels  , ces  triangles  sont  semblables. 

Supposons  que  dans  les  triangles  ABC , abc , on  ait 

AB  ; ab  ; ; AC  : ac  ; ; BC  : bc; 

il  s'agit  de  prouver  que  A = a , B zz.b , C ~ c.  Pour  cet  effet , 
l’on  construira  le  triangle  adb  équiauglc  au  triangle  ACB , de  ma- 
nière que  l’on  ait  l’angle  abd  — B , et  l'angle  bad  = A.  Alors  par 
Je  théorème  précédent,  on  aura 

AB  ; ab  ;;  AC  : ad  ::  BC  : bd ; 
mais  par  supposition  , 

AB  ; ab  ::  AC  \ ac  w BC  : bc  ; 

donc  ad  — ac , et  bd  — bc  ; donc  les  deux  triangles  adb , acb  sont 
égaux  : mais  le  premier  est  équiangle  au  triangle  ACB  ; donc  celui- 
ci  et  le  triangle  acb  sont  équiangles  et  semblables. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que,  pour  s’assurer  que  deux  trian- 
gles sont  semblables , il  sujfit  de  voir  s'ils  ont  deux  angles  égaux 
chacun  à chacun,  ou  les  côtés  homologues  proportionnels. 

Fig.  38.  5 I • Deux  triangles  sont  semblables , lorsque  leurs  côtés  sont  per- 

pendiculaires chacun  à chacun. 

Soient  de,  df,  ef  respectivement  perpendiculaires  à AC,  AB  , 
CB.  Dans  le  quadrilatère  Cxey,  les  quatre  angles  valent  ensemble 
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quatre  angles  droits,  et  par  hypothèse  les  angle*  en  x et  y sontPL.  II. 
droits;  donc  les  deux  restans  C,  dey  valent  deux  angles  droits  : Fig.  38. 
mais  les  deux  angles  dey , def  valent  cux-mêiucs  deux  droits,  donc 
l’angle  def  ~ C.  On  prouverait  pareillement  que  l’angle  fde  ■=.  A, 
et  que  l’angle  dfe  — B ; donc  les  deux  triangles  ACB,  def  qui  ont 
les  côtés  perpendiculaires  chacun  à chacun,  sont  équiangles;  donc 
ils  sont  semblables. 

Il  est  remarquable  que  les  côtés  homologues  sont  ceux  qui  sont 
perpendiculaires  entre  eux;  ainsi  on  tire  sur-le-champ, 

ab  : df  ; : ac  : de  ; : ne  : ef. 

Nous  avons  supposé  qu'un  triangle  était  renfermé  dans  l’autre; 
mais  si  cette  circonstance  n’avait  pas  lieu,  on  pourrait  imaginer 
un  troisième  triangle  def  intérieur,  dont  les  côtés  seraient  parallèles 
à ceux  du  triangle  comparé  à ABC , et  alors  la  démonstration  pré- 
cédente rentrerait  dans  le  cas  de  la  ligure  actuelle. 

J 5a.  Deux  parallèles  menées  à travers  des  droites  qui  partent  Fig.  5g. 
d’un  meme  point , sont  coupées  en  parties  proportionnelles  par  ces 
droites. 

Si  les  droites  BC , bc  sont  parallèles,  on  aura,  BD  : bd  :: 

DE  : de  ::  EC  : ec ; car  puisque  bd  est  parallèle  à BD,  le  triangle 
Abd  est  équiangle  à ABD , cl  l’on  a la  proportion. 

BD  : bd  ::  AD  : Ad  ; 

par  la  même  raison,  les  triangles  A DE,  Ade  c tant  équiangles, 
donnent 

DE  : de  : : AD  ; Ad ; 

donc  à cause  du  rapport  commun  AD  ; Ad,  on  a 

bd  : bd  : : de  : de. 

On  trouverait  semblablement,  que 

DE  : de  II  EC,  I ec  ; 

donc  la  ligne  bc  est  divisée  aux  points  d,  e,  comme  la  ligne  BCVésl 
aux  points  D , E.  • 

Il  suit  de  là  que  si  BC  était  divisée  en  parties  égales , sa  paral- 
lèle bc  serait  de  même  divisée  en  parties  égales. 

* 

55-  Si  de  l’angle  droit  d’un  triangle  rectangle,  on  abaisse  une  Fig.  4o. 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse, 

i°  Celte  perpendiculaire  partagera  le  triangle  en  deux  autres  qui 
lui  seront  semblables  ; 

a°  Elle  sera  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segmens  de 
l’hypoténuse. 

3°  Chaque  côté  de  l’angle  droit  du  triangle  proposé , sera 
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Pl.  U.  moyen  proportionnel  entre  l’hypoténuse  entière  et  le  segment  ad- 
Pig.  4o ■ jurent. 

Le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A , et  la  perpendiculaire  AD 
abaissée  du  point  A sur  l'hypoténuse  CB , partagera  ce  triangle  en 
deux  autres  triangles  semblables  entre  eux  et  au  grand  triangle; 
car  les  angles  b,  c valant  ensemble  un  angle  droit,  ainsi  que  les 
angles  b,C , on  a nécessairement  C=  c , par  la  même  raison  /?=  b; 
donc  les  deux  triangles  ACD,  ADB  sont  équiangles  entre  eux 
et  au  triangle  ACB , donc  ils  sont  semblables.  Ainsi  en  comparant 
les  côtés  homologues  des  deux  premiers,  on  aura 

cd:  ad  : : ad  : db; 

c’est-à-dire  que  la  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportion- 
nelle entre  les  deux  segmens  CD,  BD  de  l’hypoténuse. 

Comparant  en  outre  les  côtés  homologues  des  deux  triangles 
semblables  ACB  , ACD , on  aura 

cd  : ac::  ac  : bc;  (i ) 

et  il  est  évident  que  l’on  aura  de  même, 

BD  : AB  ::  AB  : BC.  (a) 

Donc  un  des  côtés  de  l’angle  droit  d'un  triangle  rectangle,  est 
moyen  proportionnel  entre  l'hypoténuse  entière  et  le  segment  ad- 
jacent. 

Des  deux  proportions  (a)  et  (i),  l’on  tire 

~ABZ  = BC  X BD^ÂC1  — BC  X CD; 
ajoutant  ces  deux  équations  membre  à membre,  il  vient 

~7b1  -4- "37c1  = BC  ( BD  -j-  CF)-, 

mais  BD  CD  — BC  ; donc  AB1  -f-  AC 1 = BC* ; 

c’est-à-dire  que  la  somme  des  secondes  puissances  ou  des  quarrés 
des  côtés  de.  l'angle  droit , est  égale  à la  seconde  puissance  ou  au 
quarré  de  V hypoténuse. 

Nous  parviendrons  bientôt  à cette  proposition  importante,  par 
une  méthode  indépendante  de  la  similitude  des  triangles. 


Des  propriétés  du  Cercle. 

Fig.  4i.  54.  Les  parties  de  deux  cordes  qui  se  coupent  dans  le  cercle,  sont 

réciproquement  proportionnelles. 

Les  triangles  AED , CEB  sont  semblables,  car  ils  sont  cquian- 
gles.  En  effet,  les  angles  en  E sont  égaux  comme  étant  opposés  par 
le  sommet;  et  les  angles  A , C sont  aussi  égaux,  parce  qu’ils  ont 
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chacun  pour  mesure  la  moitié  de  l’are  BD  ; ainsi  les  côtés  liomolor  Pt.  II. 
gués  de  ces  triangles  donnent 

ae  : ec  : : ed  : eb  -, 

donc  les  parties  d’une  conle  forment  les  extrêmes  d’urne  proportion  , 
et  les  parties  de  l’autre  corde  en  forment  les  moyens. 

Si  l’une  des  cordes,  AB  par  exemple,  était  un  diamètre,  et  que  Fig.  4a. 
l'autre  corde  CD  lui  fût  perpendiculaire,  on  aurait  évidemment 
EC=  ED  ; donc  la  proportion  précédente  deviendrait 

ae  : ec::  ec:  eb-,  d’où e&  — ae x eb. 

Il  suit  de  là  que  toute  perpendiculaire  EC  au  diamètre  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segrnens  qu’elle  forme 
sur  ce  diamètre  ; propriété  qui  dérive  aussi  immédiatement  de  celle 
du  triangle  rectangle  ACB  ( n°  précèdent  ).  Ce  même  triangle  fait 
connaître  en  outre  que  la  corde  AC  est  moyenne  proportionnelle 
entre  le  diamètre  AB  , et  le  segment  adjacent  AE. 

55.  Si  cTun  point  pris  hors  d’un  cercle,  on  mène  deux  sécantes  ^lo-  43. 
terminées  à la  partie  concave  de  la  circonférence , ces  sécantes 
entières  seront  réciproquement  proportionnelles  à leurs  parties  ex- 
térieures. 

Les  triangles  ABD,  EBC  ont  un  angle  commun  en  B.  De  plus^Z 
= C ( n°  4o)  ; donc  ces  triangles  sont  semblables  (n°  /*8  ),  et  leurs 
côtés  homologues  donnent 

ab  : bc  ::bd  : be. 

Une  des  sécantes  entières  et  sa  partie  hors  du  cercle , sont  donc 
les  extrêmes  d’une  proportion,  tandis  que  l’autre  sécante  et  sa  partie 
extérieure  en  forment  les  moyens. 

56.  Toute  tangente  au  cercle , est  moyenne  proportionnelle  entre  F’g-  44. 
la  sécante  entière  et  sa  partie  extérieure. 

Les  triangles  ACB,  ADB  sont  semblables,  car  ils  ont  un  angle 
commun  en  B ; de  plus,  l’angle  inscrit  C,  et  l’angle  B AD  formé  par 
une  tangente  et  une  corde,  ont  chacun  pour  mesure  la  moitié  de 
l’arc  AD  (n°®  4°  *<■  4*  ) » donc, 

BC  : AB  : ; AB  : BD ; d’o ô~ZbL  = BC  X BD. 

t 

Des  propriétés  des  Polygones  réguliers  inscrits  et  cir- 
conscrits au  cercle , et  du  rapport  approché  du  dia- 
mètre à la  circonférence. 

57.  Deux  polygones  quelconques  sont  semblables , lorsqu'ils  ont 
les  angles  égaux  chacun  à chacun , et  les  côtés  homologues  pro- 
portionnels. 
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58.  Deux  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  dé  côtés , sont 
‘des  figures  semblables. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  hexagones  réguliers  ABCDEF  , 
abedef.  La  somme  drs  angles  étant  la  même  dans  l'une  et  dans 
l'autre  figure , et  étant  égale  à huit  angles  droits  (n°44),  l’angle 
BAF  est  le  sixième  de  celte  somme,  aussi  bien  que  l'angle  bafi ; 
donc  BAF — bnf  : il  en  est  par  conséquent  de  même  des  autres 
angles  des  polygones;  donc  ces  polygones  sont  équiangles.  De  plus, 
puisque  par  la  nature  de  ces  figures,  AB  — BC  =...,  et  ab  = 
bc  il  est  évident  que  l’on  a la  proportion  , 

AB  : ab  ::  BC  : bc  ::  CD  : cd  , etc. 

Donc  les  deux  polygones  dont  il  s’agit  ont  les  angles  égaux  et  les 
côtés  homologues  proportionnels;  donc  ils  sont  semblables. 

De  cette  suite  de  rapports  égaux , i’on  tire  celle  nouvelle  pro- 
portion , 

AB  -h*  BC  -f-  CD ...  AF',  ab  -J—  bc  -|-  cd...  afi  '.  ; AB  '.  ab  ; 

donc  les  périmètres  ou  contours  de  deux  polygones  réguliers  d’un 
même  nombre  de  côtés  , sont  entre  eux  comme  leurs  côtes  homolo- 
gues. 

5g-  Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  et  circonscrit  au 
cercle.  > , . 

Supposons  que  le  point  O soit  le  centre  du  cercle  dont  la  cir- 
conférence passe  par  les  trois  points  A , B , C;  il  s’agit  de  prouver 
qu’elle  passera  en  même  temps  par  les  points  D , E...  Pour  le  prou- 
ver, abaissons  la  perpendiculaire  OH  sur  BC ; alors  les  quadrila- 
tères OHCD , OHBA  seront  égaux,  parce  que  si  on  plie  la  figure 
ABCD  .suivant  OH , le  point  C tombera  en  B , puisque  B H — CH  ; 
et  à cause  de  l’égalité  des  angles  du  polygone,  le  côté  CD  coïnci- 
dera avec  AB , et  la  droite  Oü  avec  AO.  Mais  AO  est  un  rayon; 
donc  OD  en  est  un  aussi;  donc  enfin  la  circonférence  qui  passe 
par  A , B,  C,  passe  de  même  par  D. 

On  prouverait  par  un  raisonnement  semblable,  que  cette  circon- 
férence doit  passerpar  le  point  E,  et  ainsi  de  suite  ; donc  tout  po- 
lygone  régulier  est  inscriptible  dans  un  cercle. 

En  second  lieu,  il  est  évident  que  toutes  les  perpendiculaires, 
telles  que  Oïl , abaissées  du  centre  O du  polygone  sur  scs  côtés, 
sont  égales;  donc  si  du  point  O comme  centre,  et  du  rayon  OH , 
on  décrit  une  circonférence,  elle  touchera  tous  les  côtés  du  poly- 
gone, chacun  en  son  milieu,  et  le  polygone  sera  circonscrit  à cette 
circonférence. 

Le  rayon  du  cercle  inscrit  se  nomme  aussi  apothème  du  po- 
lygone. 

Il  suit  de  là  qne  les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  d’un 
meme  nombre  de  côtés , sont  proportionnels  aux  rayons  des  cercles 
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inscrits  ou  circonscrits  ; car  ces  périmètres  sont  entre  eux  comme  Pl.  II. 
les  côtés  homologues  AB  et  ab , et  ces  côtés  sont  proportionnels 
aux  rayons  O B et  ob , ou  OH  et  oh. 

6o.  Deux  polygones  semblables  sont  composés  d’un  même  nom-  Fig.  4G. 
bre  de  triangles  semblables  chacun  h chacun , et  semblablement 
disposés. 

Les  polygones  semblables  ABC...,  abc...,  sont  évidemment  com- 
posés d’un  même  nombre  de  triangles  disposés  de  la  même  manière. 
Déplus,  le  triangle  T est  semblable  au  triangle  t,  comme  ayant 
chacun  un  angle  égal  compris  entre  côtes  proportionnels;  ainsi 
l’angle  ËBC  = ebc ; on  a dprtc, 

< • • AB  \ ab  \ \ BE  \ bc  ; 

d’ailleurs , 

ab  : ab  ::  bc  : bc+ 

donc 

BE  : be  : : BC  : bc;,  . 

donc  le  triangle  T1  est  semblable  au  triangle  t1  (n°  49).  On  prou- 
verait de  même  que  T1  et  é1  sont  semblables;  donc,  etc. 

6 1 • Le  côté  de  l’hexagone  régulier  inscrit , est  égal  au  rayon.  Fig.  45. 

En  cf£et , l'angle  au  centre  AOB,  est  le  sixième  de  4 angles 
droits , ou  les  deux  tiers  d’un  angle  droit  pris  pour  nnité  de  me- 
sure. Les  deux  autres  angles  égaux  ABO,  BAO , du  même  trian- 
gle, valent  donc  ensemble  a — ou  j;  ainsi  chacun  égale  | d’un 
droit.  Donc  le  triangle  AOB  est  équilatéral  ; donc  le  côté  de  l'hexa- 
gone inscrit  est  égal  au  rayon. 

62.  Le  côté  du  décagone  régulier  est  égal  à la  plus  grande  Fig.  47. 
partie  du  rayon  du  cercle  circonscrit  , divisé  en  moyenne  et  extrême 
raison . 

Une  ligne  est  dite  divisée  en  moyenne  et  extrême  raison , lorsque 
sa  plus  grande  partie  est  moyenne  proportionnelle  entre  l’autre 
partie  et  la  ligne  entière. 

Cela  posé,  soit  AB , le  côté  du  décagone  régulier.  Alors,  l'angle 
O est  le  dixième  de  4 angles  droits , ou  les  \ d'un  seul  ; et , en  vertu 
du  n°  41,  il  reste  pour  les  deux  autres  angles  égaux  À,  OBA , 

2 - d’un  droit,  ou  |;  ce  qui  donne  pourcliacun  Maintenant, 

si  l’on  divise  l’angle  OBA  en  deux  parties  égales  par  la  droite  BM, 
le  triangle  ABM  sera  semblable  au  triangle  ABO , puisque  l’angle 
A leur  est  commun,  et  que  l’angle  ABM  =.  J d’angle  droit  = O; 
de  plus,  le  triangle  BMO  sera  isoscèle  ; ainsi  l’on  aura  AB  ■=. 

BM  = MO.  Mais  la  similitude  des  triangler  ABO , ABM , donne 

ao  : ab  ;;  ab  : am; 
donc  ao  : mo:  : mo  : am; 
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Pl.  II.  donc  le  rayon  AO  est  partagé  au  point  M , en  moyenne  et  extrême 
raison  ; donc , enfin , le  côté  AB  du  décagone  régulier  est  égal  à MO, 
c’est-à-dire  au  plus  grand  des  deux  scgmens. 

Fig.  48.  63.  Toute  ligne  courbe  ou  polygonale  qui  enveloppe  , d'une  ex- 

trémité à Vautre , une  ligne  convexe  , est  plus  longue  que  la  ligne 
enveloppée. 

On  entend  par  ligne  convexe,  toute  ligne  qui  ne  peut  être  coupée 
qu’en  deux  points  par  une  droite. 

Soit  AMB,  cette  ligne  convexe.  Si  elle  n’est  pas  plus  petite  que 
toutes  celles  qui  l’enveloppent,  il  existera  parmi  ces  dernières, 
une  ligne  plus  courte  que  toutes  le*  autres  et  qui  sera  plus  petite 
que  AMB,  ou  tout  au  pins  égale  à AMB.  Soit  ACDB , cette  ligne 
enveloppante  : entre  ces  deux  lignes  , menez  à volonté  la  droiteFF 
qui  ne  rencontre  point  AMB,  ou  qui  ne  fasse  que  la  toucher.  Cette 
droite  étant  plus  courte  que  ECDF,  il  s’ensuit  que  la  nouvelle 
ligne  enveloppante  A£FB  ,e st  plus  petite  que  la  première  ACDB. 
Mais  par  hypothèse,  celle-ci  doit  être  la  plus  courte  de  toutes;  donc 
cette  hypothèse  ne  peut  subsister,  donc  toutes  les  lignes  envelop- 
pantes sont  plus  longues  que  AMB. 

Il  suit  delà,  i°  que  l’on  peut  trouver  une  ligne  enveloppante 
qui  diffère  aussi  peu  qu'on  voudra  de  la  ligne  enveloppée;  2"  que 
l’on  peut  circonscrire  à un  cercle  un  polygone  régulier , dont  l’ex- 
cès du  périmètre  sur  la  circonférence,  ou  l'excès  de  la  surface  du 
polygone  sur  la  surface  du  cercle,  soit  plus  petite  qu’aucune  quan- 
tité donnée. Le- cercle  est  dope  la  limite  des  polygones  circonscrits; 
il  l’est  aussi  des  polygones  inscrits. 

64-  Tes  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les 
diamètres. 

Ire  Démonstration  : Si  on  désigne  par  P et  P1  les  périmètres 
des  polygones  semblables,  circonscrits  respectivement 'aux  cercles 
dont  les  rayons  sont  R,  R1 , on  aura,  parce  qui  précède  (Corol- 
laire n°  59), 

JP R_ 

P ' — B‘  ’ 

de  plus,  si  l’on  conçoit  que  le  nombre  des  côtés  de  ces  polygones 
soit  assez  grand  , pour  que  les  différences  entre  leurs  périmètres 
. et  la  circonférence  du  cercle  auquel  chacun  d’eux  est  circonscrit, 
soient  au-dessous  de  toute  grandeur  assignable , la  différence  du 

Q p 

rapport  des  circonférences  , au  rapport  des  contours  des 

polygones , pourra  être  réduite  à tel  degré  de  petitesse  que  l’on 
voudra.  Cette  différence  étant  aussi  celle  des  rapports  invariables 

C R P R , 

-gy  et  , puisque  -p-  — -^7-,  u s ensuit  que  la  différence 
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C R p 

entre  et  est  au-dessous  de  toute  grandeur  donnée;  donc  ^ ^ 

ces  rapports  sont  égaux;  donc,  enfin, 

— = ou  c : o ::r  : R'  ::*r  ■.  ^r': \d:d>, 

en  désignant  les  diamètres  par  D,  D'. 

Il*  Démonstration  : Voici  une  autre  manière  de  démontrer  cette 
proposition. 

En  imaginant  deux  polygones  semblables  circonscrits  aux  deux 
cercles,  et  dont  le  nombre  des  côtés  infiniment  petits  soit  infini, 
c’est-à-dire,  soit  plus  grand  que  toute  quantité  assignable,  les 
contours  de  ces  polygones  différeront  infiniment  peu  des  circonfé- 
rences correspondantes  , ou,  ce  qui  est  pour  ainsi  dire  de  même, 
s’identifieront  avec  ces  circonférences.  On  peut  donc  prendre  les 
périmètres  de  ces  polygones  pour  les  circonférences  mêmes  des  cer- 
cles; mais  par  le  théorème  du  n°  5g,  ces  périmètres  sont  entre 
eux  comme  les  rayons  des  cercles  circonscrits;  donc,  etc. 

Il  résulte  de  là  que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
est  le  même  dans  tous  les  cercles.  Si  donc  désigne  ce  rapport, 
ou  , ce  qui  revient  au  même,  la  circonférence  d’un  cercle  dont  le 
diamètre  i , on  aura  en  général  » 

i : • : : ait  : c , 

c 

ou  bien  C — 2 mR,  et  R — . 

. 2* 

C’est  à l'aide  de  ces  formules  que  l’on  calcule  la  circonférence 
C d’un  cercle,  lorsque  le  rayon  R est  connu,  ou  que  l’on  calcule 
son  rayon  , quand  sa  circonférence  est  donnée. 

Suivant  Archimède,  le  rapport  m =y,  du  moins,  à peu  de 
chose  près;  c’est-à-dire  , que  si  le  diamètre  d’un  cercle  rr  7 , sa 
circonférence  est  assez  exactement  aa.  Ce  géomètre,  pour  détermi- 
ner ce  rapport  approché , inscrivit  et  circonscrivit  au  cercle  un 
polygotie  régulier  de  96  côtés,  en  partant  de  l’hexagone  dont  le  côté 
est  égal  au  rayon  du  cercle  circonscrit;  et  il  trouva  pour  résultat , 
que  la  circonférence  de  ce  cercle  était  ■<  3 'A  et  > 3 jf , ce  qui 
donne  en  effet  le  rapport  de  1 : 3 f ou  7 : aa.  Depuis,  on  a 
trouvé  des  rapports  beaucoup  plus  approchés  , et  celui  de  Mélius 
est  un  de  ceux-là  , puisque  étant  évalué  en  décimales  , il  donne 
ff|  = 3,1415929,  résultat  vrai  jusqu’au  sixième  chiffre  déci- 
mal. Dans  les  calculs  qui  n’exigent  pas  une  grande  précision, 
l’on  ne  fait  usage  que  de  ce  dernier  rapport  réduit  à celui-ci, 

4T  = 3, 14. 

65.  La  détermination  du  rapport  approché  de  la  circonférence 
au  diamètre,  exige  que  l’on  sache  résoudre  les  deux  problèmes 
suivans. 
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Pi.  U.  Ier  PROBLÈME  : Etant  donnée  la  corde  d'un  arc , trouver  la 
F'g-  4g.  corde  de  sa  moitié. 

Soit  AB  = a , la  corde  donnée  ; AB<  — a',  la  corde  cher- 
chée; et  AC  — r , le  rayon  du  cercle  connu. 

En  vertu  du  n°  54,  AB 1 est  moyenne  proportionnelle  entre  le 
diamètre  B'D  et  le  segment  B[  M adjacent  ; ainsi 

a'k  =.  a r X B’  M ; mais  B1  M — r — CM—  r — |/  r1 _a_l 

puisque  CMZ  — AC1  — AM1,  (n°  53)  ; donc 

a'1  = 2rÇ  r — r2 = 2 r»  — / V 4 A — a 2 ; 

donc 


a'  —V^ ir2 — r\/  tp2 — a*. 

Si  on  suppose  que  le  rayon  est  1 , on  a simplement 


a'  — V a — V 4 — a \ 

Pour  application,  considérons  a comme  le  côté  de  lhexagoi 
régulier  inscrit;  auquel  cas,  a — r ( nu  61  ),  et  a ' égale  le  cô 
du  dodécagone  réguITer.  On  a donc* 


ne 

côté 


a<  =zV  2—  V3  = 0,51763809  ; 

par  conséquent,  si  a»  désigne  le  côté  du  polygone  régulier 

de  24  côtés,  on  aura,  en  dénotant  d’ailleurs  - \7  < /. 

par  r1 , ,V  l*  8 J 

a"  — VS  1 — y/  4 — a'2  =r  V a — 2 r>  =o,26io5238, 

et  ainsi  de  suite  jusqu’au  polygone  de  96  côtés , dont  le  côté 
est 

a'r  = 0,06543817, 

et  le  périmètre  gba"'  — 6,282064. 

IIe  PROBLÈME  : Etant  donnée  le  périmètre  d'un  polygone  ré- 
gulier inscrit  dans  un  cercle  connu  , trouver  le  périmètre  d’un  poly- 
gone semblable  circonscrit  ' ' ’ 


Puisque  - V 4 qi 1 — ri  est  l’apothéme  du  dodécagone  ré- 

gulier  inscrit  , 1 V h -«"•=  r-  sera  l’apothême  du  polygone  de 
96  côtés.  Mais  le  rayon  ^Cdu  cercle  AB' B , est  l 'apothème  de  tons 
les  polygones  circonscrits  ; si  donc  A"  est  le  côté  du  polygone 
circonscrit  de  96  côtés,  on  aura  ( corollaire  p"  5g  ) , 

/,r  •’ 1 ::  u5atr  : 9^r=  = 6,285429; 
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partant , si  l’on  prend  pour  la  circonférencé  du  cercle  le  milieu  Pc.  II. 
entre  le  périmètre  élu  polygone  inscrit  et  celui  du  polygone  cir- 
conscrit , on  aura , 


1 • sn  &a"'  + 96^"'  , , a 

jcirc.  AC  — — = 3, 1 4 1 8 , 


rapport  exact,  à moins  de  3 dix  millièmes  près. 


CHAPITRE  III. 

DE  L’AIRE  DES  POLYGONES,  ET  DE  éELLE  DU  CERGLE. 

66.  On  appelle  aire,  la  surface  d’une  figure  quelconque,  consi- 
dérée par  rapport  à sa  grandeur. 

’ Deux  figures  de  formes  très-différentes,  et  qui  ont  des  aires 
égales , sont  dites  équivalentes  ; et  deux  figures  semblables  qui  peu- 
vent être  superposées,  sont  dites  égales. 

Mesurer  une  surface,  c’est  chercher  combien  de  fois  elle  contient 
une  autre  surface  prise  pour  unité  de  mesure.  L’unité  de  mesure  est 
le  quârré. 

La  hauteur  d’un  triangle  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  Fig.  5o. 
sommet  d’un  de  ses  angles  sur  le  côté  opposé  que  l’on  nomme  la 
base.  Le  sommet  de  l’angle  opposé  à la  base , s'appelle  le  sommet  du 
triangle. 

La  hauteur  d’un  parallélogramme  est  la  perpendiculaire  qui  Fig.  Si. 
mesure  la  distance  de  deux  côtés  opposés,  que  l’on  nomme  bases. 

La  hauteur  d’un  trapèze  est  la  perpendiculaire  comprise  entre  Fig.  52. 
ses  deux  bases  ou  côtés  parallèles. 

67.  Des  parallélogrammes  qui  ont  des  bases  égales  et  des  hau-  Fig.  53. 
teurs  égales , sont  équivalerts. 

Soient  les  parallélogrammes  ABCD,  ABEF , ayant  même  base 
JB  et  même  hauteur  DX ; il  est  clair , par  la  nature  de  ces  figures, 
que  les  côtés  AB,  DC  sont  égaux  entre  eux , ainsi  que  les  côtés  BE, 

JF  ( n°  3i  ).  II  est  évident  en  outre  que  si , des  lignes  égales  DC, 

FE , on  retranche  la  partie  commune  CF,  les  restes  DF , CE  se- 
ront égaux;  ainsi  les  deux  triangles  ADF,  BCE  sont  équilatéraux 
entre  eux  , et  par  conséquent  égaux. 

Maintenant,  si  du  quadrilatère  ABED , on  retranche  successi- 
vement les  triangles  égaux  BCE , ADF , les  restes  ABCD , ABEF 
seront  équivalens  , donc , etc. 

Il  suit  de  là  , que  tout  parallélogramme  est  équivalent  à un  rec- 
tangle de  même  base  et  de  meme  hauteur. 

Géométrie.  16 
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Pi..  U.  ()».  Tout  triangle  est  la  moitié  (l’un  parallélogramme  de  même 
Fh>.  5i.  l,asc  et  de  meme  hauteur. 

En  effet,  les  triangles  ABC,  ADC  sont  égaux  , comme  ayant  es 
trois  côtés  égaux  chacun  à chacun.  On  peut  donc  dire  , i*  qu'un 
t riangle  est  la  moitié  d'un  rectangle  de  meme  base  et  de  même  hau- 
teur que  tous  les  triangles  qui  ont  des  bases  égales  et  des  hau- 
teurs égales  , sont  équivalens. 


Fig 


55  6q.  Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme 

' leurs  bases  , et  réciproquement. 

Soient  les  deux  rectangles  ABDC,  EFHG  , ayant  même  hauteur 
AC.  Si  l’on  suppose  qu’une  ligne  m,  considérée  comme  unité  de 
mesure  linéaire,  soit  contenue  5 fois  dans  la  bas cAB,  et  3 fois 
dans  la  base  EF;  et  que  par  tous  les  points  de  divisions  r,  y 
p a,  on  élève  des  perpendiculaires  yy1 ...  , pp  > W- » ll!S 

rectangles  Ax> , xy> , Bp\  pq' seront  égaux.  Or  les  rcc- 
taneles  AD,  EH  contiennent  respectivement  autant  de  fois  un 
des  rectangles  partiels  , que  leurs  bases  AB,  EF  contiennent  de 
fois  la  ligne  m ; donc  , puisque  ces  bases  sont  dans  le  rapport 
commensutable  de  5 ! 3 , les  rectangles  AD,  EH  sont  aussi  dans 
le  même  rapport.  Il  est  évident  qu’il  en  serait  de  même  pour  tout 
autre  rapport  de  même  espèce.  Il  y a plus  , la  proposition  serait 
encore  vraie , si  les  bases  des  rectangles  étaient  dans  un  rapport 
incommensurable  ; et  pour  le  prouver,  on  peut  employer  le  tour 
de  démonstration  des  iius  38  et  4 6,  c'est-a-dire  la  réduction  a C ab- 
surde ; donc , en  général , 

ABDC  : EFHG  : : AB  : EF. 

On  prouvera  la  réciproqne  : deux  rectangles  de  même  base  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs  , en  regardant  GE  , CA  comme  les 
bases  des  rectangles,  et  EF  , AB  comme  leurs  hauteurs. 

Fie  66  ’ 70.  Deux  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs.  • ' ' ’ . 

Supposons  que  les  bases  des  deux  rectangles  ABCD,  B EFG 
soient  contiguës  et  sur  la  même  droite  AE,  et  que  1 on  ait  construit 
le  grand  rectangle  ADHE ; les  deux  rectangles , AC,  BH  ayant  . 
même  hauteur  AD,  sont  entre  eux  comme  leurs  bases.  I)e  meme  , 
les  rectangles  BH,  BF  ayant  même  base,  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs;  ainsi , d une  part, 

ABCD  *.  BEHC  î I AB  \ BE  ; 

et  de  l’autre 

' . . BEIIC  ; BEFG  ” BC  : BG. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre  , et  omettant  le  fac- 
teur commun,  on  aura 

ABCD  : BEFG-  ::  AB  y.  BC  : BE  Y.  BG; 

•ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 
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Lorsque  le  rectangle  BEFG  est  un  quarré,  on  prend  ordinaire-  l’z.  y. 
rcment  son  côté  BE  pour  unité  de  mesure  linéaire;  alors  la  pro- 
portion précédente  devient 

ABCD  : BEFG  ::  JB  y.  BC  : i. 

Si  donc  les  lignes  AB  et  BC  sont  mesurées  avec  la  même  nnitu 
BE,  le  produit  AB  X BC  exprimera  le  nombre  de  fois  que  l'unité 
de  surface,  ou  le  quarré  BEFG , est  contenu  dans  le  rectangle 
ABCD.  Pour  abréger  les  expressions  , on  dit  que  l 'aire  d’un  rec- 
tangle est  égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Afin  de  mieux  fixer  les  idées  à cet  égard , supposons  q ueABzs  5 Fig.  fi7. 
mètres,  et  que  BC  — 3 mètres;  l’aire  du  rectangle  ABCD  sera  au 
quarré  BEFG  ‘ * 3 X 5 i , ou  plus  simplement , l’aire  de  ce 
rectangle  sera  de  i5  mètres  quarrés. 

La  seule  inspection  de  la  figure  démontre  snr-le- champ  , que 
quand  la  base  et  la  hauteur  d’un  rectangle  sont  commensurables , 
ce  rectangle  a en  effet,  pour  mesure,  le  produit  de  sa  base  par  sa 
hauteur.  \ 

Quelle  que  soit  l’unité  de  mesure  linéaire , il  suit  de  ce'  qui 
vient  d’être  dit,  que  l’aire  d’un  quarré  est  égale  au  quarré  de  son 
côté.  - * 

7 t . L’aire  d’un  parallélogramme  quelconque  est  égale  au  produit  Fig.  58. 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car  le  parallélogramme  ABCD  est  équivalent  au  rectangle  ABFE, 
qui  a même  base  AB  et  même  hauteur  AE. 

Donc  AB  X AE,  est  la  mesure  de  Faire  du  parallélogramme 
ABCD. 


72.  L’aire  d'un  triangle  est  égale  au  produit  de  sa  base  par  la  Fig.  54. 
moitié  de  sa  hauteur. 

Car  le  triangl e ABC  est  la  moitié  du  parallélogramme  ABCD , 

. . , AB  y DE 

qui  a même  base  AB  et  meme  hauteur  DE  ; donc  — e—^ » est 

l’expression  de  Faire  du  triangle  ABC. 


73.  L’aire  d’un  trapèze  est  égale  à sa  hauteur  multipliée  par  la  Fig.  5o. 
demi-somme  de  ses  bases  parallèles. 

Le  trapèze  ABCD  est  composé  des  deux  triangles  ACB , ACD  : 

ABXDB  , , dcxde 

or,  le  premier  a pour  mesure  , et  le  second , ; 


, f AB  A -CD  \ 

donc  Faire  du  trapèze  ABCD=  f - J X DE. 

Si  par  le  milieu  H de  la  diagonale  AC,  on  mène  1K  parallèle 
aux  bases  AB,  CD  du  trapèze , il  est  clair  que  l’on  aura’ 


HK  = IH  — (n°  48  );  donc  IK  = ; 

a 2 ' a 


ifî* 
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Pu.  II.  donc  l’aire  d’un  trapèze  est  aussi  égale  an  produit  de  la  ligne  qui 
joint  les  milieux  des  deux  côtés  non  parallèles  , multipliée  par  la 
hauteur  de  ce  trapèze.  . * 


Fi"  4s  74-  L’aire  <f  un  polygone  régulier  est  égale  à la  moitié  (lu  produit 
' de  son  contour  par  son  apothème . 

Puisque  tous  les  triangles  AOB , BOC , ...  sont  égaux,  l’aire  du 
polygone  régulier  ABCD...  est  égale  à celle  du  triangle  AOB  , 
multipliée  par  le  nombre  des  côtés  de  ce  polygone.  Or  , l’aire 


AOB  = 


f Alix  OH 


; donc,  pour  le  cas  de  la  figure  , l’aire  du  po- 
lygone r=  6AB  X — j—.  Mais  G AB  est  le  périmètre,  et  - est 

la  moitié  de  l’apothème  ou  du  rayon  du  cercle  inscrit;  donc,  etc. 

En  général,  l’aire  d’un  polygone  quelconque,  circonscrit  à un 
cercle , est  égale  au  produit  de  son  contour  par  la  moitié  du  rayon 

de  ce  cercle. 

\ , 

75.  L’aire  d'un  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonférence 
par  la  moitié  de  son  rayon . 


Iro  Démonstration  : Nous  ferons  dépendre  la  démonstration  de 
cctlu-orème,  de  ce  principe  incontestable,  savoir:  que  si  une 
grandeur  variable  X , a pour  limites  deux  autres  grandeurs  con- 
stantes A , B , chacune  plus  petite  que  X,  celles-ci  sont  nécessaire- 
ment égales. 

Démonstration  : i”  soit  en  effet  A~y>  B , rangeons  les  trois  quan- 
tités par  ordre  de  grandeur,  nous  aurons 

B < A A < X; 


si  l’on  prend  la  variable  X de  manière  que  X — B soit  moindre' 
qu’une  quantité  quelconque  «T,  ce  qu’on  regarde  comme  toujours 
possible,  la  différence  A — B sera  à plus  forte  raison  moindre 
que  S-\ 

a°  Soit  au  contraire  A < B,  nous  aurons,  en  rangeant  encore 
ces  quantités  par  ordre  de  grandeur, 

A < B B C X. 

Prenant  X de  manière  que  X — A soit  moindre  que  /,  à plqs  forte 
raison  B — A sera-t-elle  moindre  que  <T. 

Or,  puisque  la  différence  de  A à B est  nécessairement  moindre 
que  toute  grandeur  donnée  , quelque  petite  que  soit  cette  gran- 
deur, il  en  résulte  qu’elle  est  nulle  ou  que  A = B. 

Maintenant,  puisque  d'après  le  théorème  du  n°  63,  on  peut 
concevoir  un  polygone  régulier,  et  même  irrégulier,  circonscrit  à 
un  cercle  du  rayon  B,  de  manière  que  le  périmètre  P de  ce  poly- 
gone, diffère  aussi  peu  qu’on  voudra  de  la  circonférence  C,  l’excès 
du  produit  P X ; B , sur  le  produit  invariable  C X \ R » pourra 
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être  au-dessous  de  toute  grandeur  assignable.  D’un  autre  côté  , 
l’aire  du  même  polygone  , toujours  plus  grande  que  celle  du  cercle, 
peut  approcher  de  cette  dernière,  d’aussi  prés  qu’on  voudra.  Les 
produits  j PR  , CR,  et  l'aire  du  cercle , sont  donc  trois  quantités 
qui  se  trouvent  absolument  dans  les  mêmes  circonstances  que  la 
grandeur  variable  X , et  les  deux  autres  grandeurs  A,  B ; donc  le 
produit  .;  CR  , est  la  vraie  mesure  de  la  surface  du-çercle. 

Il*  Démonstration  : On  démontre  encore  le  théorème  actuel  ainsi 
qu’il  suit  : 

Si  l’on  conçoit  un  polygone  régulier  circonscrit,  d’un  nombre 
infini  de  côtés,  son  périmètre  différera  infiniment  peu  de  la  cir- 
conférence du  cercle.  On  peut  donc  substituer  ce  polygone  à ce 
cercle.  Donc  (n°  74  ) l’aire  d’un  cercle  est  égale  à sa  circonférence 
multipliée  par  la  moitié  de  son  rayon. 

Désignons  par  « la  circonférence  d’un  cercle  dont  le  diamètre 
— 1 ; par  R le  rayon,  et  par  C la  circonférence  d’un  autre  cerçle; 
on  aura  (n°  64  ) , 

, C ~ 2 * R. 

Or,  l’aire  du  cercle 

=r  i CR,  donc  i CR—  <r/î‘;  ‘ 

c’est-à-dire  que  l’aire  d’un  Cercle  est  aussi  égale  au  produit 
du  quarré  de  sou  rayon  par  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre. 

76.  L’aire  d’un  secteur  circulaire  est  égale  au  produit  de  sort  art  Pc  . I. 
par  la  moitié  de  son  rayon.  Fig-  ‘8. 

En  effet , il  est  évident  que  le  secteur  ACBM  est  au  cercle 
entier,  comme  l’are  A MB  est  à la  circonférence  entière,  ou 

" arc  AB  X — - — AC  : cire.  AC  X — AC,  Mais  l’aire  du 
• • a a 

cercle  = cire.  AC  % — AC{n°  précédent);  donc  l’aire  du  secteur 

ACBM  = arc  AB  * — AC. 

Quant  à l’aire  du  segment  AMB  , on  voit  bien  qu’elle  est  égale 
à celle  du  secteur  ACBM,  moins  celle  du  triangle  ACB. 
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CHAPITRE  IV. 

UE  LA  COMPARAISON  UES  AIRES  DES  FIGURES  SEMBLABLES. 

Pl.  II.  77  .Le  quarré  construit  sur  t hypoténuse  d’un  triangle  rectan- 
Fig.  C o.  glc , est  égal  à la  somme  des  quarrés  construits  sur  tes  deux  autres 
cotés. 

' Celle  proposition  déjà  prouvée  au  n°  53 , se  démontre  très- 
siinplemcnt  ainsi  qu’il  suit  : 

Soit  le  triangle  ACB,  rectangle  eu  A,  et  soit  construit  nn 
quarré  sur  chaque  côté.  Si  du  point  A l'on  abaisse  sur  FG  la  per- 
pendiculaire AE,  et  que  l’on  mène  les  droites  AF , EL,  les  trian- 
gles ACF,  BCL  seront  égaux;  car  ils  auront  un  angle  égal  com- 
pris entre  deux  côtés  égaux  chacun  à chacun.  En  effet,  angle 
LCB  — angle  ACF  ; rôté  CL  — côté  CA , et  côté  CB  rzz  côté  CF. 
Mais  le  triangle  LCB  est  la  moitié  du  quarré  ACLK  , comme  ayant 
l un  et  l'autre  même  base  et  même  hauteur; par  la  mémeraison,  le 
triangle  ACF  est  la  moitié  du  rectangle  CD  EF  ; donc  le  quarré  AL 
est  équivalent  ' au  rectangle  _C£.  On  prouverait  semblablement 
que  le  quarré  AH  est  équivalent  au  rectangle  BE  ; donc  le  quarré 
CG  est  égal  au  quarré  AH,  plus  au  quarré  AL  , ce  qui  se  traduit 
ainsi  : 

cb 1 = ab 1 +"37c\ 

Donc  le  quarré  (F un  des  côtés  de  l’angle  droit  est  égal  au  quarré 
de  é hypoténuse  moisis  le  quarré  de  l'autre  côté,  ce  qui  s’exprime 
ainsi  : 


Cette  notation  résulte  de  ce  que  l’aire  d’un  quarré  est  égale  au 
quarré  de  sa  base  (n°  70  ). 

Donc,  dans  un  quarré , le  quarré  fait  sur  la  diagonale  est  double 
du  quarré  fait  sur  te  côté  ; ou , ce  qui  est  de  même , la  diagonale 
est  an  côté  ; ; il  1.  Ainsi  la  diagonale  d’un  quarré  lest  incom- 
mensurable avec  son  côté. 

Les  autres  propriétés  du  triangle  rectangle  sont  démontrées  au 
numéro  cité  précédemment. 

Fig.  6t.  78-  Dans  tout  triangle,  le  quarré  'du  coté  opposé  à un  angle 

aigu  , est  égal  à la  somme  des  quarrés  des  deux  au  lies  cotés , moins 
deux  fois  le  produit  du  côté  sur  lequel  tombe  la  perpendiculaire , mul- 
tiplié par  le  segment  adjacent  à ect  angle. 
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Les  triangles  ACD,  UCB , tous  deux  rectangles,  donnent  res-  Pc.  11. 
pcctiveinenl , , **t5-  61. 

1c1  = ~Td1  -\-~CDl  et  ~Ci 7 = ~CBX  —~BÏ)\ 

Si  l’on  substitue  cette  dernière  valeur  de  CD1  dans  la  première 
de  AC1 , on  obtiendra  r- 

IC1  =~ÂD1  +~CÏ, tl  — ~BDt  ; 

niais  dans  la  figure  6i , le  segment  AD  — AB  — BD,  et  dans  la 
figure  fia,  le  segment  AD  =.  BD  — AB.  On  a donc  dans  l’un  et 
l’autre  cas,  . .. 

TÛT  — ~4B 2 — a AB  X BD  + ~BD 1 ; 
expression  qni  change  râ'  seconde  valeur  de  AC'  en  celle-ci  : 

AC1  = 1b1  + CB1  — a AB  X BD; 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

70).  Dans  un  triangle  oblusangle , le  q narré  du  côte  oppose  «Fig.  C2. 
l’angle  obtus , est  égal  à la  somme  des  quartes  des  deux  autres  côtés  , 
plus  deux  fois  le  produit  de  Içi  base  par  le  segment  adjacent  à cet 
angle. 

On  a , par  la  même  raison  que  dans  le  théorème  précédent , 

1)C"  = ~BD 1 -f  CD1  et ~CD1  = T&  — TTlf , 
d’où  l’on  conclut , 

7 1 

TuT  = HjT  + TTC1  — ÂI)1  ; 

mais  BD  = AB  -j-  AD, 

ou  bien  BD'  — AB  -j-  rlD1  -+-  a AB  X AD  ; 

«lonc  ~BCX  = ~ÂB z + ~ÂCZ  + a AB  X AD  > 

comme  le  porte  l’énoncé  tle  la  proposition. 

80.  Dans  un  triangle  quelconque , si  on  mène  du  sommet  au  Fig  63. 
milieu  de  la  base'  une  droite,  le  double  de  la  somme  des  qiuirrvs  de 
celte  droite  et  delà  moitié  de  la  base , sera  égal  à la  somme  des  quartes 
de  deux  autres  côtés. 

Soit  E le  milieu  de  la  base  AB  du  triangle  ABC,  et  CD  sa  hau- 
teur, le  triang \e  ECB  donnera  par  le  théorème  du  11"  78, 

~cBl  = ~CËl  4-  1Tb1  — a EB  X KD  , 
et  le  triangle  ACE  donnera  par  le  théorème  précédent, 

Tl cz  = CE'  4 -~EZ  -f-  jlJE  X ED; 


Digitized  by  Google 


2^8  COURS  UE  MATHÉMATIQUES* 

Pc.  II.  donc,  ajoutant  et  observant  que  AE  — EB,  on  aura, 

~~ÂCL  + CB*  = ÏCÊ1  -f  ZÂEZ  , 
ce  qu’il  fallait  démontrer. 

On  conclurait  aisément  de  là,  que  dam  tout  parallélogramme , 
la  somme  des  quartés  des  côtés  est  égale  à la  somme  des  quartés  des 
diagonales 


Fig.  61.  8l.  Les. aires  des  triangles  semblables  sont  entre  clics  comme  les 

quarrés  de  leurs  cotés  homologues. 

Les  triangles  ABC , abc  étant  semblables,  on  a la  proportion  , 
AB  : ai  ::  AC  : ac; 

de  même  à cause  des  triangles  équiangles  ACD , acd,  on  a 
CD  : cd  ::  AC  : ac. 


Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre , il  vient 

ab  x cd  : ab  x cd  ::  1e1  l ~âc 1 ; 


d’où  ; AB  X CD  l % ab  X cd  Aéf'  : ac*. 

Or,  j AB  X CD  est  l’aire  du  triangle  ACB,  et  ; ab  X cd  est  aussi 
l’aire  du  triangle  abc  ; donc , etc. 


Fig.  46. 


82.  Les  surfaces  des  polygones  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues , ou  de  leurs  lignes 
homologues. 

Puisque  les  polygones  ABCDE  , abede  sont  semblables,  ils  sont 
composés  d’un  même  nombre  de  triangles,  T,  T',  V ; t , t1  , t"  , 
semblables  chacun  à chacun  et  disposés  de  la  même  manière;  on 
a donc  , en  vertu  du  théorème  précédent , 


t : t ::Tbz  : 3*, 
t1  : t<  : : Te1  : Te 1 , 
T'  : t"  ::  'cd1  fcd1. 


Tous  ees  rapports  sont  égaux,  car,  à cause  de  la  similitude  des 
polygones , on  a 

AB  : ab  ; ; BC  : be  , etc. 

ou  AB 2 : ab 2 \\  B (?  J bc  , etc. 

Donc  la  somme  des  antécédens  T -f-  T1  -j-  T1  , ou  le  polygone 
ABCDE  est  a la  somme  des  conséquens  t f-  t'  + tl( , ou  au  poly- 
gone abede , comme  un  antécédent  AB1  est  à son  conséquent  ab*. 
Donc,  etc. 

83.  Les  aires  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des 
rayons , ou  des  diamètres,  ou  des  circonférences . 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE.  2^9 

On  a vu  ( n°  75)  que  l’aire  S d’un  cercle  = «R1,  R étant  le  Pl,  IL 
ravon  de  ce  cercle , et  «r  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre ; par  conséquent,  pour  un  autre  cercle  du  rayon  R' , on  a 
SJ  = mR'*-,  donc,  de  ces  deux  égalités,  l’on  tire  la  proportion 

S : S<  ::  *R*  : *R'1  ::  R 1 : R'*. 

Mais  par  le  théorème  du  n°  64  , 

r : r1  ::  c : a 
ou  r * : r '*  : : c»  : c>*, 

et  pukque  les  rayons  sont  comme  les  diamètres , on  a en  outre 
R * : R' * D»  : D'*i 
donc  à cause  de  l’égalité  de  ces  rapports  , 

s 1 s1  : ; z>*  : D'1  : : o : c*. 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 


CHAPITRE  Y. 

PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  RELATIFS  A LA  THÉORIE 
PRÉCÉDENTE. 

Solutions  graphiques. 

u > 

84.  Trouver  le  rapport  de  deux  droites. 

Mesurer  la  distance  de  deux  points,  ou  la  longueur  d’une  droite  Fig.  64. 
tracée  sur  la  terre  ou  sur  le  papier,  c’est  chercher  combien  de  fois 
, celte  droite  en  contient  une  autre  prise  pour  unité.  Cette  unité  est 
absolument  arbitraire.  En  France,  l’unité  de  mesure  des  longueurs 
est  le  mètre,  qui,  comme  l'on  sait,  se  divise  en  dixièmes,  cen- 
tièmes, etc Si  donc  on  veut  connaître  la  distance  du  point  A 

au  point  B sur  le  terrain , on  portera  successivement  le  mètre  dans 
la  direction  JB  , autant  de  fois  qu’il  sera  possible  ; et  si  l’on  trouve 
un  reste,  on  l’évaluera  en  parties  de  cette  unité. 

L’alignement  AB  se  trace  à l’aide  de  jalons  ou  bâtons  bien 
droits , que  l’on  plante  verticalement  et  de  manière  que  le  premier 
jalon  cache  exactement  tous  les  autres;  alors  les  pieds  de  tous  ces 
jalons  sont  sur  la  même  ligne  droite,  si  le  terrain  est  horizontal 
ou  d’une  seule  pente  : en  général,  ils  sont  dans  le  même  plan 
vertical. 

On  voit  par  là  que  le  rapport  de  deux  lignes  est  exprimé  par 
celui  de  deux  nombres  qui  indiquent  combien  de  fois  une  autre 
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Pl.  II.  ligne  de  même  nature  est  contenue  dans  les  deux  premières.  Par 
exemple, une  longueur  sr  i8m,  5,  et  une  autre  5ra,  a5  ; donc  ces 
deux  longueurs  sont  entre  elles  ::  i8m*  üo  : 5ro,  a5  ::  i85o  ; 
5a5  ::  74  : ai. 

Si  les  deux  lignes  étaient  tracées  sur  le  papier,  on  pourrait 
encore  trouver  leur  rapport  exact  ou  approché,  par  la  méthode 
que  l'on  suit  en  arithmétique  , pour  trouver  le  plus  grand  diviseur 
commun  de  deux  nombres. 

i'ig.  05.  85.  Les  trois  côtés  d'un  triangle  étant  donnés  séparément , décrire 

ce  triangle. 

Les  trois  lignes  données  sont  rn , n,p.  Prenez  AB  — rn , puis 
du  point  A comme  centre  et  d’un  rayon  égal  à «,  décrivez  un  arc 
sy  ; ensuite,  du  point  .5 comme  centre  et  d’un  rayon  égal  p,  décri- 
vez un  autre  arc  zt,  de  manière  que  celui-ci  coupe  le  premier  en 
C ; enfin  , tirez  les  droites  CA , CB , et  le  triangle  ABC  sera  celui 
qu’il  fallait  décrire. 

La  construction  seule  fait  voir  que  les  arcs  . ry , et , ne  peuvent 
se  couper,  et  par  conséquent  que  le  triangle  ne  peut  avoir  lieu  , 
qu’autant  que  la  plus  grande  ligne  donnée  est  plus  petite  que  la 
somme  des  deux  autres. 

Fig.  66.  86.  Diviser  une  droite  donnée  en  deux  parties  égales. 

Des  extrémités  de  la  droite  donnée  AB,  et  d’un  rayon  plus  grand 
que  la  moitié  de  cette  droite,  décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent  en 
• C et  en  D ; alors  la  droite  CD  sera  perpendiculaire  à AB.  En  effet , 
les  deux  poiuts  C,  D étant  également  éloignes  de  A et  de  B , sont 
nécessairement  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AB  ^ n° 

J ; mais  deux  points  déterminent  la  position  d’une  droite  ; donc 
C D divise  la  droite  AB  en  deux  parties  égales. 

Fig.  67.  87.  Par  un  point  donné  sur  une  ligne,  élever  une  perpendiculaire 

h cette  ligne. 

Prenez,  à droite  et  à gauche  du  point  donné  C , deux  parties 
égales  CD,  AC  ; et  des  points  A , D comme  centres,  avec  un  rayon 
plus  grand  que  AC , décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  E : la 
droite  CE  sera  la  perpendiculaire  demandée.  Car  le  point  E étant, 
par  construction,  également  éloigné  de  A et  de  B , appartient  à la 
perpendiculaire  élevée’ sur  le  milieu  de  AD  ; donc  CE  est  cette  per- 
pendiculaire. 

Fig.  68.  88.  D’un  point  donné  hors  d'une  droite , abaisser  une  perpendicu- 

laire sutt  cette  droite. 

Du  point  C comme  centre,  donné  hors  de  la  droite  AB , et  d’un 
rayon  suffisamment  grand,  décrivez  un  arc  qui  coupe  AB  en  deux 
points  E , F;  ensuite  de  ces  points  comme  centres , et  du  même 
rayon,  si  l’on  veut,  décrivez  deux  autres  arcs  qui  se  coupent  en 
D : la  droite  CD  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  EF,  et  par 
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conséquent  sur  la  droite  AB.  En  effet , les  points  C , D sont  chacun  Pu  II. 
également  distans  de  E et  de  F.  \ ' 

8g.  Par  un  point  donné,  mener  une  parallèle  à une  droite  Fig.  Gg. 
donnée. 

Du  point  donné  C pris  pour  centre,  et  d’un  rayon  CB  suffisam- 
ment grand,  décrivez  un  arc  indéfini  BD.  Du  point  B comme  cen- 
tre, et  du  même  rayon , décrivez  l’arc  CA;  prenez  BD=  AC,  et 
tirez  la  droite  CD  qui  sera  la  parallèle  demandée. 

En  effet,  par  construction,  les  angles  alternes  internes  BCD, 

ABC  sont  égaux;  donc  les  lignes  AB , CD  sont  parallèles. 

Voici  un  autre  moyen  de  résoudre  ce  problème,  et  qui  est  assez 
exact  dans  la  pratique. 

Du  point  C comme  centre,  on  décrit  l’arc  sry  tangent  à AB , et  Fig.  70. 
d’un  autre  point  F pris  sur  AB  , on  décrit  du  même  rayon  l’arc  zi. 

Ensuite  on  dispose  une  règle  dont  le  bord  passe  par  le  point  C,  et 
soit  tangent  à l’arc  zt.  La  droite  CD , déterminée  de  cette  manière, 
sera  la  parallèle  demandée. 

go.  Par  un  point  donné  hors  d’ une  droite , mener  une  ligne  qui  Fig.  71. 
fasse  avec  la  première , un  angle  donné. 

Soit  C le  point  donné  hors  de  la  droite  AB , et  M l’angle  donné. 

Par  un  point  D pris  à volonté  sur  AB  , on  tirera  une  droite  DE , 
de  telle  sorte  que  l’angle  EDB  zs  M';  ensuite  on  mènera  par  le 
point  C une  droite  CH  parallèle  à DE.  Alors  l'angle  CHD  sera  égal 
à EDB  , et  le  problème  sera  résolu. 

g 1 . Diviser  un  angle  en  deux  parties  égales.  Pt,.  UT. 

Pour  diviser  l’angle  BAC  en  deux  parties  égales,  de  son  sommet1 
A comme  centre  et  d'un  rayon  pris  à volonté,  décrivez  l’arc  mn. 

Puis,  des  points  m , n comme  centres , et  d’un  rayon  plus  grand  que 
mn,  décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent  en  D . Par  ce  moyen  , la 
droite  AD  divisera  l’angle  BAC  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  les  deux  points  A , D sont  chacun  également  éloignés 
des  extrémités  de  la  corde  mn  ; donc  la  droite  AD  est  perpendi- 
culaire sur  le  milieu  de  cette  corde:  donc  elle  divise  l’arc  mEn  et 
l’angle  BAC  en  deux  parties  égales. 

On  peut,  par  la  même  construction,  diviser  un  arc  en  4,  8, 

16  ...  2*,  parties  égales. 

g2.  Mener  une  perpendiculaire  à l’ extrémité  <T une  droite  sans  la  Fig.  74. 
prolonger. 

Prenez  a volonté  un  point  C dans  l’intérieur  de  l’angle  droit 
EAB.  De  ce  point  comme  centre,  et  d’un  rayon  = AC,  décrivez 
une  circonférence  ADHE.  Par  le  point  D,  où  cette  circonférence 
coupe  la  droite  AB,  menez  le  diamètre  DE , et  joignez  les  points 
A , E : la  droite  AE  sera  perpendiculaire  à AB.  En  effet,  l’angle 
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Pi III.  inscrit  EAD  a pour  mesure  la  moitié  de  la  dcmi-circonférence 

EHD , donc  cet  angle  est  droit  (n°‘  38  et  4°  )• 

S’il  s’agissait  de  résoudre  le  même  problème  sur  le  terrain  , ou 
's’y  prendrait  de  la  manière  suivante. 

Fig.  74.  Placez-vous  quelque  part  en  C ; puis  tendez  un  cordeau  d’une 
longueur  AC,  de  C en  D , de  telle  sorte  que  l’extrémité  Z)  soit  dans 
la  direction  AB.  Tendez  ensuite  le  même  cordeau  de  Cen  E , dans 
la  direction  CD,  marquée  par  des  piquets  : alors  la  droite  AE  sera 
la  perpendiculaire  demandée.  On  voit  bien  que  cette  construction 
revient  à la  précédente. 

g3.  Par  un  point  donné,  mener  une  tangente  « un  cercle. 

Si  le  point  A (fig.  19,  pl.  1)  est  donné  sur  la  circonférence , 
menez  le  rayon  AC , et  élevez  sur  ce  rayon  la  perpendiculaire  AB  , 
qui  sera  tangente  au  point  A ( n°  36  ). 

Fig.  75.  Si  le  point  A.  est  donné  hors  de  la  circonférence,  joignez  ce 
point  et  le  centre  C du  cercle  donné  ; et  sur  la  ligne  AC  comine  dia- 
mètre, décrivez  la  circonférence  ABCB'  : les  droites  AB,  AB', 
menées  du  point. donné  aux  intersections  des  deux  cercles,  seront 
tangentes  au  premier  cercle  CB.  Cela  est  évident,  puisque  les 
angles  CB  A , CB1  A sont  droits  chacun  ( n°*  38  et  40  ). 

Les  deux  triangles  ABC,  AB' C étant  égaux,  il  s'ensuit  que  les 
angles  BAC,  B' AC  le  sont  aussi.  Donc,  pour  qu’un  cercle  touche 
les  côtés  d’un  angle,  il  faut  que  son  centve  soit  sur  la  droite  qui 
divise  cet  angle  en  deux  parties  égales. 

Fig.  76.  Inscr're  un  cercle  dans  un  triangle. 

Il  résulte  de  la  conséquence  déduite  de  la  solution  du  pro- 
blème précédent , que  pour  inscrire  un  cercle  dans  un  triangle , 
il  faut  diviser  en  deux  parties  égales , deux  des  angles  de  ce  triangle  ; 
parce  que  le  point  d’intersection  des  deux  lignes  de  division,  sera 
le  centre  du  cercle  cherché.  Quant  au  rayon  OA  de  ce  cercle,  il 
est  clair  qu’il  sera  égal  à la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O , 
sur  un  des  côtés  AC  du  triangle  ABC 

Fig.  77,  Ç)5.  Faire  passer  une  circonférence  par  trois  points  donnés  non  en 

ligne  droite. 

Les  points  donnés  étant  A,  B,  C,  joîgnez-les  par  les  deux 
droites  AB , BC  ; et  sur  le  milieu  de  chacune  , élevez  les  perpendi- 
culaires de , gf.  Le  point  O d’intersection  de  ces  perpendiculaires, 
sera  alors  également  distant  des  trois  points  A,  B , C,  et  sera  par 
conséquent  le  centre  du  cercle  cherché. 

Il  n’est  pas  difficile  de  prouver  qu’on  ne  peut  faire  passer  qu’une 
seule  circonférence  par  les  trois  points  A,  B,  C,  et  l'on  voit 
bien  que  si  ces  points  étaient  en  ligne  droite,  le  problème  serait 
impossible. 

Celte  solution  résout  de  même  le  problème  où  il  s’agit  de  faire 
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passer  une  circonférence  par  les  sommets  des  trois  angles  d’un  trian-  Pl.  III. 
g le , ou  bien  de  trouver  le  centre  d'un  cercle  ou  dun  'arc. 

Si  les  trois  points,  A , B , C sont  donnés  sur  le  terrain  , et  qu’il  Fig.  78. 
faille  tracer  une  circonférence.par  ces  trois  points  supposés  beau- 
coup éloignés  les  uns  des  autres,  on  mesurera  avec  un  grapho- 
niètre  ( n"  aa5)  l’angle  ABC,  et  l’on  choisira  d’autres  points,  tels 
que  B' , d’où  les  objets  A , C soient  vus  sous  le  même  angle  qu'en 
B ; c’est-à-dire , de  manière  qu’on  ait  ABC  — AB1  C.  L’ensemble 
«le  tous  ces  points  déterminera  l’arc  de  cercle  cherché,  que  l’on 
tracera  ensuite  librement.  Pour  achever  la  circonférence,  on  choi- 
sira de  même  d’autres  points  b , b' , en  sorte  que  chacun  des 
angles  AbC,  Ab’ C. . . . , soit  égal  à l’excès  des  deux  angles  droits 
sur  l’angle  B*. 

96.  Sur  une  droite  donnée , décrire  un  segment  capable  d’un  angle  Fig.  79. 

donné.  . 

Soit  AB  la  droite  donnée , et  C l’angle  connu.  Il  s’agit  de  décrire 
sur  cette  droite  un  arc  AKB,  qui  soit  tel  que  tous  les  angles  in- 
scrits K,  K'...,  soient  égaux  à l’angle  C. 

Faites  l’angle  MAS  C.  Elevez  AO  perpendiculaire  à AM , 
ainsi  que  OD  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  ; et  le  point  O, 
commun  à ces  deux  perpendiculaires,  sera  le  centre  de  l’arc  AKB 
demandé. 

En  effet , les  angles  MAB  , et  K sont  égaux  r comme  ayant  cha- 
cun pour  mesure  la  moitié  de  l’arc  AEB  (n°*  l\o  et  41  );  mais  par 
construction,  MAB  — C , donc  K — C. 

On  verra  un  usage  de  cette  solution  dans  le  Levé  des  Plans. 

97.  Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  lignes  données.  Fig.  80. 

Les  trois  lignes  données  sont  m,  n,  p.  Sur  le  côté  AX  d’un 
angle  arbitraire  A , portez,  à partir  du  point  A,  et  à la  suite  l’une 
de  l’autre,  les  deux  premières  lignes  m et  n ;'sur  l’autre  côté  AY, 
portez,  à partir  du  même  pointé,  la  troisième  ligne  p ; joignez 
par  BC  les  extrémités  de  m et  de  p ; et  par  l’extrémité  de  n t 
menez  DE  parallèlement  à BC.  La  partie  CE  sera  la  quatrième 
proportionnelle  cherchée , car  à cause  des  parallèles  DE , BC,  on  a 
m '.  n ::  p ; x.  \ , 

On  trouve  de  la  même  manière  une  troisième  proportionnelle  à 
deux  lignes  données  A , B ; car  elle  est  la  même  que  la  quatrième 
proportionnelle  aux  trois  lignes  A,  B , B. 

98.  Diviser  une  ligne  donnée  en  tant  de  parties  égales  qu’on  Fig.  81. 

•voudra.  < 

Soit  proposé  de  diviser  la  ligne  AB  en  cinq  parties  égales.  Par 
l’extrémité  A,  menez  la  droite  indéfinie  AC,  et  portez  sur  cette 
droite  cinq  fois  la  longueur  quelconque  A 1 ; joignez  le  dernier 
point  de  division  C et  l’extrémité  B de  la  droite  AB  ; menez  D 1 
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Pl. III.  parallèle  à BC , et  pour  lors  AD  sera  la  cinquième  partie  de  AB 
(n°46). 

Ce  procédé  peut  sc  varier  de  différentes  ntanières  : en  voici  un 
autre  qui  est  fort  exact  dans  la  pratique. 

Fig.  82.  Soit  toujours  AB  la  ligne  à diviser.  Menez  à volonté  la  droite 
indéfinie  BD , et  par  le  point  A , la  droite  AE  parallèle  à BD. 
Portez  sur  chacune  de  ces  parallèles  cinq  parties  égales,  et  joignez 
tous  les  points  de  division  correspondans  par  les  droites  AD, 

(1)  (4),  (a!  (3), lesquelles,  étant  parallèles  et  équidistantes, 

diviseront  AB  en  cinq  parties  égales. 

Fig.  83.  99-  Par  un  point  pris  dans  l’intérieur  d’un  angle  donné,  mener 

une  droite  de  manière  que  les  parties  comprises  entre  de  point  et  les 
deux  cotés  de  l’angle  soient  égales. 

Soit  D le  point  donné  dans  l'intérieur  de  l’angle  BAC.  Par  ce 
point,  menez  DE  parallèle  à AB;  prenez  EF  — AE , et  menez  la 
droite  FDG , qui  sera  nécessairement  divisée  en  deux  parties  égales 
au  point  D (n"  46  ). 

Pl.  II.  I0O.  Sur  une  droite  donnée , construire  un  triangle  semblable  à 

Fig.  Ci.  un  triangle  donné. 

Soit  ACB  le  triangle  donné.  Il  s'agit  de  construire  sur  ab , le 
triangle  acb  semblable  au  premier.  Pour  cet  effet,  faites  l'angle  a 
— A , et  l’angle  b — B (n089).  Les  droites  ac,  bc  se  rencontreront 
en  un  point  c , qui  sera  l’homologue  de  C,  et  le  problème  sera 
résolu. 

. On  pourrait,  mais  d’une  manière  moins  simple,  construire  le 
triangle  abc  semblable  à ABC,  en  cherchant  d’abord  une  quatrième 
proportionnelle  aux  trois  lignes  AB , AC,  ab , et  ensuite  une  autre 
quatrième  proportionnelle  aux  trois  lignes  AB , BC,  ab  : alors  on 
connaîtrait  les  trois  côtés  du  triangle  abc,  que  l’on  construirait  par 
la  méthode  du  n°  85. 

La  réduction  d’un  plan  peut  s'exécuter  à l’aide  de  l’un  de  ces 
procédés;  car  si  tous  les  points  principaux  de  ce  plan  sont  liés  par 
des  triangles , et  si  on  construit  d'autres  triangles  qui  leur  soient 
semblables,  qui  soient  disposés  de  la  même  manière,  et  dont  les 
côtés  soient  à ceux  des  premiers  dans  le  rapport  donné,  on  aura 
le  canevas  de  la  copie  du  plan  proposé.  Nous  reviendrons  sur  cet 
objet.  ■' 

Au  lieu  de  suivre  la  voie  pénible  que  nous  venons  d’indiquer 
pour  trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  lignes  don- 
nées, il  est  plus  facile  de  faire  usage  des  échelles  dont  les  longueurs 
sont  dans  le  rapport  même  qui  doit  exister  entre  les  lignes  homo- 
logues d’une  figure  et  de  sa  copie;  aussi  nous  allons  parler  de  leur 
construction. 

Pl.  in.  I Ot . Construire  une  échelle  de  parties  égales. 

Fig.  84.  Qn  enten<]  par  échelle  une  droite  qui  sert  à mesurer  toutes  les 
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lignes  d’un  plan  ou  d’une  carte.  Lorsque  l'on  n'a  point  de  détails  1>l.  III. 
minutieux  à représenter,  on  emploie  le  plus  souvent  des  échelles 
construites  ainsi  qu’on  le  voit  au  bas  de  la  figure  S/»  ; mais  dans  le 
cas  contraire , on  se  sert  des  échelles  de  dixmes.  Voici  comment  on 
construit  ces  dernières  : 

Supposons  que  l’on  veuille  le  dixième  du  petit  intervalle  am, 
qui  peut  représenter  un  mètre  par  exemple.  On  élèvera  à la  droite 
ab  la  perpendiculaire  ne,  sur  laquelle  on  portera  dix  intervalles 
égaux;  puis  par  tous  les  points  de  division,  l'on  mènera  des  pa- 
rallèles à la  ligne  ab;  ensuite  on  tirera  les  transversales  cm,  xn  , 

yp , qui  seront  équidistantes  , puisque  les  espaces  am , 

mn.  . . .ex,  xy.  . . sont  égaux  par  construction.  De  cette  ma- 
nière, la  partie  de  la  première  parallèle  (i)  (i')  interceptée  dans  le 
triangle  t'bd , sera  le  dixième  de  am,  ou  d’un  mètre.  La  partie  de 
la  seconde  parallèle  interceptée  de  même,  en  sera  les  et  ainsi  de 
suite. 

Maintenant , si  l’on  veut  une  longueur  de  16  mètres  par 
exemple.,  on  prendra  avec  le  compas  la  partie  de  la  parallèle  (.4)  (AO 
comprise  entre  ef  et  la  transversale  qz.  De  même  pour  avoir  la 
longueur  de  28", 55,  on  prendra  la  partie  de  la  parallèle  qui  est 
comprise  entre  gh  et  xn , et  qui  tient  le  milieu  entre. les  deux  au- 
tres (5)  (5')  et  (6)  (6'). 

Dans  la  pratique,  on  remplacé  les  lettres  f,  g,  par  les  nom- 
bres 10,  ao  ; et  les  lettres  v , u , t , s , r.  . . . par  les  nombres  1 , 

3,4,5.  • • ■ • 

1 02 . Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  Fig.  85. 
données, 

Ire  Solution  : Sur  une  droite  indéfinie  xy , portez  à la  suite  l’une 
de  l’autre  les  lignes  A et  B données.  Sur  la  somme  xy  de  ces  deux 
lignes,  comme  diamètre,  décrivez  une  demi-circonférence,  et  par 
l’extrémité  z du  segment  xz  — A , élevez  à xy  la  perpendiculaire 
zu , qui  sera  la  moyenne  proportionnelle  cherchée.  En  effet,  par 
la  propriété  du  cercle  ( n°  54),  on  a xz  : zu  ::  zu  : zy , ou 

A : zu  ::  zu  : B.  . 1 • • , 

IIe  Solution  : Sur  la  plus  grande  ligne  B ou  xy1 , décrivez  une 
demi-circonférence;  portez  la  ligne  A sur  la  ligne  B , c’est-à-dire, 
faites  xz  — A , et  par  l’extrémité  z de  la  droite  A , élevez  zu1  per- 
pendiculaire à xy1  ; enfin,  menez  la  corde  xu' , qui  sera  la  moyenne 
proportionnelle  demandée  (n°  54)-. 

Pour  trouver  nne  moyenne  proportionnelle  entre  deux  nombres, 
on  les  multiplie  l’un  par  l’autre, -et  la  racine  quarrée  du  produit 
est  cette  moyenne  proportionnelle..  (Voyez  V Algèbre  , n°  87). 

'ioS.  Diviser  une  ligne  en  moyenne  et  extrême  raison.  Fig.  8G. 

Soit  la  droite  AB  qu’il  s'agit  de  diviser  en  moyenne  et  extrême 

AB 

raison.  Menez  CA  perpendiculaire  à AB , et  faites  CA=  ; du 

2 
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Pi,  IU.  point  C comme  eentre,  et  du  rayon  (.A  décrivez  une  cil 
Fig.  86.  rence  : joignez  CB  ; prenez  BE  — CB,  et  lç  point  E diviser 

..  • Il  I 1 J-  1-  fri  MM 


BD  } 


a5§  cocas  DE  mathématiques. 

lirconfé- 
‘ divisera  AB , 

comme  l’exige  l'énoncé  de  la  question. 

Car  à cause  que  AB  est  tangente  à la  circonférence , on  a (n  56), 

RB  : AB  ::  AB  i BD 

et  ensuite, 

HB  — AB  : AB  : : AB  — BD 
mais,  HB  — AB  — HB  — HD  — BD  ; 

et  AB  — BD  — AB  — BE  = AE  ; 

donc  la  proportion  précédente  devient, 

BD  : AB  ::  AE  : BD  ; 

ou  en  mettànt  les  moyens  à la  place  des  extrêmes,  et  BE  pour  BD , 
AB  : BE  ::  BE  : AE. 

AB  étant  plus  grand  que  BE , on  a nécessairement  BE  > AE  ; 
donc  la  plus  grande  partie  BE  de  la  ligne  AB  est  moyenne  propor- 
tionnelle entre  AB  et  AE. 

On  remarquera  que  par  celte  construction,  la  sécante  B H est  di- 
visée en  moyenne  et  extrême  raison  au  point  D. 

104.  Trouver  le  côté  d’un  quarré  équivalent  à un  rectangle 
donné. 

Soient  b et  h la  base  et  la  hauteur  du  rectangle  donné,  x le  côté 
du  quarré  cherché.  Il  est  clair  qu’en  vertu  de  l’énoncé  de  la  ques- 
tion, on  doit  avoir 

b x ô = x1,  ou  b : x ::  x : h; 

c’est-à-dire , que  le  côté  du  quarré  est  moyen  proportionnel  entre  la 
base  et  la  hauteur  du  rectangle.  On  résoudra  donc  ce  problème  par 
la  méthode  dun°  10a. 

Pc.  II.  io5.  Transformer  un  polygone  rectiligne  quelconque,  en  un 
Fig.  72.  autre  polygone  équivalent  et  qui  ait  un  côté  de  moins. 

Supposons  que  le  polygone  proposé  soit  le  quadrilatère  AB  CD, 
il  s’agit  de  trouverun  triangle  qui  lui  soit  équivalent.  Pour  cet  effet, 
menez  la  diagonale  AC,  et  par  le  point/)  la  droite  DE  parallèle  à 
cette  diagonale  et  terminée  au  côté  AB  prolongé  suffisamment  ; puis 
joignez  les  points  E,  C ; le  triangle  BCE  sera  équivalent  au  qua- 
drilatère ABCD.  Pour  le  prouver,  il  faut  considérer  que  les  trian- 
gles ADC,  AEC  sont  égaux  en  surface,  comme  ayant  même  base 
AC  et  même  hauteur,  puisque  leurs  sommets  sont  situés  sur  une 
même  parallèle  à la  base  : si  donc  à la  partie  commune  ACB , on 
njoute  d’une  part  le  triangle  ADC , et  de  l’autre  le  triangle  AEC , 
on  aura  deux  sommes  égales;  donc  le  triangle  EBC  est  équivalent 
au  quadrilatère  ABCD. 
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On  voit  par  là,  la  possibilité  de  transformer  un  polygone  quel- Pi.  II. 
conque  en  un  triangle  équivalent  ; car  s’il  s’agit , par  exemple,  d'o-  Fig:  72. 
pérer  sur  un  pentagone,  on  le  transformera-,  par  la  méthode  pré- 
cédente, en  un  quadrilatère  équivalent;  puis  l’on  trouvera  un 
triangle  équivalent  à ce  quadrilatère. 

1 06.  Trouver  un  quarré  équivalent  à un  polygone  donné. 

Pour  résoudre  ce  problème  graphiquement , on  transformera  le 
polygone  donné  en  un  triangle  équivalent;  ensuite  on  prendra,  par 
le  procédé  du  n°  ioi,une  moyenne  proportionnelle  entre  la  base 
et  la  moitié  de  la  hauteur  de  ce  triangle  : cette  moyenne  propor  - 
tionnelle sera  le  côté  du  quarré  cherché  ( n°  72  et  104  V 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  figures  rectilignes  sont  quarrables. 

Nota.  Pour  construire  un  quarré  équivalent  à un  cercle,  il  fau- 
drait que  le  côté  de  ce  quarré  fût  une  moyenne  proportionnelle 
entre  la  circonférence  et  la  moitié  du  rayon  du  cercle  donné;  mais 
le  rapport  uuinérique  de  ces  deux  lignes  étant  incommensurable, 
il  s’ensuit  que  la  quadrature  du  cercle  est  impossible;  cependant 
l’aire  du  quarré  obtenu  par  cette  méthode,  différera  d’autant 
moins  de  celle  du  cercle,  que  le  rapport  dont  il  s'agit  sera  plus 
approché. 

Vç.  III. 

107.  Inscrire  un  quarré  dans  un  cercle.  Fig-  87. 

Menez  deux  diamètres  AC,  BD  perpendiculaires  entre  eux 

(n°  86),  et  les  quatre  droites  qui  joindront  leurs  extrémités  seront 
les  côtés  du  quarré  inscrit  ABCD  : cela  est  évident. 

On  voit  bien  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  circonscrire  un  quarré 
au  même  cercle;  et  il  n’est  pas  difficile  de  prouver  que  le  quarré 
circonscrit  est  double  du  quarré  inscrit. 

En  divisant  en  deux  parties  égales  chaque  quart  de  circonfé- 
rence,  et  joignant  tous  les  points  de  division,  on  aurait  l’octogone 
régulier  inscrit  ; de  là  on  pourrait  passer  à un  autre  polygone  ré- 
gulier d’un  nombre  de  côtés  double  (n°  91  ).  Ainsi  tous  les  poly- 
gones réguliers  inscriptibles  ou  circonscriptibles  à l’aide  du  quarré, 
sont  ceux  de 

4,  8,  16,  3a,  etc.  côtés. 

% 

108.  Inscrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle.  Fig.  45. 

Portez  le  rayon  du  cercle  donné,  six  fois  de  suite  autour  de  la 

circonférence,  puisque  le  côté  de  l’exagone  régulier  est  égal  au 
rayon  du  cercle  circonscrit  ( n°  6 1 ). 

En  joignant  de  deux  en  deux  les  six  points  de  division , l’on  au- 
rait le  triangle  équilatéral  inscrit.  Il  est  remarquable  que  ce  trian- 
gle est  le  quart  du  triangle  équilatéral  circonscrit. 

Tous  les  polygones  inscriptibles  ou  circonscriptibles  au  cercle, 
à l’aide  de  l’hexagone  régulier , sont  ceux  de 

3,  6,  12,  24,  etc.  côtés. 

Géométrie . 1 7 
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109.  Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle. 


On  divisera  le  rayon  du  cercle  donné  en  moyenne  et  extrême 
raison,  et  la  plus  grande  partie  de  ce  rayon  sera  le  côté  du  déca- 
gone régulier  inscrit  ( n°  62).  ' 

Si  l’on  joint  de  deux  eu  deux  les  dix  points  de  division,  l’on 
obtiendra  le  pentagone  régulier.  Il  suit  de  là  , et  de  ce  qui  a été 
dit  précédemment,  que  tous  les  polygones  réguliers  inscriptibles 
ou  circonscriptibles  an  moyen  du  décagone,  sont  ceux  de 


5,  10,  ao,  40,  etc.  côtés. 


11O.  Inscrire  un  pentédécagone  dans  un  cercle. 

L’arc  soutendu  par  le  côté  du  pentédécagone  est  égal  à l’arc  de 
l’exagone , moins  celui  du  décagone.  En  effet,  l’arc  de  Phcxagone 
~ j ou  j d’nn  angle  droit  ; l’arc  du  décagone  = ^ ou  j;  donc  la 
différence  de  ces  deux  arcs  =:  j — j = Ti  angle  droit,  et  c'est 
précisément  l’arc  du  pentédécagone.  Au  moyen  de  ce  polygone, 
on  pourra  inscrire  ou  circonscrire  tous  ceux  de 

i5  , 3o  , 60,  etc.  côtés. 

Nota.  Les  problèmes  qui  précèdent  trouvent  leur  application 
dans  le  dessin  de  la  fortification  régulière. 

Solutions  par  le  calcul. 


g8  in.  Elever  sur  le  terrain  une  perpendiculaire  à une  droite , à 
' l’aide  d’un  cordeau. 


Nous  avons  déjà  résolu  ce  problème  (n“  9a);  mais  la  solution 
actuelle  est  fondée  sur  la  propriété  du  triangle  rectangle,  et  peut 
être  employée  lorsqu’il  n’y  a de  libre  que  l'espace  compris  entre 
les  deux  côtés  de  l’angle  droit. 

La  droite  donnée  est  CA  ; il  s'agit  de  lui  élever  an  point  C la 
perpendiculaire  CD.  Divisez  un  cordeau  en  trois  parties  qui  soient 
entre  elles  comme  3,4,5;  attachez  ses  deux  extrémités  à un  pi- 
quet z , et  après  avoir  fait  Cz—t\,  passez  ce  cordeau  derrière  le 
piquet  C ; tendez-le  en  sorte  que  ses  deux  parties  C/ , yz  fassent  un 
angle  et  soient  respectivement  égales  à 3 et  5;  enfin  plantez  des 
jalons  dans  la  direction  des  deux  piquets  C,  y,  et  la  droite  CyD 
sera  la  perpendiculaire  demandée.  En  effet , le  triangle  Czy  est  rec- 
tangle en  C,  puisque  le  quarré  du  plus  grand  côté  est  égal  à la 
somme  des  quarrés  des  deux  autres  (n°*  53  et  77). 

89.  1 \ 2.  Mesurer  la  largeur  d’une  rivière , en  supposant  qu’on  n’ait 

d’autre  instrument  que  • le  mètre. 

A la  ligne  AC  perpendiculaire  au  courant  de  l’eau,  élevez  la 
perpendiculaire  CE  par  la  méthode  précédente  ; prenez  CD  en- 
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viron  le  tiers  on  la  moitié  deCA,  et  DE  à peu  près  la  moitié  de  CD- 
placez  des  jalons  dans  la  direction  JD,  et  au  point  £ élevez  la 
perpendiculaire  EF  ; enfin  mesurez  BC , CD , DE  EF 

bles^ainsi*  CO"Slraction  ’ 'es  lrian8,es  ADÇ,  FDE  sont  sembla- 
it : EF  ::  CD  ; CA  - £T'X  CD 

DE 

JBLtiJcBm{né  CJ'  °"  aUra  'a  larScur  de  la  rivière 
On  suppose  que  A est  un  objet  remarquable  de  la  berge  op- 

büuson,Cetc.OU  C°mme  U"e  gr°SSe  pierre>  un  arbre>  «"■ 

/r^frmea,ple’  SOiCnt  B°  = 4m’  CD  = 3o">,  DE  — aom 
= 45  , on  aura  , 9 

ao  : 45  : : 3o  : ca  = ^ = 67m  5 
4 : 9 :: 

donc  AB  — 67 m, 5 — 4ra  = 63m,5. 

V3  Mesurer,la  hauteur  d'un  objet  inaccessible,  en  suppo-l 
mètre  C°mme  Cl~dessus>  î“e  1 0,1  n’ait  d’autre  instrument  qj?  le 

Soit  SP  la  hauteur  à mesurer,  et  supposons  que  l’intervalle  BP 

raen°P/)aCCrrb  e qUa|U  P°‘?t  B;  suPPosons  en  outre  que  le  ter- 
rain PD  soit  horizontal,  ou  du  moins  d’une  seule  pente 

lin  pnimora  Honv  ! 1 • . ' * 


r*  r «“  zzs 

terre,  les  points  C,  D,  ou  les  rayons  visuels  SF , SE,  passant  par 
extrémité  de  chaque  perche  et  par  celle  de  l'objet  à mesurer 

^T°“JycerUer  ^ feirain;  PUÎS  m™  l6S 

DA,  AC,  CB  de  cette  ligne,  ainsi  que  la  longueur  de  chaque  per- 
che, et  procédez  comme  il  suit  pour  calculer  la  hauteur  <S7>  * 

F.n  supposant,  pour  abréger,  DA  — a , AC  — b CJt 

CP^nneTonV  ” = *’  t,iangleS  "■“*»«  <**’. 

c : h ::  c -j-  x \ y. 

Les  triangles  semblables  DAE , DPS  donneront  pareillement 

a ‘ h ::  a -I-  b 4-  c -|-  * : y; 

et  puisque  les  conséquens  sont  les  mêmes  dans  les  deux  propor- 
tions, on  est  en  droit  de  conclure,  que  P P 


d'où  l’on  tire 


Î5  « -J-  b -J-  c x : 
( b + c )c 


* 7 


Pc.  III. 


'g-  9°- 
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Pi.. IIL  puis  substituant  celte  valeur  dans  la  première  proportion  , 


Fiy.  90. 


on  obtient 


h I a + b) 

y — 

J a — c 


c’est-à-dire , que  la  différence  des  deux  segmens  DA  , CB  est  à la 
distance  CD  , comme  la  hauteur  commune  des  perches  est  à la  hau- 
teur cherchée. 

tl/j.  Connaissant  le  nombre  des  côtés  d'un  polygone  régulier , 
trouver  la  valeur  de  l’angle  au  centre , et  celle  de  l’angle  à la  cir- 
conférence. 

Puisqu’il  y a autant  d’angles  au  centre  que  de  côtés  dans  le  po- 
lygone , et  que  tous  ces  angles  sont  égaux  , l’un  d’eux  est  donc  égal 
à quatre  angles  droits  divisés  par  le  nombre  des  côtés  du  poly- 
gone; ainsi  en  désignant  ce  nombre  par  n,  on  a 

4 droits 

angle  au  centre  sa  ■.  c 

b n 

La  somme  des  angles  d’un  polygone  quelconque  étant  égale  à 
autant  de  fois  deux  angles  droits  qu'il  y a de  côtés  moins  deux 
( n°  44),  et  dans  un  polygone  régulier  tous  les  angles  étant  égaux, 
il  s’ensuit  que  chacun  d’eux  est  égal  à leur  somme  divisée  par  leur 
nombre;  on  a donc, 
angle  à la  circonférence,  ou 

, , , 2 droits  (n  — 3 ) 

angle  du  polygones  ■ - ■ n "• 

On  conclut  de  là  que  l’angle  au  centre  et  l’angle  du  polygone 
valent  ensemble  deux  angles  droits.  Ainsi  l’on  peut  résoudre  ce 
problème  : Une  place  de  guerre  étant  fortifiée  régulièrement , et 
l’angle  formé  par  deux  courtines  consécutives  étant  connu  , trouver 
le  nombre  des  bastions. 

Avant  l’établissement  du  nouveau  système  métrique  en  France, 
les  géomètres  étaient  dans  l’usage  de  diviser  la  circonférence  en 
36o  degrés,  le  degré  en  60  minutes,  la  minute  en  60  secondes,  etc.  ; 
mais  à cause  des  avantages  de  la  division  décimale,  on  a proposé 
de  partager  la  circonférence  en  400  grades,  le  grade  en  roo  mi- 
nutes, la  minute  en  100  secondes,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  le 
quart  de  la  circonférence  dans  ce  système  ou  le  quadrant  est  de  100 
grades  : c’est  ce  qui  a déjà  été  observé  en  Arithmétique.  Il  suit  de 
là  que  l’angle  au  centre  des  polygones  réguliers  de  3 , 4 , 5 , 6 , etc. 
côtés,  sont  respectivement  de  120,  90,  72,  60,  etc.  degrés  dans 
l’ancienne  division  et  de  i33sr33'  33"  j;  ioosr;  8os'  ;66tt,’66'  66" 
etc. , dans  la  nouvelle. 

I l5.  Mesurer  un  angle  avec  le  rapporteur. 

Le  rapnorteur  est  un  demi-cercle  de  cuivre  ou  de  corne , divisé 
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en  180  degrés,  ou  en  2006'',  et  quelquefois  en  demi-grades  s'il  est 
d’un  grand  diamètre.  On  en  fait  un  fréquent  usage  pour  rapporter 
sur  le  papier  les  angles  mesurés  sur  le  terrain;  on  s’en  sert  aussi 
pour  mesurer  un  angle  sur  le  papier  et  voici  comment  on  procède 
à ce  sujet.  On  place  le  centre  de  cet  instrument  au  sommet  de  l’an- 
gle à mesurer,  et  l’on  fait  coïncider  son  diamètre  avec  un  des  côtés 
de  cet  angle;  alors  le  nombre  de  grades  contenus  dans  l’arc  com- 
pris entre  les  deux  côtés,  est  la  mesure  de  ce  même  angle. 

I 16.  Inscrire  dans  un  cercle,  avec  le  rapporteur,  un  polygone 
régulier  d’un  nombre  de  côtés  donné. 

k 

La  méthode  graphique  qui  s'applique  indistinctement  à tout  po- 
lygone régulier,  et  qui  est  suffisamment  exacte  dans  la  pratique, 
consiste  à placer  le  centre  d’un  grand  rapporteur  au  centre  du 
cercle  donné,  et  à prendre  sur  la  circonférence  de  ce  rapporteur, 
des  arcs  consécutifs  dont  le  nombre  de  grades  soit  la  valeur  de 
l’angle  au  centre  du  polygone  à inscrire.  Alors  eu  menant  des 
rayons  par  les  extrémités  de  tous  ces  arcs,  la  circonférence  du 
cercle  sera  divisée  comme  on  le  desire. 

II  est  indubitable  que  l’on  peut,  par  le  même  moyen,  circon- 
scrire à un  cercle  un  polygone  régulier  quelconque. 

117.  Trouver  la 
côtés. 

Soient  les  côtés  BC  zz.  a,  AC  — b,  AB  zz  c;  et  désignons 
par  x,  le  segment  AD  ; on  aura  par  le  théorème  du  n°  78,  celle 
relation  : 

IC 1 = ~ÂC  -^~TbZ  — 2 AB  X AD i 
ou  en  faisant  usage  de  la  notation  actuelle, 

a*  — b1  c*  — ac.r  ; 

6’  4.  c*  — a2 


et  CD  =jk  = - ~üi-=  l/V  - ( \ 1 

par  conséquent, 

cy  c I / TT  I b'  + c2  — a*  \ 1 

aire  ABC  = — )•  . 

Faisant  passer  — sous  le  radical , c’esNâ-dirc  multipliant  tout  ce 

. cl  . . 

qui  est  compris  sous  le  signe  par  • ; puis  réduisant  au  meme 


surface  d’un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  Pc. 

Fin 


11. 

. 5o. 
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Pl.  II.  dénominateur , on  a 
Fig.  5o- 

aire  ABC  — 


Le  numérateur  de  la  fraction  qui  est  sous  le  radical,  exprime  la 
différence  de  deux  quarrés  , donc  ( n°  34  , Algèbre  ) 


s 


ABC 


abc  -f-  b'  + c1  — a 


-H 


abc  — b'1  — O1  -f-  a 
4 


l/*  [(ô-fc)1  — a']  [a»  — (6—  c)J] 

V 4.4  ’ 


= {—)  C-^)  (~y 

Enfin,  si  pour  abréger  l'on  fait  « -f-  b c — p , on  anra 

b -\~c — a p a — b-\-c  p a + b — c p 

—21 — — ; — b;  et = — c; 

a a a , a a a 

parlant , 

^(f— )(4-0 


11  résulte  de  là  que  l'aire  d'un  triangle  dont  les  tivis  cotés  sont 
donnés , est  égale  à la  racine  quarrée  du  produit  de  quatre  facteurs , 
dont  le  premier  est  la  moitié  du  périmètre  du  triangle,  et  dont  les 
autres  sont  les  trois  restes  que  l’on  obtient  en  àtant  successivement  de 
ce  demi-périmètre  chacun  des  cotés. 

Cette  formule  est  très-utile  dans  l’Arpentage  ; car  si  un  polygone 
rectiligne  quelconque  est  décompose  en  triangles,  et  que  l’on  con- 
naisse tous  leurs  côtés,  on  pourra  évaluer  immédiatement  l'aire  de 
ce  polygone  à l’aide  de  cette  formule. 

Pour  application,  soit  a — a5ra;  b zzz  aom,  c — i5m-}  on 
aura 

s . ABC  3o  . ( 3o  — a5  ) ( 3o  — ao  ) ( 3o  — 1 5 ) = i5om'i; 


mais  comme,  dans  ce  cas  particulier,  le  triangle  ABC  est  rectangle, 
puisque  le  quarré  du  plus  grand  côté  est  égal  à la  somme  des 
quarrés  des  deux  autres  côtés,  il  est  plus  simple  de  déterminer  sa 
surface  en  multipliant  un  des  côtés  de  l'angle  droit  par  la  moitié 
de  l’autre  (n°  7a);  on  a donc,  comme  ci-dessus, 


f . ABC  = 


20  X i5 


a 


1 5om-t, 
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Problèmes  à résoudre. 

I 18.  Nous  avons  fait  usage  de  l’Algèbre  pour  résoudre  le  pro- 
blème précédent,  parce  que  c’est  en  général  le  moyen  le  plus  direct 
et  le  plus  sûr  pour  parvenir  à découvrir , en  Géométrie , les  rela- 
tions qui  existent  entre  les  quantités  données  et  celles  que  l’on 
cherche.  Voici  les  énoncés  de  plusieurs  autres  questions  que  les 
Elèves  pourront  s’exercer  à résoudre,  soit  parla  voie  purement 
géométrique  , soit  par  l’analyse. 

i°  L’aire  d’un  rectangle  est  de  8o“l , et  l’excès  de  sa  base  sur  sa 
hauteur  est  1 1 m.  Trouver  les  valeurs  numériques  de  ces  deux  lignes. 
Réponse  i6m  et  5ro. 

a°  L’aire  d’un  trapèze  — l3i  5m-1 , et  ses  deux  bases  parallèles 
sont  i3m  et  aim;  quelle  est  sa  hauteur?  Rép.  77m,353. 

3°  L’aire  d’un  triangle  équilatéral  est  de  38ynl-'i  ,71;  trouver  son 
côté.  Rép.  3om. 

4°  L'aire  d’un  hexagone  régulier  est  de  1 G6“-s  ,37a  ; quel  est  son 
côté?  Rép.  8m. 

5°  La  somme  des  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  est  1 56m , et 
sa  surface  égale  tox4“-<i;  déterminer  chacun  de  ces  côtés.  Rép.  3ym, 
5am , 65m. 

6°  Les  deux  segmens  du  diamètre  rtun  cercle  sont  dans  le  rap- 
port de  Z à S,  et  les  deux  parties  de  la  corde  qui  forme  ces  seg- 
mens sont  10  et  18  ; trouver  ce  diamètre,  ilép.  27m,7 1. 

70  L’aire  d’un  cercle  est  de  l3a“-S,73a6  ; quel  est  son  rayon? 
Rép.  6m,5. 

8*  Trouver  faire  d’un  cercle,  sachant  que  les  deux  cordes  menées ; 
d’un  point  de  la  circonférence  aux  extrémités  du  diamètre  sont  17™ 
et  a3m.  Rép.  64am-'t456. 

90  Déterminer  l’aire  d'un  secteur  circulaire , dont  l’arc  est  de 
43°  aa1  48,/  ancienne  division  ou  4b5'  ao' , et  dont  le  rayon  égale 
20ra.  Rép.  i5im-<ty25. 

io°  Les  trois  côtés  d’un  triangle  sont  3ora,  a4m*  et  aom;  le  di- 
viser en  deux  parties  équivalentes  par  une  ligne  parallèle  au  plus 
grand  côté.  Rép.  la  ligne  de  division  — aim,ai. 

ii°  Les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  comme  3 ; 7 8,  et  son 

aire  est  34°  “t;  quels  sont  ces  trois  côtés?  Réponse.  . . . 17“,  16  ; 
4om,o4  ; 45m,76. 

1 a°  Trouver  le  rapport  de  Taire  du  dodécagone  régulier  inscrit  à 
celle  du  quarré  circonscrit.  Réponse. . . Le  dodécagone  inscrit  est 
les  j du  quarré  circonscrit. 
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LIVRE  II. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  PROPRIÉTÉS  DES  PLANS  QUI  SE  RENCONTRENT  , ET 

DE  CELLES  DES  LIGNES  DROITES  COUPÉES  PAR  DES  PLANS 

PARALLÈLES. 

I 1 f).  L' intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite.  En  effet , 
une  droite  qui  passerait  par  deux  points  de  la  commune  section  de 
deux  plans,  serait  à la  fois  dans  l’un  et  l’autre  plan;  donc  cette 
droite  est  l’intersection  même  de  ces  plans. 

Par  un  point,  ainsi  que  par  une  droite,  on  peut  faire  passer  une 
infinité  de  plans  diff créas. 

La  position  île  trois  points , ainsi  que  celle  de  dcitx  droites  qui  se 
coupent  ou  qui  sont  parallèles , détermine  la  position  d’un  plan. 

Une  droite  est  dite  perpendiculaire  à un  plan,  lorsqu’elle  est  per- 
pendiculaire à toutes  les  droites  qui  passent  par  son  pied  dans  le 
plan  : réciproquement  le  plan  est  perpendiculaire  a la  droite. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  est  le  point  qu'elle  a de  commun 
avec  le  plan. 

Une  ligne  est  parallèle  à un  plan  , ou  deux  plans  sont  parallèles 
entre  eux , lorsque  la  ligne  ne  peut  jamais  rencontrer  le  plan  , ou 
lorsque  les  plans  ne  peuvent  se  rencontrer  à quelque  distance  qu’on 
les  suppose  prolongés  l’un  et  l'autre. 

g!.  120.  Une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan  , lorsqu’elle  l'est 

à deux  droites  passant  par  son  pied  et  tracées  dans  ce  plan. 

Soit  JP  perpendiculaire  sur  les  droites  SP  et  CP  tracées  dans 
le  plan  MN.  11  faut  prouver  que  toute  droite  DP  menée  dans  le 
même  plan  et  par  le  point  P,  est  perpendiculaire  à JP. 

Par  le  point  D,  pris  à volonté  sur  DP,  menez  SC,  de  manière 
que  BD  z=.  CD,  et  tirez  les  droites  JB,  JD,  JC.  Le  triangle  S JC 
donne 

H?  Iffi  = 2 JD*  ■+■  2 BD1  ( n°  80}, 
le  triangle  BCP  donne  de  même 

TP*  -f-  ~CPl  = -Tl. TPZ  -t-  ÏBD1  ; 
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soustrayant  cette  dernière  équation  de  la  première,  et  réduisant  à Pc.  III. 

l’aide  des  relations  AB''  — BP'  — APZ,  AC1  — CP1  — AP1, 
que  fournissent  respectivement  les  triangles  rectangles  ABP,  ACP , 
on  aura 

ÏÂP1  = -ÏTrf  — ■ÏDP1,  donc  IP'  + DP 1 =1. D1; 
donc  le  triangle  ADP  est  rectangle  enP;  donc,  etc. 

131.  De  toutes  les  droites  menées  d’un  point  à un  plan,  la  plus  Fig.  ga. 
courte  est  la  perpendiculaire  , et  la  plus  longue  est  celle  qui  s’écarte 
davantage  du  pied  de  celle  perpendiculaire. 

Soit  AP  perpendiculaire  au  plan  MN , et  AB  > AC  ; les  points 
B , C étant  situés  dans  le  plan  MN,  si  par  le  point  A on  tire  la 
droite  AD  égale  à AC  et  dans  le  plan  ABP , les  triangles  rec- 
tangles APD , APC  seront  égaux.  Or  par  le  nu  24,  l’oblique  AB 
étant  plus  grande  que  AD,  on  a BP  plus  grand  que  PD  ; mais 
PD  — PC  par  construction;  donc  PB  > PC  ; donc,  etc. 

Il  suit  de  là  que  le  pied/*  de  la  perpendiculaire^/*,  est  le  centre 
d'un  cercle  qui  serait  décrit  sur  le  plan  MN,  du  point  A comme 
centre  et  d’un  rayon  plus  grand  que  AP  : propriété  qui  fournit  le 
moyen  d’abaisser  sur  un  plan  une  perpendiculaire  d’un  point  pris 
hors  de  ce  plan. 

La  vraie  distance  du  point  A au  plan  MN  est  mesurée  par  la  per- 
pendiculaire AP. 

13  3.  Si  du  pied  P d’une  perpendiculaire  AP  à un  plan  MN , ^ig.  tP- 
on  conduit  une  perpendiculaire  PU  sur  une  ligne  quelconque  BC  me- 
née.dans  ce  plan , et  qu’on  tire  une  droite  DÀ  du  pied  ae  celle  se- 
conde perpendiculaire  à un  jsoinl  quelconque  A de  la  première , cette 
droite  AD  sera  perpendiculaire  à la  ligne  BC  menée  dans  le  plan. 

Prenez  BD  ■=.  D C,  et  joignez  BP,  PC.  Par  cette  construction 
les  triangles  BPD,  CPD  sont  égaux,  donc  BP  = PC.  De  même 
les  triangles  rectangles  A PB , APC  sont  égaux,  donc  AB  — AC. , 
donc  les  triangles  BD  A,  ADC  sont  égaux,  donc  les  angles  CDA, 

BD  A de  ces  triangles,  le  sont  aussi , et  la  droite  AD  est  perpendi- 
culaire à BC. 

I 3 5.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  toute  ligne  pa-  Fig.  g4. 
rallèlc  à celle-ci  sera  perpendiculaire  au  même  plan. 

Soit  la  ligne  AP  perpendiculaire  an  plan  MN,  et  CD  parallèle 
à AP.  Suivant  ces  parallèles,  conduisez  un  plan  ; il  coupera  MN 
suivant  DP  ; dans  ce  dernier  plan , menez  DE  perpendiculaire  à PD, 
et  joignez  AD. 

En  vertu  du  théorème  précédent , DE  est  perpendiculaire  à AD, 
et  par  construction  celle  droite  est  aussi  perpendiculaire  à PD-, 
donc  DE  est  perpendiculaire  au  plan  APD  ou  APDC,  et  par  con- 
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III  scquent  à la  droite  CD.  Mais  la  droite  CD,  parallèle  à AP,  est  per- 
pendiculaire à' PD  ; donc  ( n°  120)  cette  droiteest  perpendiculaire 
au  plan  MN. 

Iî  suit  de  là,  i°  que  si  deux  , ou  en  général  plusieurs  lignes  si- 
tuées dans  des  plans  différens,  sont  perpendiculaires  à un  plan, 
ces  lignes  sont  parallèles  entre  elles  ; a°  que  si  deux  droites,  A , B 
sont  chacune  parallèles  à une  troisième  C,  ces  droites^,  B sont 
aussi  parallèles  l'une  à l’autre. 

9 5.  124-  Toute  droite  parallèle  à une  ligne  menée  dans  un  plan,  est 
parallèle  à ce  plan. 

La  droite  AB , qui  est  parallèle' à la  ligne  CD  menée  dans  le 
plan  MN,  ne  pourrait  rencontrer  ce  plan  sans  couper  la  droite  CD, 
ce  qui  est  impossible  ; donc  AB  est  parallèle  au  plan  MN. 

96.  1 25-  Deux  plans  perpendiculaires  à une  même  droite  sont  pa- 
rallèles eut 
à l’un  des 
plan. 

Supposons  que  les  plans  MN,  PQ  perpendiculaires  l’un  et  l’autre 
à la  droite  AB , puissent  se  rencontrer  suivant  CD.  Prenons  un 
point  G sur  cette  commune  section , et  menons  les  lignes  AO,  BO; 
la  première  AO  sera  toute  entière  dans  le  plan  MN,  puisque  A est 
le  pied  de  la  perpendiculaire  AB  ; donc  l’angle  A est-droit.  Par 
la  même  raison  , BO  est  situé  dans  le  plan  PQ,  donc  l’angle  B est 
droit.  Il  suit  de  là  que  AO  et  BO  seraient  deux  perpendiculaires 
abaissées  d’un  même  point  sur  une  droite  , ce  qui  est  impossible; 
donc  les  plans  MN,  PQ  ne  peuvent  se  rencontrer  ; donc  ces  plans 
sont  parallèles. 

97.  126.  Les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième 
plan,  sont  parallèles. 

Supposons  que  les  droites  AB  , CD  soient  les  intersections  res- 
pectives du  plan  ABDC  avec  les  plans  parallèles  MN,  PQ.  Si  ces 
droites  n’étaient  pas  parallèles,  il  est  évident  qu’elles  se  rencon- 
treraient, puisqu’elles  sont  dans  un  meme  plan;  mais  alors  les 
plans  MN,  PQ  dans  lesquels  elles  se  trouvent  respectivement , se 
rencontreraient  aussi,  ce  qui  est  contre  la  supposition;  donc' les 
droites  AB,  CD  sont  parallèles. 

98.  127.  Les  parallèles  comprises  entre  deux  plans  parallèles  sont 
égales. 

Si  pai  les  droites  parallèles  AB,  CD  on  conçoit  qu’on  ait  mené 
\e  p\atx  ABDC , les  intersections  AC,  BD  de.ee  plan  avec  les  plans 
parallèles  MN,  PQ  seront  parallèles  entre  elles  , et  alors  la  figure 
ABDC  sera  un  parallélogramme;  donc  AB  — CD. 


re  eux  ; réciproquement  si  une  ligne  est  perpendiculaire 
plans  parallèles , elle  sera  aussi  perpendiculaire  a l’autre 
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I a8-  Si  deux  angles  non  situés  dans  un  même  plan,  ont  les  cotés  Pl.  III. 
parallèles  et  dirigés  dans  le  meme  sens,  ces  angles  seront  égaux,  cl  * 'K-  99- 
leurs  plans  seront  parallèles . 

Soient  les  côtés  AC,  CB  de  l’angle  C,  respectivement  parallèles 
aux  côtés  A' C' , C'B1  de  l’angle  C1-,  et  soit  pris  ACzzA'C', 

CB  — C'B'. 

Suivant  le  n"  3i,  la  figure  C A A1  C*  est  un  parallélogramme  , et 
par  conséquent  AA'  est  égale  et  parallèle  à C C1  ; il  en  est  de  même 
de  BB>  et  de  CC'  ; donc  AA'  est  aussi  égale  et  parallèle  à BB< 

( corollaire  n°  ia3).  Ainsi  les  triangles  A CB,  A' C' B'  ayant  les  trois 
côtés  égaux  chacun  à chacun,  on  a C — C1  ; il  est  évident  que  ces 
triangles,  ou  que  les  plans  qui  les  renferment  respectivement,  sont 
parallèles. 

129-  Deux  droites  comprises  entre  deux  plans  parallèles  , sont  Fig.too. 
coupées  en  parties  proportionnelles  par  un  troisième  plan  mené  pa- 
rallèlement aux  deux  autres. 


Les  droites  AB,  CD  étant  celles  que  l’on  considère,  sipar^ÆC 
on  mène  un  plan,  ses  intersections  avec  les  plans  parallèles  MN , 
BS  seront  AC,  xy;  si  de  même  par  BCD  on  mène  un  plan,  il 
coupera  PQ  et  BS  suivant  BD  et  yz.  Or  dans  le  triangle  ABC 
on  a , 

Ax  : xB  ::  Cy  : yB  ; 


et  dans  le  triangle  BCD  on  a, 

Cy  ; y B ::  Cz  : iD  ; 
donc  à cause  du  rapport  commun  Cy  ; yD , 
Ax  ; xB  X Ci  : zD  ; 


donc  , etc. 


CHAPITRE  II. 

DES  ANGLES  POLYÈDRES. 

1 3o.  On  appelle  angle  dièdre  , c’est-à-dire  angle  à deux  faces  , Fig  10» 
'l’inclinaison  de  deux  plans. 

1 3 1 . L’angle  dièdre  est  mesuré  par  l’angle  que  forment  entre 
elles  deux  droites  menées  dans  chacune  de  ses  faces , perpendiculai- 
rement à leur  intersection , et  par  un  même  point  de  cette  ligne. 

Si  donc  GH  menée  dans  le  plan  AC , est  perpendiculaire  à AB , 
et  que  GK  menée  dans  le  plan  AE  soit  aussi  perpendiculaire  à AB , 


Digitized  by  Google 


*68  COURS  DE  MATHÉMATIQUES. 

Pl.  UI.  et  au  même  point  G de  l'intersection  des  plans,  l'angle  HGK  me- 
surera l’inclinaison  de  ces  deux  plans. 

l3a.  Deux  plans  qui  se  traversent  mutuellement,  offrent  les 
mêmes  propriétés  que  deux  lignes  qui  se  coupent  (n°  14  )• 

De  même,  lorsque  deux  plans  parallèles  sont  coupés  par  un  troi- 
sième plan,  il  existe  les  mêmes  propriétés  que  quand  deux  droites 
parallèles  sont  coupées  par  une  troisième  droite  ( n°  29). 

Fig, ioa.  i33.  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  tout  plan  qui 
passera  par  cette  droite,  sera  perpendiculaire  à l autre  plan. 

Par  la  droite  AP  perpendiculaire  au  plan  MN,  menons  à volonté 
le  plan  AB , et  par  le  pied  P de  cette  perpendiculaire,  élevons  à la 
commune  section  PB  des  deux  plans  une  perpendiculaire  PD  dans 
le  plan  MN,  laquelle  sera  en  même  temps  perpendiculaire  à AI‘ 
(n°  120);  mais  l’angle  APD  mesure  l’inclinaison  des  deux  plans 
MN , PC  (n°  i3i);  donc  puisque  cet  angle  est  droit,  les  deux  plaus 
sont  perpendiculaires  entre  eux. 

Concluons  de  là  que  si  deux  plans  sont  perpendiculaires  à un 
troisième  plan  , la  commune  section  des  deux  premiers  est  perpendi- 
culaire au  troisième. 

I 34-  On  appelle  angle  solide  ou  angle  polyèdre,  l’espace  indé- 
■ fini  compris  entre  plusieurs  plans  qui  se  réunissent  au  même  point. 
Le  plus  simple  de  tous  les  angles  polyèdres  est  celui  qui  est  formé 
par  trois  plans;  il  y a donc  dans  l’angle  trièdre  six  choses  à consi- 
dérer, savoir,  trois  angles  plans  et  trois  angles  dièdres. 

1 35.  La  somme  de  deux  quelconques  des  angles  plans  qui 
composent  un  angle  trièdre  est  toujours  plus  grande  que  le  troisième. 

Fig.io3.  Soit  l’angle  trièdre  S composé  des  angles  plans  ASB , ASC , CSB. 
Si  les  angles  plans  étaient  égaux  entre  eux  la  proposition  serait  évi- 
dente ; s’il  n’en  est  pas  ainsi , soit  menée  dans  le  premier  angle  ASB 
la  droite  SD,  de  manière  que  l’angle  DSB  — CSB;  puis  si  l'on 
prend  SD  = SC , et  que  par  les  deux  points  C , D , on  mène  a 
volonté  le  plan  ABC,  les  triangles  DSB , CSB,  seront  égaux, 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun 
à chacun.  Donc  DB  — CB  ; mais  AC  -f-  CB  > AD  DB , d'où 
retranchant  de  part  et  d’autre  CB  = DB , on  tire  AC  > AD.  Ainsi 
les  deux  triangles  ASD,  ASC  ont  un  angle  inégal  compris  entre 
côtés  égaux  chacun  à chacun;  donc  (n°  21),  ASC  >•  ASD: 
ajoutant  d'un  côté  l’angle  DSB,  et  de  l’autre  son  égal  CSB , on 
aura 

ASC  + CSB  > ASD  -f-  DSB  ou  ASB  ; 

donc,  etc.  . 

Fig.io4.  1 56.  La  somme  des  angles  plans  qui  composent  un  angle  po- 
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lycdre  convexe  ou  à arêtes  saillantes , est  toujours  moindre  que  quatre  Pl.  III. 
angles  droits.  Fig- toi. 

Coupez  l’angle  polyèdre  S par  un  plan  quelconque  ABCDE , et 
du  point  quelconque  O pris  dans  ce  plan , menez  les  droites  AO 
BO ...  La  somme  des  angles  des  triangles  ASB  , BSC , . . . qui  ont 
le  point  S pour  sommet  commun,  équivaut  à la  somme  des  angles 
d’un  pareil  nombre  de  triangles  AO  B , BOC , , . . formés  autour  du 
sommet  O.  Or,  au  point  et  les  deux  angles  SAB , SAE  pris  en- 
semble, sont  plus  grands  que  le  troisième  angle  BAE  ; de  même  au 
point  B,  on  a SBA  -j-  SBC  > ABC  , et  ainsi  de  suite;  par  con- 
séquent la  somme  des  angles  à la  base  des  triangles  SAB  , SAE,  ... 
est  plus  grande  que  la  somme  des  angles  à la  base  des  triangles 
dont  le  sommet  est  en  O ; donc,  par  compensation  , la  somme  des 
angles  autour  du  point  S est  plus  petite  que  la  somme  des  angles, 
qui , autour  du  point  O,  vaut  quatre  angles  droits. 

l57-  Si  deux  angles  trièdres  sont  formés  de  trois  angles  plans  Fjj,.105. 
égaux  chacun  à chacun  et  disposés  de  la  même  manière,  ces  angles 
seront  égaux  el  superposables. 

Soient  S,  S'  les  deux  angles  trièdres.  Du  point  A pris  à vo- 
lonté sur  le  côté  SA  , menez  AB  et  AC  perpendiculaires  à SB  et  SC. 

Du  même  point  A,  abaissez  sur  le  plan  BSC  la  perpendiculaire 
AP;  joignez  le  pied  P de  cette  perpendiculaire  avec  les  points  B,  C. 

Enfin  prenez  S1  A1  — SA,  et  faites  la  même  construction  pour 
l’angle  S1 . 

Les  triangles  SBA,  S'B'A',  l’un  rectangle  en  B,  l’autre  en  B1 
sont  égaux  : il  en  est  de  même  des  triangles  ASC,  A1  S' C'  -,  donc 
SB  — S1  B' , SC  3=  S'C',  AB  = A 'B'  et  AC  = A'C'.  De  plus, 
en  vertu  du  n°  122,  les  angles  SB  P , S1  B1  P1,  sont  droits. 

Cela  posé,  le  quadrilatère  SBPCe st  égal  au  quadrilatère  S1  B1  P1  C*, 
et  en  effet  le  premier  peut  être  appliqué  exactement  sur  l’autre; 
donc  BP  — B' P' , et  PC  — P1  C* . Il  suit  de  là  que  les  triangles 
ABP,  A'B'P'  rectangles,  l’un  en  P,  l’autre  en  P",  sont  égaux  ; 
donc  l’angle  ABP  — A' B P ; mais  l’angle  ABP  mesure  l’inclinai- 
son des  deux  plans  BSA  , BSC  , de  même  l’angle  A'B’P’  mesure 
l’inclinaison  des  deux  plans  B‘ S' A , B' S'C,  donc  ces  deux  incli- 
naisons sont  égales,  donc  les  deux  angles  trièdres  S,  S'  sont  su- 
perposables. 

I 58-  Les  angles  plans  qui  composent  les  angles  trièdres  S , S1 
pourraient  être  disposés  dans  un  ordre  inverse  , et  l’on  démontre- 
rait encore  que  ceux-ci  sont  égaux  dans  toutes  leurs  parties;  mais 
alors  ces  angles  ne  seraient  pointsupcrposables.  Ce  sont  ccsderniers 
que  l’on  a nommés  angles  symétriques.  ( Payez  la  Géométrie  de 
Legendre.  ) 
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CHAPITRE  III. 

UES  POLYÈDRES  OU  DES  CORPS  TER  MISÉS  PAR  DES  PLANS, 
ET  DE  QUELQUES-UNES  DE  LEURS  PROPRIÉTÉ^. 

F14.106.  t 39-  Un  espace  fermé  dans  tous  les  sens  par  plusieurs  plans  , 
se  nomme  solide , ou  plus  exactement  polyèdre. 

Il  faut  au  moins  quatre  plans  pour  terminer  un  espace  de  toutes 
parts.  Dans  ce  cas  , cet  espace  se  nomme  tétraèdre  : tel  est  le  corps 
représenté  par  la  figure  S ASC. 

L’intersection  de  deux  faces  adjacentes  d’un  polyèdre , s’ap- 
pelle côté  ou  arcte  du  polyèdre.  Ainsi  SB  est  une  arête  du  té- 
traèdre S ABC. 

Tout  corps  dont  une  des  faces  est  un  polygone , et  dont 
toutes  les  autres  faces  sont  des  triangles  ayant  leur  sommet  au 
même  point , se  nomme  pyramide.  Le  tétraèdre  est  donc  une  py- 
ramide. 

Fig.107.  Des  polyèdres  prennent  différens  noms  eu  égard  au  nombre  et 
a la  disposition  de  leurs  faces.  On  appelle  prisme,  par  exemple, 
un  corps  compris  sous  deux  faces  opposées  égales  et  parallèles , 
et  dont  toutes  les  autres  faces  sont  des  parallélogrammes.  Telles 
sont  les  figures  107,108,109,  110. 

Dans  le  prisme,  les  deux  polygones  opposés  égaux  ABCDE , 
A1  B1  C'D'È1  en  sont  appelés  les  bases.  Le  polygone  sur  lequel 
une  pyramide  est  censée  posée,  se  nomme  aussi  la  base  de  cette 
pyramide. 

La  pyramide  et  le  prisme  sont  dits  triangulaires , quadr an- 
gulaire s , etc....  selon  que  leur  base  est  un  triangle,  un  quadri- 
latère, etc. 

La  hauteur  d’un  prisme  est  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point 
d'une  de  ses  bases  sur  l’autre  base., 

La  hauteur  d'une  pyramide  est  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  ce  corps  sur  le  plan  de  sa  base. 

Fig.108.  On  appelle  parallélépipède , un  prisme  qui  a pour  base  un  pa- 
rallélogramme. Un  parallélépipède  est  rectangle  lorsque  toutes  ses 
faces  sont  des  rectangles. 

Fig.iog.  Le  cube  ou  l' hexaèdre  régulier  est  le  parallélépipède  dont  toutes 
les  faces  sont  des  quarrés. 

La  diagonale  d’un  polyèdre  quelconque  est  la  droite  qui  joint 
les  sommets  de  deux  angles  polyèdres  non  adjaeens. 

Fig.110.  t4o.  Les  faces  opposées  d’un  parallélépipède  sont  égales  , elles 
diagonales  menées  par  les  sommets  des  angles  trièdres  se  coupent 
mutuellement  en  deux  parties  égales. 
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Puisque  d'après  la  définition  île  ce  solide,  les  bases  opposées  Pc.  IV. 
ABCD,  EFGH  sont  des  parallélogrammes  égaux,  et  que  leurs 
côtés  correspondans  sont  parallèles,  il  s’ensuit  que  les  arêtes 
AE , BF , CG,  DH  sont  égales  et  parallèles  entre  elles  ; donc  les 
faces  opposées  AF,  DG  et  AH , BG  sont  aussi  égales  et  parallèles. 

Maintenant  si  l’on  mène  deux  diagonales  quelconques  AG  , DF, 
il  est  évident  qu’elles  seront  celles  du  parallélogramme  ADGF ; or 
ces  diagonales  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales  au 
imint  O,  puisque  les  deux  triangles  AOD,  FOG  sont  égaux,  comme 
ayant  un  côté  égal  adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun; 
donc,  etc. 

Il  est  remarquable  que  les  angles  trièdres  F,  D opposés,  sont 
symétriques  l'un  de  l’autre,  et  que  les  deux  prismes  triangulaires 
ABCEFG,  ADCEHG  dont  est  composé  le  prisme  entier,  sont 
équivalens,  quoique  les  faces  de  l’iin  soient  disposées  dans  un  ordre 
inverse  des  faces  de  l’autre.  Ceux  qui  désireront  connaître  les  dé- 
monstrations rigoureuses  de  ces  deux  propositions,  les  trouveront 
dans  la  Géométrie  de  Legendre  ou  dans  celle  de  Lacroix. 

Des  conditions  d' égalité  dés  Tétraèdres  et  de  celles 
des  Prismes , et  de  la  nature  des  sections  faites  dans 
ces  corps. 


1 4 ' • Sites  angles  trièdres  homologues  des  pyramides  triangu- 
laires sont  composés  des  triangles  égaux  et  semblablement  disposes , 
ces  pyramides  sont  égales. 

Les  pyramides  triangulaires  sont  encore  égales,  si  elle ! ont  un 
angle  dièdre  égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à chacune 
et  assemblées  de  la  même  manière. 

Deux  prismes  sont  égaux , lorsqu'ils  ont  Un  angle  trièdre  com- 
pris entre  trois  plans  égaux  chacun  à chacun  et  assemblés  de  la  même 
manière. 

Ces  trois  propositions  sc  prouvent  aisément  par  la  superpo- 
sition. 

Si  on  coupe  un  prisme  par  un  plan  parallèle  à la  base,  la  Fig.107. 
section  résultante  sera  égale  à celte  base. 

Puisque  le  plan  de  section  abede  est  parallèle  à la  base  ABCDE, 
les  parallèles  Aa  , Bb , ....  sont  comprises  entre  plans  parallèles  , 
et  sont  par  conséquent  égales.  Ainsi  toutes  les  figures  AEea  , 

ABba,  ...  sont  des  parallélogrammes.  De  pliis,  les  angles  bac, 

BAE  sont  égaux,  comme  ayant  les  côtés  parallèles  et  les  ouvertures 
tournées  dans  le  même  sens.  Il  en  est  de  même  des  angles  aed , 

AED  donc  le  polygone  abede  est  égal  à la  base  ABCDE . 
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Pu.  IV.  145.  Si  on  coupe  une  pyramide  quelconque,  par  un  plan  parallèle 
iig.111.  /,  ,ça  base , ses  côtés  et  sa  hauteur  seront  divisés  proportionnellement, 
et  la  section  sera  un  polygone  semblable  à la  base. 

Soit  abcd  la  section  faite  dans  la  pyramide  SABCD.  Les  droites 
AB  , ab  ; AD,  ad  ; ...  sont  parallèles  ( n°  126);  ainsi  les  angles 
BAD,  bad,sonl  égaux  , et  le  polygone  abcd  est  éqniangle  au  poly- 
gone ABCD.  De  plus  , par  le  n°46,  SA',  Sa'.  \AD\ad\  ; AB'.ab,  etc. 
Donc  les  côtés  du  polygone  abcd  sont  proportionnels  aux  côtés 
homologues  du  polygone  ABCD',  donc  ces  deux  polygones  sont 
semblables  ( n°  57). 


CHAPITRE  IV. 

1 

DF,  LA  MESURE  DES  VOLUMES  DES  PRISMES  ET  DES 
PYRAMIDES. 

l44.  I/espace  occupé  par  un  corps,  se  nomme  sa  solidité , 
ou  pour  mieux  dire,  son  volume.  Quand  on  considère  un  vase, 
ou  un  corps  creux  , on  désigne  encore  son  volume  par  le  mot 
capacité. 

Les  corps  sont  ou  égaux  ou  équivalens  en  volume , selon  qu'ils 
sont  ou  ne  sont  pas  superposables  , et  qu’ils  occupent  des  espaces 
égaux. 

I 45.  Deux  parallélépipèdes  de  môme  base  et  de  même  hauteur  , 
sont  éqâivalens  entre  eux. 

II  peut  arriver  deux  cas  réellement  distincts  : ou  les  bases  supé- 
rieures situées  dans  un  même  plan , sont  comprises  entre  les  mêmes 
parallèles  , ou  elles  n’y  sont  pas  comprises. 

Fig. in.  Ier  Cas.  Soit  ABCD  la  base  commune  de  deux  parallélépi- 
pèdes AG,  AL,  ayant  même  hauteur.  Leurs  bases  supérieures 
EFGH , IKLM,  étant  comprises  entre  les  parallèles  EM  , FL,  on 
voit  aisément  que  les  deux  prismes  AEIBFK,  D HMCGL  sont  égaux 
^ n°  i/|i  ).  Mais  le  premier  parallélépipède  AG  est  équivalent  au 
corps  entier  ABCDEFLM , moins  le  prisme  triangulaire  DHML  ; 
de  même  le  second  parallélépipède  AL  est  équivalent  au  corps  en- 
tier ABCDEFLM,  moins  le  prisme  AEIK  , donc  ces  dettx  parallé- 
lépipèdes sont  équivalens. 

Fig.  w3  II' Cas.  Si  les  deux  parallélépipèdes  que  l’on  considère  , ont 
pour  bases  supérieures,  NOPQ,  IKLM  situées  dans  un  même 
plan , et  pour  base  inférieure  commune  ABCD , ces  deux  paral- 
lélépipèdes sont  encore  équivalens;  car  en  considérant  que  le  pa- 
rallépipcde  AG  ait  sa  base  supérieure  EFGH,  comprise  à la  fois 
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entre  le*  parallèles  qui  renferment  les  bases  NOPQ,  JKLM  ce  Pt  IV 
parallélépipède  sera  en  même  temps  équivalent  au  parallélépipède 
AP  et  au  parallélépipède  AL  ; donc  les  deux  parallélépipèdes  AP 
AL,  inclinés  dans  des  sens  différens,  étayant  même  base  et  même 
hauteur,  sont  équivalens. 

11  » w Ult?  de  h*  q?e  t0Ut  ParalléléP'pède  peut  être  changé  en  un 
parallelepidc  rectangle  équivalent,  ayant  meme  hauteur  et  une  base 
équivalente.  ' ' , 

1.46.  Deux  parallélépipèdes  rectangles  qui  ont  même  base , sont  Fig  ni- 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs. 

t“  1 

Les.deux  parallélépipèdes  rectangles  AG,  AL,  ont  même  base 
AC.  Supposons  d'abord  que  leurs  hauteurs  AE , Al  soient  com- 
mensurables,  soient  par  exemple  ::  19  è 7-  Si  on  divise^/;  en 
19  parties  égales,  Al  en  comprendra  7 ; et  si  par  tous  les  points 
de  division  de  AE  on  mène  des  plans  parallèles  à ABCD , le  pa- 
rallélépipède AG  sera  évidemment  composé  de  dix-neuf  volumes 
partiels,  ayant  même  hauteur  et  même  base,  et  le  parallélépipède 
AL  sera  de  même  composé  de  sept  de  ces  volumes  partiels;  donc 
ces  deux  parallélépipèdes  sont  entre  eux  ::  19  ; 7.  Donc,  etc. 

Lorsque  les  hauteurs^?  et  AI  sont  incommensurables’  les  vo- 
lumes des  deux  corps  AG  , AL  n’en  sont  pas  moins  dans  le  rapport 
de  ces  hauteurs;  et  pour  le  démontrer,  on  peut  employer  le  mode 
de  démonstration  du  nu  38. 

147.  Deux  parallélépipèdes  rectangles  qui  ont  même  hauteur  Fig.nS. 
sont  entre  eux  comme  leurs  bases.  ' ’ 

Pour  démontrer  cette  proposition  , supposons  que  les  parallé- 
lépipèdes AG,  IO,  qui  ont  même  hauteur  AE , aient  leurs  faces 
BG,  COadjacentes  et  comprises  entre  les  mêmes  parallèles  BL  FO 
En  prolongeant  respectivement  les  droites  MN , IK  jusque*  en  P 
et  en  R,  on  formera  un  nouveau  parallélépipède  RG , qui  aura 
même  base  que  le  parallélépipède  AG,  et  que  le  parallélépipède  10. 

Or,  d’après  le  théorème  précédent, 

vol.  RG  ; vol  .AG  ::  IC  : AB,  * 

et  ' vol.  I O : vol.  RG  i:  IK  : CB. 

Multipliant  ces  deux  proportions  par  ordre,  et  omettant  le 
facteur  commun  vol.  RG , on  aura 

vol.  IO  l vol.  AG  ” IC  X IK  : AB  x RC; 

mais  IC  X IK  — aire  1CLK , et  AB  X BC=  aire  ABCD;  donc 
deux  parallélépipèdes  de  même  hauteur,  sont  entre  eux  comme 
leurs  bases. 

148-  Deux  parallélépipèdes  rectangles  quelconques,  sont  entre Fie.116. 
eux  comme  les  p induits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs , ou  comme 
les  produits  de  leurs  trois  dimensions. 

Géométrie.  t g 
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Pt.  IV,  l,e  Démonstration  : Soient  les  deux  parallélépipèdes  rectangles 
Fig.116.  AG,  JO  que  l’on  considère.  Si  l’on  forme  le  parallélépipède  KJ, 
on  aura  par  les  deux  derniers  théorèmes , 

vol.  AG  : vol.  IQ  ::  ABCD  : ICLK, 
et  voi.  iQ  : voi.  jo  : : is  : jm-,  - 

donc,  en  multipliant  par  ordre  et  réduisant , on  a 

vol.  AG  : vol.  JO  ::  ABCD  X IS  : ICLK  X IM 

::  AB  x BC  x b F : IC  x CL  * C.Y. 

Il  suit  de  là,  et  par  analogie  avec  ce  qui  a été  dit  au  n°  70, 
qu’on  peut  prendre  pour  mesure  d’un  parallélépipède  rectangle  , 
le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur,  ou  le  produit  de  ses  trois 
dimensions.  En  effet , si  on  prend  pour  unité  de  mesure  linéaire 
une  des  arêtes  d’un  cube , et  que  les  trois  arêtes  contiguës  d’un 
autre  parallélépipède  rectangle  soient  3,5,9  cette  unité,  ces 
deux  corps  seront  entre  eux  1 ; i35,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
le  cube  pris  pour  unité  de  volume , sera  .contenu  i35  fois  dans  le 
parallélépipède  ; c’est  là  ce  qu'il  faut  entendre  quand  on  dit , pour 
abréger,  que  le  volume  il’ un  parallélépipède  rectangle  est  égal  au 
produit  de  ses  trois  arêtes  contiguës , ou  au  produit  de  sa  base  par 
sa  hauteur.  Ainsi  le  volume  d’un  hexaèdre  régulier  est  égal  au  cube 
d’un  de  ses  côtés. 

• J • 

IIe  Démonstration  : On  démontrerait  immédiatement  ainsi  qu’il 
suit,  cette  proposition  , pour  le  cas  où  les  dimensions  du  parallé- 
lépipède rectangle  seraient  comraensurables. 

Supposons  que  le  côté  du  cube  pris  pour  unité  de  mesure  soit 
contenu,  par  exemple,  5 fois  dans  la  longueur  AD , 3 fois  dans  la 
largeur  AB , et  8 fois  dans  la  hauteur  AE.  Il  est  évident  que  l’on 
pourrait  placer  i5  cubes  dans  toute  l’étendue  de  la  base  ABCD , et 
8 cubes  dans  le  sens  de  la  hauteur  AE  ; donc  le  parallélépipède 
rectangle  en  contiendra  un  nombre  exprimé  par  t5  X 8 = no; 
donc,  en  général,  le  volume  d’un  parallélépipède  rectangle  est 
égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  tire  pour  conséquence  de  ce  qui  précède  , que  le  volume  d’un 
parallélépipède,  et  en  général  d'un  prisme  , est  égal  au  produit  de 
sa  base  par  sa  hauteur. 

Fig.117.  l40-  Deux  tétraèdres  de  bases  équivalentes  et  de  même  hauteur 

sont  équivalent. 

Ire  Démonstration  : Soit  dans  le  tétraèdre  SABC , un  certain 

nombre  de  .prismes  excédans  ABCDEF , etc , et  de  prismes  dé- 

ficiens  IBKGEH , etc....,  ayant  tous  même  hauteur;  soit  aussi, 
dans  le  second  tétraèdre,  le  même  nombre  de  prismes.  On  démon- 
trera aisément  que  dans  chaque  tétraèdre  la  différence  des  prismes 
excédans  aux  prismes  intérieurs,  qui  est  égale  au  premier  prisme 
excédant  ACBDFE,  peut  devenir  moindre  qu’aucune  quantité 
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donnée,  et  par  conséquent  que  la  différence  entre  un  tétraède  Pt,  IV. 
et  la  somme  des  prismes  excédans  peut  être  aussi  petite  que  l’on  Eig.ny. 
■voudra.  s „ 

Cela  posé,  soit  T le  tétraèdre  SABC ; t le  tétraèdre  sabc-,  P et 
p les  prismes  extérieurs  respectifs;  et  feignons  que  T7  soit  diffé-  • 
rent  de  t.  En  multipliant  convenablement  les  tranches , on  rendra 

p — / < T — t,  et  alors  on  aura  p ■<  T ; 

mais  p — P,  car  , par  hypothèse,  les  bases  ABC,  abc  sont  équi- 
valentes, et  les  hauteurs  SX,  s x , sont  égales;  donc  P < T: 
conséquence  absurde,  puisque  la  somme  des  prismes  extérieurs 
est  nécessairement  plus  grande  que  le  tétraèdre  correspondant. 

Donc  1er  deux  tétraèdres  ne  peuvent  être  inégaux  en  volume. 

IIe  Démonstration.  Il  réstiite  du  théorème  du  n°  1 43 , que  si 
dans  les  deux  pyramides  que  l’on  considère,  on  forme  des  sections 
à égales  distances  des  bases,  et  qui  leur  soient  parallèles,  les  sec- 
tions correspondantes  seront  équivalentes.  Si  donc  l'on  imagine 
une  infinité  de  tranches  dans  chacune  de  ces  pyramides,  et  en 
même  nombre,  celles  qui  appartiendront  à une  pyramide  consti- 
tueront son  volume;  d’où  l’on  doit  conclure  que  ces  pyramides 
sont  équivalentes. 

I 5o.  Un  tétraèdre  est  équivalent  au  tiers  du  prisme  triangulaire  Fig.  1 18. 
de  meme  base  et  de  même  hauteur. 

Soit  ACBF  le  tétraèdre  dont  il  s’agit.  Achevons  le  prisme 
ABCDEF , et  par  les  points  A , F , E , menons  un  plan  AFE  qui 
partagera  la  pyramide  quadrangulaire  ADEBF  en  deux  pyramides 
triangulaires  ADEF , ABEF. 

Les  deux  pyramides  ACBF , DFEA  ayant  même  hauteur  et  des 
bases  égales  ACB , DEF , sont  équivalentes.  Pareillement  les  deux 
pyramides  DA  EF,  AEBF  sont  équivalentes,  parce  que  leurs 
bases  égales  ADE , AEB  sont  sur  un  même  plan,  et  que  leurs  som- 
mets sont  au  même  point  F : donc  les  trois  pyramides  qui  compo  - 
sent  le  prisme,  sont  équivalentes  entre  elles;  donc  le  tétraèdre 
ACBF  est  le  tiers  d’un  prisme  de  même  base  et  de  même  hauteur. 

De  là,  et  du  n°  148,  résulte  cette  conséquence,  qu’une  pyra- 
mide  triangulaire , et  en  général  que  toute  pyramide  a pour  mesure 
le  tiers  du  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Car,  par  exemple,  la  pyramide  pentagonale  SABCDE  est  égale Fig.xig. 
à la  somme  des  trois  tétraèdres  partiels  SABC , SA  CD , SADE. 

I 5 I . Toute  pyramide  triangulaire  tronquée  ou  coupée  par  un  Fig- 120. 
plan  parallèle  à sa  base,  est  équivalente  à trois  pyramides  qui 
auraient  pour  hauteur  commune  celle  du  tronc , et  dont  l’une 
aurait  pour  base  la  base  inférieure  du  tronc,  l'autre  la  base  supé- 
rieure, et  la  troisième  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux 
bases. 

18* 
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IV.  Par  le  point  O , sommet  d’un  des  angle»  de  la  base  supérieure  du 

,30- tronc,  menez  C'D  parallèle  à l’aréte  AA'  ; joignez  DB , et  menez 
la  droite  AD1. 

Il  est  d’abord  visible  que  la  pyramide  tronquée  est  composée 
des  trois  pyramides  entières  ACBC' , A ' C'  B1  A , et  AD'BC la 
première  ayant  pour  base  le  triangle  ABC  ; la  seconde,  le  triangle 
A'B'C1 , et  toutes  deux  ayant  pour  hauteur  celle  du  tronc.  Quant 
à la  troisième^  B'BC'  , elle  a pour  base  le  triangle  A B' B,  et  son 
sommet  est  en  C'  ; ainsi  elle  est  équivalente  à une  autre  pyramide 
qui  aurait  même  base  et  dont  le  sommet  serait  en  Z),  à cause  que 
C'D  est  parallèle  à AA' . Mais  cette  dernière  pyramide  pouvant 
être  considérée  comme  ayant  pour  base  le  triangle  A BD , et  pour 
ommet  le  point  B1 , elle  aura  aussi  même  hauteur  que  le  tronc. 
Reste  donc  à faire  voir  que  le  triangle  A BD  est  moyen  propor- 
tionnel entre  A BC  et  A' B'  C' . 

Or,  les  triangles  A BD  , ABC  qui  ont  même  hauteur,  sont  entre 
eux  comme  leurs  bases  AD , AC;  on  a donc 

a bd1  ; abc 1 : : ~âd 1 : 7c1  -, 

d’ûn  autre  côté  les  triangles  semblables  ABC , A'B'C1  donnent 

A'B'C'  : ABC  ::  A'C'1  ou  AD1  : ÂC? ; 
donc  à cause  du  rapport  commun  , 

"A BD1  : ABC1  ::  A'B'C'  : ABC; 

donc  enfin, 

ÂBD1  = ABC  x A'B'C',  on  A'B'C'  : ABD  ::  ABD  \ ABC. 
résultat  qui  achève  de  démontrer  la  proposition  énoncée. 

Cette  propriété  de  la  pyramide  triangulaire  tronquée,  a égale- 
ment lieu  pour  toute  pyramide  tronquée  à bases  parallèles. 

1*1.  1 52.  Si  on  coupe  un  prisme  triangulaire  par  un  plan  incliné  à 

la  base , le  corps  restant  sera  équivalent  à la  somme  de  trois  pyra- 
mides qui  auraient  même  base  que  le  prisme,  et  dont  les  sommets  se- 
raient ceux  des  angles  de  la  section. 

Soit  DEF  non  parallèle  à ABC.  Si  on  mène  les  plans  AFB, 
AFE,  le  prisme  triangulaire  sera  évidemment  décomposé  en  trois 
pyramides.  La  première  a pour  base  ABC.,  et  pour  sommet  le 
point  F;  la  seconde  pyramide  AEBF  qui  a pour  base  AEB , et 
pour  sommet  F,  est  équivalente  à la  pyramide  AEBC,  dont  le 
sommet  est  en  C ; mais  celle-ci  peut  avoir  pour  base  ABC,  et  pour 
sommet  E.  La  troisième  pyramide  ADFE  peut  -être  changée  d’a- 
bord en  ADFB , ensuite  cette  dernière  peut  l’être  en  ADBC ; mais 
la  pyramide  ADBC  a , si  l’on  veut,  pour  base  A CB , et  pour  som- 
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met  D;  donc  le  prisme  tronqué  ACBDFE  se  décompose  ainsi  que  Pl.  IV. 
le  porte  l’énoncé  du  théorérne. 

Si  les  arêtes  AD,  CF,  B B étaient  perpendiculaires  à la  base 
ABC-,  l’expression  du  volume  du  prisme  serait  par  conséquent 


— ABC  % ( 


AD  + 


V 


CF 

~3~ 


BE\  

1;  d ou  il  suit  que  tout  prisme  trian- 


gulaire a pour  mesure  le  produit  de  la  section  perpendiculaire 
aux  trois  arêtes  parallèles,  par  le  tiers  de  la  somme  de  ces  même* 
arêtes. 


CHAPITRE  V. 


DE  LA  SIMILITUDE  DES  POLYÈDRES. 


i53.  Deux  corps  quelconques  terminés  par  des  plans,  sont  dit* 
semblables , lorsqu'ils  sont  compris  sous  un  égal  nombre  de  plans 
semblables,  et  qu’ils  ont  les  angles  polyèdres  égaux  chacun  à 
chacun. 

Il  résulte  de  cette  définition  , que  les  arêtes  homologues  dedeux 
polyèdres  semblables  sont  proportionnelles  , et  que  leurs  faces  ho- 
mologues sont  entre  elles  comme  tes  quarrés  des  côtés  homologues  ; 
il  s’ensuit  en  outre  que  ces  polyèdres  peuvent  être  décomposés  en  un 
même  nombre  de  pyramides  triangulaires , semblables  chacune  à 
chacune,  et  disposées  de  la  même  manière. 

Ces  conséquences  sont  rigoureusement  démontrées  dans  la  Géo- 
métrie de  Legendre  et  dans  celle  de  Lacroix.  Les  bornes  de  ce 
précis  ne  nous  permettent  pas  d’entrer  dans  des  détails  à cet  égard. 


5/( • Deux  pyramides  semblables  sont  entre  elles  comme  les^1  8lîï- 
cubes  de  leurs  arêtes  ou  lignes  homologues. 

Puisque  dans  les  polyèdres  semblables,  les  faces  homologues 
sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  lignes  homologues,  on  a, 
en  supposant  que  SP  et  S* P'  sont  respectivement  les  hauteurs  des 
pyramides SABC , S' A'B'C1, 

ABC  : A'B'C  ■:~SP1  : sîpî1-. 


multipliant  cette  proportion  parla  suivante,  qui  est  identique. 


SP  . S'P1 
~Z~  * ~3~ 


SP  : S'P'  ; 


on  obtient 


ABC  X 


SP 

~ 


S'P’ 

: A'B'C'  % — j- 


/ 


sp 5 ÏS'P'*  -, 
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Pt. 


"•Mi >ABC  X-Ç- 
SABC,  et  A'B'C'  X 


est  la  mesure  du  volume  de  la  pyramide 
S'P1 

— » — est  aussi  la  inesprc  du  volume  de  la 


pyramide  S1  A’ B<  C1  ; donc  ces  deux  pyramides  semblables  sont 
entre  elles  comme  les  cubes  des  hauteurs,  oü  en  général  comme  les 
cubes  des  côtés  homologues. 

De  là  on  peut  prouver , en  procédant  comme  an  n°  8a , que  deux 
polyèdres  semblables  sont  aussi  comme  les  cubes  des  côtés  homo- 
logues. 


CHAPITRE  VI. 

DES  CORPS  RONDS  ET  DE  LEURS  PRINCIPALES  PROPRIÉTÉS. 

i55.  Les  corps  ronds  sont  produits  par  la  révolution  d’une  sur- 
face plane , qu’on  imagine  tourner  autour  d'une  ligne  droite.  Les 
trois  corps  ronds,  dont  on  s'occupe  spécialement  en  Géométrie, 
sont  le  cylindre  droit , le  cône  droit  et  la  sphère. 

Fig.ii3.  Un  cylindre  droit  est  un  corps  engendré  par  un  rectangle  qui 
tourne  autour  d’un  de  ses  côtés  que  l’on  nomme  axe.  Dans  ce 
mouvement,  les  côtés  perpendiculaires  à l’axe  décrivent  des  cercles 
égaux,  qu’on  appelle  les  bases  du  cylindre;  ainsi  le  cylindre  AB 1 
a pour  bases  les  cercles  AC,  A'C' , et  pour  axe  la  droite  CC' 

En  général  , une  droite  qui  est  ^ssùjétie  à tourner  autour  d’une 
courbe  quelconque,  et  à rester  constamment  parallèle  à sa  position 
primitive,  engendre  une  surface  cylindrique.  Si  la  courbe  qui  di- 
rige le  mouvement  de  cette  droite,  qu’on  nomme  génératrice , est 
un  cercle , et  que  cette  génératrice  soit  oblique  au  plan  de  ce  cercle , 
le  cylindre  sera  oblique. 

Dans  le  cylindre  à bases  circulaires  parallèles , il  est  évident  que 
toutes  lçp  sections  parallèles  à ces  bases  sont  des  cercles  égaux  cha- 
cun à l’une  de  ces  bases.  Il  n’est  pas  moins  évident  que  toute  sec- 
tion par  l’axe  est  un  parallélogramme. 

Fig.ia4.  t 5fi.  On  appelle  cône  droit , le  corps  engendré  par  la  révolution 
' d’un  triangle  rectangle  qui  tourne  autour  d’un  des  côtés  de  l’angle 
droit;  côté  que,  par  cette  raison , l’on  nomme  axe.  Ainsi  SA  est 
l’axe  du  cône  droit  SABDC.  La  ligne  BS  qui  engendre  la  surface 
courbe  de  ce  cône , en  est  appelée  la  génératrice. 

La  base  de  ce  corps  est  le  cercle  BDC  décrit  par  le  côté  AB  du 
triangle  générateur  SAB , et  son  sommet  est  le  point  S. 

Fig.  125.  En  général , *:ne  droite  qui  est  assujétie  à passer  par  le  même 
point,  et  à parcourir  une  courbe  quelconque,  engendre  une  sur- 
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face  conique.  Si  la  courbe  qui  dirige  le  mouvement  de  la  généra-  Fl.  IV. 
trice  est  un  cercle,  et  que  l’axe  ne  soit  pas  perpendiculaire  au 
plan  de  cette  courbe , le  cône  prend  le  nom  de  cône  oblique  à base 
circulaire. 

Il  suit  de  la  .génération  du  cône.,  x°  que  tonte  section  parallèle 
à la  base  est  un  cercle;  a°  que  toute  section  faite  par  Faxe  est  un 
triangle. 

Puisque  les  cercles  sont  des  figures  semblables  (n°  83)  , et  que 
les  rayons  des  sections  dont  il  s’agit  sont  proportionnels  aux  dis- 
tances de  leurs  centres  au  sommet  du  cône , il  s'ensuit  que  les 
.aires  de  ces  sections  circulaires  sont  entre  elles  comme  les  quarrés 
de  ces  distances;  donc  , 

cercle  AB  : cercle  ab  \ \ SA * : Sa1. 

On  obtient  pour  sections  différentes  courbes,  selon  la  position 
du  plan  coupant  à l'égard  du  côté  SB  du  cône.  La  discussion  de 
ces  courbes  est,  à proprement  parler,  du  ressort  de  l'application 
de  l'Algèbre  à la  Géométrie. 

I 57.  La  sphère  est  un  corps  terminé  par  une  surface  courbe, 
dont  tous  les  points  sont  également  éloignés  d’un  point  intérieur 
qu’on  nomme  centre. 

On  peut  concevoir  que  la  sphère  est  produite  par  la  révolution  Fig.i  26. 
d’un  demi-cercle  qui  tourne  autour  de  son  diamètre.  Ainsi  toute 
section  de  la  sphère,  faite  par  uu  plan  passant  par  le  centre,  est 
un  cercle  égal  au  cercle  générateur.  Tel  est  le  cercle  ADB,  dont 
le  centre  C est  en  même  temps  celui  de  la  sphère.  Ce  cercle  se 
nomme  aussi  grand  cercle  de  la  sphère. 

En  général , tout  plan  qui  pénètre  la  sphère,  coupe  sa  surface 
suivant  une  circonférence  de  cercle.  On  appelle  petit  cercle , celui 
dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le  centre  : MNEN'M , par  exemple  , 
est  un  petit  cercle. 

Le  pôle  d'un  cercle  de  la  sphère,  est  un  point  de  la  surface  éga- 
lement éloigné  de  tous  les  points  de  la  circonférence  de  ce  cercle.  Il 
est  visible  qu'un  cercle  grand  ou  petit,  a deux  pôles  situés  sur  la 
droite  perpendiculaire  à ce  cercle,  et  passant  par  le  centre.  Ainsi 
le  point  P est  aussi  bien  le  pôle  du  grand  cercle  ADB  que  du  petit 
cercle  MNE. 

Deux  grands  cercles  de  la  sphère  se  coupent  nécessairement  en 
deux  parties  égales,  car  leur  intersection  passant  par  le  centre  est 
un  diamètre. 

Deux  points  sur  la  sphère,  qui  ne  sont  pas  diamétralement  op- 
posés, déterminent  la  position  d’un  grand  cercle;  car  ces  deux 
points  et  le  centre  de  la  sphère,  déterminent  la  position  d’un 
plan. 

La  portion  CAEBC  de  la  surface  de  la  sphère, -comprise  entre  Fig.127. 
deux  demi-grands  cercles  qui  se  coupent,  se  nomme  fuseau  sphé- 
rique; et  la  partie  du  volume  de  la  sphère,  comprise  entre  les 
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Pu.  IV.  plans  EAC , EBC  de  deux  demi-grands  cercles,  s’appelle  onglet 
sphérique. 

Trois  cercles  qui  se  coupent  deux  à deux  sur  la  sphère,  forment 
un  triangle  sphérique.  Les  côtés  d’un  >el  triangle  peuvent  être 
formés  par  des  arcs  de  grands  cercles  ou  de  petits  cercles  ; mais  on 
ne  considère  ordinairement  que  les  triangles  sphériques  dont  les 
côtés  sont  des  arcs  de  grands  cercles  , moindres  qu’une  demi-cir- 
conférence. Il  suit  de  là- et  du  théorème  du  n°  i35,  que  la  somme 
de  deux  côtés  d’un  triangle  sphérique , est  toujours  plus  grande 
que  le  troisième.  En  effet , les  arcs  JB,  AC,  BC , mesurent  les 
angles  plans  JOB,  JOC , CUB  qui  composent  l’angle  triède  O, 
dont  le  sommet  est  le  centre  de  la  sphère , et  deux  de  ces  angles  pris 
ensemble  sont  plus  grands  que  le  troisième. 

Une  zâne  est  une  part ie  de  la  surface  de  la  sphère  , comprise 
entre  deux  plans  parallèles  qui  en  sont  les  bases.  Si  l’un  de  cesplans 
est  tangent  à la  sphère , la  zône  n'a  qu’une  base  , et  se  nomme  aussi 
calotte  sphérique. 

Le  segment  sphérique  est  la  portion  du  volume  de  la  sphère,  . 
comprise  entre  deux  plans  parallèles  qui  en  sont  les  bases. 

L’axe  ou  la  hauteur  d'une  zône  ou  d’un  segment,  est  la  distance 
des  deux  cercles  parallèles  qui  sont  les  bases  de  la  zône  ou  du 
• segment. 

Un  secteur  sphérique  est  un  corps  engendré  par  la  révolution 
d’un  sectenr  circulaire,  tournant  autour  d’un  de  ses  rayons. 

Fig.ng.  Un  plan  est  tangent  à la  sphère,  lorsqu’il  n'a  qu’un  point  de 
commun  avec  sa  surface. 

Un  polyèdre  est  dit  circonscrit  à la  sphère , lorsque  ses  faces  sont 
tangentes  à cette  sphère. 

Fig.  128.  1 58.  Le  plus  court  chemin  d’un  point  à un  autre  sur  la  sphère , 

est  l’arc  de  grand  cercle  qui  joint  ces  deux  points. 

Soit  JMB  l’arc  de  grand  cercle  qui  joint  les  points  A , B ; et 
soit , s’il  est  possible,  N un  point»dc  la  ligne  la  plus  courte  entre 
J et  B.  Par  le  point  M , menez  les  arcs  de  grands  cercles  NA , NB, 
et  prenez  AM  = AN. 

Suivant  le  n°  précédent , on  a,  AM MB  ■<  AN -|-  NB, 
ou  réduisant,  MB  < NB. 

Or  la  plus  courte  distance  de  A en  N,  de  quelque  nature  qu’elle 
soit , est  égale  à la  plus  courte  distance  de  A en  M ; donc  les  deux 
chemins  par  AMB  et  par  ANB , ont  une  partie  égale;  mais  le 
chemin  par  ANB  est  par  hypothèse  le  plus  court;  donc  la  distance 
de  N en  B est  plus  petite  que  de  M en  B , ce  qui  est  absurde, 
puisque  l'arc  NB  est  plus  grand  que  l'arc  MB  ; donc  aucun  point 
de  là  ligne  la  plus  courte  entre  A et  B tracée  sur  la  sphère,  ne 
peut  être  hors  de  l’arc  du  grand  cercle  AMB  ; donc  enfin  cet  arc 
est  lui -même  la  plus  courte  distance  entre  ses  extrémités. 

F'S  '29.  I/anglc  que  font  entre  eux  deux  arcs  de  grands  cercles,  est  égal 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE.  a8l 

à l'angle  formé  par  les  tangentes  de  ces  'arcs  au  même  point  ; par  Pl.  IV. 
exemple,  l’angle  TPT'  formé  par  les  droites  TP,  T1  P,  perpendi-F*g  129- 
culaires  à la  commune  section  des  cercles  P JP1,  PJ'P' , et  me- 
nées dans  chacun  d’eux , est  l’angle  même  de  ces  cercles.  Cet  angle 
sphérique  a aussi  pour  mesure  l’arc  AA 1 décrit  du  point  P comme 
pôle  , entre  les  deux  côtés  JP,  J1  P,  prolongés  s’il. est  nécessaire, 
et  d’un  rayon  égal  au  côté  du  quarré  inscrit. 

I 5().  Tout  plan  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon,  est  tan- 
gent à la  sphère. 

Si  le  plan  TPT 1 est  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon  CP, 
tout  point  T pris  sur  ce  plan,  sera  évidemment  hors  de  la  sphère, 
puisque  CT  > CP  ; donc  le  plan  TPT'  n’a  qu’un  seul  point  de 
commun  avec  la  surface  de  la  sphère  ; donc  il  est  tangent  à cette 
surface. 

II  résulte  de  là  que  lorsque  deux  sphères  se  touchent , leurs 
centres  et  le  point  de  contact  sont  en  ligne  droite. 

%• 


CHAPITRE  VII. 

DE  LA  MESURE  DE  l’aIRE  DES  CORPS  RONDS. 

1 f)0.  Toute  surface  convexe  cit  moindre  qu’une  autre  surface  Fig.iôo. 
quelconque  qui  envelopperait  la  première  en  s’appuyant  sur  le  mime 
contour. 

On  entend  par  surface  convexe  , celle  qui  ne  peut  être  traversée 
par  une  droite  en  plus  de  deux  points.  Soit  OJBCD , celle  que  l’on 
considère;  si  elle  n’est  pas  plus  petite  que  toutes  celles  qui  l'en- 
veloppent, soit  parmi  celles-ci,  PJBCD  la  surface  la  plus  petite 
qui  sera  au  plus  égale  à OJBCD.  Par  un  point  quelconque  O, 
faites  passer  un  plan  MN  tangent  à la  surface  OJBCD  ; ce  plan 
rencontrera  la  surface  PJBCD,  et  la  partie  qu’il  en  retranchera 
sera  évidemment  plus  grande  que  le  plan  terminé  à la  même  sur- 
face; donc  en  conservant  le  reste  de  la  surface  PJBCD , on  pour- 
rait substituer  le  plan  à la  partie  retranchée,  et  oh  aurait  une  nou- 
velle surface  qui  envelopperait  toujours  OJBCD , et  qui  serait 
plus  petite  que  PJBCD;  mais  par  hypothèse,  celle-ci  est  la 
plus  petite  de  toutes  ; ‘donc  cette  hypothèse  ne  peut  subsister  ; 
donc , etc. 

De  ce  principe  découlent  les  conséquences  suivantes  : 

i°  Si  une  surface  convexe  , terminée  par  deux  contours  , comme 
le  sont , par  exemple,  lés  surfaces  cylindriques,  est  enveloppée  par 
une  autre  surface  quelconque  terminée  aux  mêmes  contours,  la 
surface  enveloppée  sera  la  plus  petite  des  deux. 
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Pt.  IV.  a°  Si  une  surface  convexe  , la  sphère  , par  exemple  , est  enve- 
loppée de  toutes  parts  par  une  autre  surface  , la  surface  enveloppée 
sera  toujours  plus  petite  que  la  surface  enveloppante. 

3°  On  peut  concevoir  un  polyèdre  circonscrit  à la  sphère , et 
dont  la  surface,  ainsi  que  le  volume,  diffèrent  aussi  peu  qu’on 
voudra  de  la  surface  plus  petite  et  du  volume  plus  petit  de  cette 
sphère. 

Fig.i3i . 1 6 1 . L’aire  de  la  surface  courbe  cT un  cylindre  droit , est  égale  au 

produit  de  la  circonférence  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

Soit  CA  le  rayon  de  la  base  du  cylindre  droit,  et  CB  sa  hau- 
teur. En  considérant  un  prisme  circonscrit  à ce  cylindre,  on  pourra  * 
multiplier  ses  faces  latérales,  de  manière  que  leurs  aires  prises 
ensemble , excèdent  l’aire  de  la  surface  courbe  du  cylindre  , d'une 
quantité  plus  petite  qu’une  grandeur  quelconque  donnée.  Dans  la 
même  circonstance,  le  contour  de  la  base  du  prisme  différera  de 
la  circonférence  de  la  base  du  cylindre,  d’une  quantité  qui  sera 
moindre  que  toute  autre  assignable.  Si  donc  P désigne  le  périmètre 
du  polygone  qui  sert  de  base  au  prisme  circonscrit , et  que  H soit 
la  hauteur  commune  du  prisme  et  du  cylindre;  l'aire  du  premier 
corps,  sans  y comprendre  les  bases,  sera  P y.  H.  Cette  quantité 
variable  ayant  à la  fois  pour  limites  inférieures,  C y.  Il  et  S ; 

C étant  la  circonférence  du  cercle  CA  , et  S étant  l’aire  cherchée  , 
on  aura  par  len"  75  , 

S = C X H. 

Cette  conséquence  se  vérifie  de  nouveau  , en  considérant  que  le 
développement  de  la  surface  d'un  cylindre  droit  est  représenté  par 
un  rectangle  dont  la  base  et  la  hauteur  sont  respectivement  la  cir- 
conférence et  la  hauteur  du  cylindre. 

, I 62.  L’aire  de  la  surface  courbe  d’un  cône  droit  est  égale  à la 
moitié  de  son  côté,  multiplié  par  la  circonférence  de  sa  base. 

Concevez,  comme  dans  la  démonstration  précédente,  une  pyra- 
mide de  même  hauteur  que  le  cône,  et  qui  lui  soit  circonscrite. 
L’aire  de  la  pyramide  sera  toujours  plus  grande  que  l’aire  du  cône; 
car  si  on  adosse  base  à base  la  pyramide  à une  pyramide  égale  , le 
cône  à un  cône  égal,  la  surface  des  deux  pyramides  enveloppera 
de  toutes  parts  la  surface  des  deux  cônes;  donc  la  première  surface 
sera  plus  grande  que  la  seconde;  donc  la  surface  du  cône  est  plus 
petite  que  celle  de  la  pyramide  circonscrite. 

Cela  pose,  si  H est  le  côté  du  cône,  ou  la  perpendiculaire 
abaissée  du  sommet  sur  un  des  côtés  du  polygone  circonscrit  à la 
base , et  que  P soit  le  périmètre  de  ce  polygone  , l’aire  de  la  pyra- 

Py.il  . 

mide  circonscrite  sera  = . Mais  cette  quantité  variable  a 
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pour  limites  inférieures  * ■—  et  S,  C étant  la  circonférence  de  *>L‘ 

la  base  du  cône,  et  S l'aire  cherchée;  donc  (n°75), 

2 

Le  développement  de  la  surface  conrbe  d’un  cône  droit,  est  visi- 
blement représenté  par  un  secteur  circulaire  dont  le  rayon  est  égal 
nu  côté  du  cône  , et  dont  l’arc  est  égal  à la  circonférence  de  la  base 
de  ce  corps. 

♦ 

I 65-  La  mesure  de  la  surface  convexe  d'un  tronc  de  cône  droit  à Fig.  i3i. 
bases  parallèles , est  égale  a la  demi-somme  des  circonférences  des 

deux  bases , multipliée  par  le  coté  du  tronc. 

Le  cône  tronqué  que  l’on  considère,  est  ABEF.  Faites  B H per- 
perdiculaire  à SB,  égal  à cire.  CB  ; joignez  SH.  Par  le  point  H , 
menez  EK  parallèle  à BA , et  par  lé  milieu  M de  EB  , menez  aussi 
MN  parallèle  à BH. 

II  résulte  de  cette  construction,  que  EK  est  égal  à cire.  DE,  et 
que  MN  cir.  QM ; en  effet,  à cause  des  triangles  semblables 
SDE , SCB , on  a 


SE  ; SB  ::  DE  : CB  cire.  DE  l cire.  CB. 
De  plus , les  triangles  semblables  SEK , SB  H , donnent , 
SE  : SB  ::  EK  : BH. 


Donc, 


cire.  DE  I cire.  CB  ::  EK  B H, 


Mais  B H ~circ.  CB,  àonc  EK  — cire.  DE.  On  prouverait  de  même 
que  MN  — cire.  QM. 

Cela  posé , puisque  l’aire  du  triangle  SB  H est  égale  à l’aire  du 
cône  entier  ASB , que  l’aire  du  triangle  SEK  est  égale  à celle  du 
cône  SFE , il  est  évident  que  l’aire  du  tronc  ABEF  r=  l’aire  du 
trapèze  EBHK.  Donc  l’aire  du  tronc,  sans  y comprendre  les  bases, 


cire.  CB  -f-  cire.  DE 

i 


) x be. 


On  peut  encore  dire  que  l’airé  d’un  tronc  de  cône  est  égale 
à son  côté  , multiplié  par  la  circonférence  d’une  section  faite  à 
égale  distance  des  deux  bases; 


car  MN  ou  cire.  QM 


cire.  CB  -f-  cire.  DE 
a 


l64.  L’aire  d'un  corps  engendré  par  le  mouvement  d’un  rf«mt-Fig.i33, 
polygone  régâlier  itucrit  à un  demi-cercle  tournant  autour  du  dia- 
mètre , a pour  mesure  le  produit  de  ce  diamètre  par  la  circonférence  du 
cercle  dont  le  rayon  serait  l’ajiothe'mc  du  polygone. 
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Soit  ABCDE...  H,  le  demi-polygone  régulier  inscrit.  Des  points 
B , C , et  du  milieu  / de  CB,  abaissez  sur  le  diamètre  AH  les  per- 
pendiculaires BK,  CL , IN.  Par  le  point  B,  menez  B JH  parallèle  à 
AH,  et  joignez  IO,  O étant  le  centre  du  polygone. 

Les  triangles  CBM , NIO , ayant  les  côtés  perpendiculaires  entre 
eux  chacun  à chacun  , sont  semblables  ( n°  5i  );  ainsi, 


cb  : 10::  bm  : in,  ou  cb  : cire.  10  : : bm  : cire,  in  -, 


et  par  conséquent , 

CB  X cire.  IN  — BM  x cire.  IO. 

Le  côté  CB,  en  tournant  autour  du  diamètre  AH,  engendre  la 
surface  courbe  d'un  cône  tronqué,  et  cette  surface  a pour  mesure 
CB  X cire.  IN  (nu  i63).  Donc  elle  a aussi  pour  mesure  BM 
X cire.  JO. 

Il  suit  de  là  que  la  zône  du  solide  de  révolution , engendrée  par 
un  des  côtés  du  polygone  générateur,  a pour  mesure  le  produit  de 
la  hauteur  de  cette  zône  par  la  circonférence  du  cercle  qui  aurait 
IO  pour  rayon  ; donc  l’aire  du  volume  entier  est  égale  au  diamètre 
AH  multiplié  par  la  circonférence  IO. 


Fig.i31.  1 65.  L’aire  de  la  sphère  a pour  mesure  le  produit  de  son  diamètre, 
par  la  circonférence  d’un  grand  cercle. 

lre  Démonstration.  Si  l’on  circonscrit  au  grand  cercle  de  la 
sphère,  un  polygone  régulier  MNPQRS , d'un  nombre  pair  de 
côtés,  la  surface  décrite  par  ce  polygone  aura  pour  mesure  MS  X 
cire.  AC  (n°  précédent).  Or,  cette  surface  est  plus  grande  que  celle 
de  la  sphère  CA-,  mais  la  différence  peut  être  rendue  aussi  petite 
qu'on  voudra,  en  augmentant  convenablement  le  nombre  des  côtés 
du  polygone  générateur  (n°  160).  Dans  le  même  cas,  la  diago- 
nale MS  surpassera  le  diamètre  AB , d'une  quantité  plus  petite  que 
toute  grandeur  donnée;  ainsi  les  trois  quantités  MS  X cire.  AC, 
AB  X cire.  AC,  et  l’aire  cherchée  S , sont  dans  les  mêmes  circon- 
stances que  les  trois  grandeurs  X , A , B , du  n°  75 ; donc  , 

S = AB  X cire.  -dC. 

IIe  Démonstration.  Si  on  suppose  la  surface  de  la  sphère  divisée 
en  une  infinité  de  zones  à bases  parallèles,  ces  zônes  pourront  être 
considérées,  sans  erreur  assignable,  comme  celles  d'un  solide  de 
révolution  qui  aurait  pour  épaisseur  le  diamètre  de  la  sphère.  Il 
sera  donc  permis  de  substituer  ce  solide  à la  sphère  ; donc,  par  le 
théorème  précédent,  l’aire  de  la  sphère  est  égale  au  produit  de  son 
diamètre  par  la  circonférence  d'un  de  ses  grands  cercles. 

Si  R représente  le  rayon  de  la  sphère , D son  diamètre  et  C la 
circonférence  d'un  grand  cercle  , etc. , son  aire  sera  DC  — iRC  — 

Ç 

:\iRl  3=  *D* , à cause  de  — — - or  ( n”  7$  ) l'aire  du  cercle 
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est  » R1 , donc  l'aire  de  la  sphère  est  quadruple  de  celle  d'un  de  ses  Pl.  IV. 
grands  cercles. 

On  conclut  de  là , et  par  une  méthode  analogue  à celle  du  n°  76  , 
i°  que  l’aire  d’une  zône  à une  ou  deux  bases,  est  égale  au  produit 
de  sa  hauteur  par  la  circonférence  d’un  grand  cercle  de  la  sphère  à 
laquelle  cette  zone  appartient  ; a°  que  la  surface  du  fuseau  est  égale 
à l'arc  qui  mesure  l’angle  de  ce  fuseau,  multiplié  par  le  diamètre, 
puisque  le  fuseau  est  à la  surface  de  la  sphère,  comme  l’arc  de  ce 
fuseau  est  à la  circonférence  entière. 


CHAPITRE  Y 1 1 1. 


DE  LA  MESURE  DIT  VOLUME  DES  CORPS  RONDS. 


1 66.  Le  volume  d'uti  cylindre  droit  ou  oblique  est  égal  au  produit  Fig.i5i. 
de  sa  base  par  sa  hauteur. 

En  considérant  un  prisme  circonscrit  au  cylindre  ACB , dont  le 
■volume  diffère  aussi  peu  qu’on  voudra  de  celui  de  ce  corps  rond  , 
la  base  du  prisme  aura  pour  limite  la  base  même  du  cylindre  : 
ainsi  en  désignant  par  P l’aire  du  polygone  circonscrit,  par  H la 
hauteur  du  prisme  qui  a ce  polygone  pour  base,  le  produit  P y.  H 
sera  la  mesure  du  volume  de  ce  corps,  et  aura  pour  limites  infé- 
rieures, surf.  AC  y H et  Fouie  volume  du  cylindre;  donc  la  vraie 
mesure  de  ce  cylindre  sera  , 

F zz:  surf.  AC  y H. 

167.  Le  volume  d’un  cône  quelconque  a pour  mesure  le  produit  Fig.iaS. 
de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hauteur. 


Soit  désignée  par  P , l’aire  du  polygone  circonscrit  à la  base 
du  cône;  par  H,  la  hauteur  de  ce  corps.  On  conçoit  que  le  vo- 
lume de  la  pyramide  qui  a pour  base  le  polygone  dont  il  s’agit , 
et  pour  hauteur  celle  du  cône,  peut  surpasser  d’aussi  peu  que  l’on 
voudra  le  volume  de  ce  cône  : or  le  volume  de  la  pyramide 


py  fl 

— — ^ ; si  donc  F est  la  vraie  mesure  du  cône,  et  que  AC 

5,  1 

P Y.  H 

soit  le  rayon  de  sa  base,  le  produit  — g aura  pour  limites  in- 


férieures surf.  A C 


y —g—  et  F ; donc,  comme  ci-dessus. 

< 

F — surf.  AC  y — g—. 


Nota.  On  démontrerait  encore  immédiatement  les  deux  théo- 


Digitized  by  Google 


a86  COURS  DR  MATHÉMATIQUES. 

Pu.  IV.  rémes  précédcns,  par  U considération  suivante  : Si  à ta  base  dn 
cylindre  on  substitue  un  polygone  régulier  circonscrit  d’un  nombre 
infini  de  côtés,  et  que  l'on  considère  ce  polygone  comme  la  base 
d'un  prisme  ayant  même  hauteur  que  le  cylindre,  ce  prisme  pourra 
être  pris  pour  ce  cylindre.  De  même  on  pourra  remplacer  un  cône 
par  une  pyramide  circonscrite  qui  aurait  aussi  même  hauteur  que 
ce  corps  ; donc , etc. 

168.  Le  volume  cP un  tronc  de  cône  est  équivalent  à trois  cônes 
entiers  qui  auraient  chacun  même  hauteur  que  le  tronc , et  dont  l'un 
aurait  pour  base,  la  base  inférieure  du  tronc;  l’autre,  la  base  supé- 
rieure,• et  le  troisième  cône,  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces 
deux  bases. 

Pour  concevoir  la  vérité  de  ce  théorème,  il  suffit  d’imaginer  un 
tronc  de  pyramide  triangulaire  , qui  ait  même  hauteur  que  le  cône 
tronqué  , et  dont  les  bases  soient  équivalentes  à celles  de  ce  cône  ; 
car  alors  les  volumes  de  ces  deux  troncs  seront  équivalens  entre 
eux , et  la  mesure  de  l’un  sera  celle  de  l’autre.  Cette  proposition 
rentre  donc  dans  celle  du  n°  i5i. 

Fig.i54.  1 69.  Le  volume  d’une  sphère  est  égal  au  produit  de  sa  surface 
par  le  tiers  de  son  rayon . 

F*  Démonstration.  Concevons  que  le  demi-pôlygone  MNPQRS 
tourne  autour  du  diamètre  AB\  les  côtés  PN,PQ....  engendreront 
des  cônes  tronqués, et  les  côtés MN,  RS  des  cônes  entiers,  de  sorte 
que  le  tout  formera  un  solide  de  révolution  circonscrit  à la  sphère 
du  rayon  AC.  Imaginons  en  outre  un  système  depyramides  circon- 
scrites à chacun  de  ces  cônes , et  un  autre  système  de  pyramides 
ayant  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphère , et  pour  bases 
les  faces  mêmes  des  premières  pyramides  ; alors  le  volume  du 
polyèdre  circonscrit  formé  par  l’un  ou  l’autre  système,  aura  pour 

mesure  S X -g-  , S désignant  l’aire  de  ce  polyèdre , et  R étant  le 

rayon  de  la  sphère.  Or  il  est  possible  d’augmenter  le  nombre  des  cô- 
tés du  polygone  générateur  du  solide  de  révolution  , ainsi  que  celui 
des  pyramides  de  chaque  systèôte,  de  manière  que  les  volumes  du 
solide  de  révolution,  du  polyèdre  circonscrit  de  la  sphère,  dif- 
fèrent entre  eux  d’une  quantité  aussi  petite  qu’on  voudra  ; les 
JR  R 

trois  quantités  S X -g-  , surf.  R X “g-  , L , correspondent  donc 

aux  trois  autres,  X , A , B , du  n°75;  donc  la  vraie  mesure  du  vo- 
lume de  la  sphère  est , 

Jl 

V — surf.  R X — g-- 

II®  Démonstration.  Si  l'on  suppose  que  la  surface  de  la  sphère 
soit  décomposée  en  une  infinité  de  triangles  infiniment  petits,  et 
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que  leurs  surfaces  soient  les  bases  d’autant  de  pyramides  ayant  pour  Pc.  IV. 
sommet  commun  le  centre  de  la  sphère,  le  volume  de  chacune  de 
ces  pyramides  sera  égal  à l’aire  de  sa  base  par  le  tiers  de  sa  hau- 
teur, ou  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  ; donc  la  somme  des  volumes 
de  toutes  ces  pyramides , ou  le  volume  de  la  sphère  est  égal  au 
produit  de  sa  surface  par  le  tiers  de  son  rayon. 

Si  D exprime  le  diamètre,  on  aura  (n°  75),  surf.  R — m D*  ; 
partant , - 

V — i « DK 

On  déduit  en  outre,  des  principes  ci-dessus,  que  le  volume  d'un 
secteur  sphérique  a pour  mesure  la  zône  qui  lui  sert  de  base , mul- 
tipliée par  le  tiers  du  rayon. 

17O.  Tout  segment  sphérique  à une  seule  hase  est  équivalent  à Fig.i35. 
un  cylindre  qui  aurait  pour  rayon  de  sa  base  l’épaisseur  de  ce  seg- 
ment, et  pour  hauteur  le  rayon  de  la  sphère , moins  le  tiers  de  l’épais- 
seur dont  il  s’agit. 

Le  volume  du  segment  terminé  par  la  calotte  sphérique  ADB , 
est  évidemment  égal  au  volume  du  secteur  sphérique  AOBD, moins 
le  volume  du  cône  ABO , qui  a pour  base  celle  du  segment. 

Or  , si  l’on  fait  C D = h et  A O zxz  R , le  volume  du  sec- 
teur sera  = surf,  de  la  calotte  ADB  X \ A O — a » R h 

X ~ = j * R1  h ( n°s  6/,  et  169  ) ; 

D’un  autre  côté  , le*  volume  du  cône  A O B — r surf.  C A 
X j CO  — ■s^CA1  X'ïCO  = ■,{*  R— h)h  '-y.  {R  — h) 
h (2  R — h)  (R  — h),  (n°*  54  et  75); 

Donc  le  volume  du  segment  sphérique  à une  seule  base 

= '-,  h R1 — h (2R  — h)(R—  h)=,  A1  X(/î—  iA); 

ce  qui  prouve  la  proposition  énoncée. 

1 7 1 . Le  volume  d’un  segment  sphérique  à deux  bases  parallèles,  Fig.  G: 
a pour  mesure  la  demi-somme  de  ces  bases  multipliée  par  son  épais- 
seur, plus  le  volume  de  la  sphère  dont  celle  meme  épaisseur  est  le 
diamètre.  . 

Soit  DD'E'E  le  segment  dout  il  s’agit  d’avoir  le  volume  ; 

M fe  milieu  de  l’arc  DME  ; DO  — R le  rayon  de  la  Sphère; 

MN  h,  MN1  — h1  les  épaisseurs  respectives  des  segmens 
DME,  D'ME’;  enfin  DN  z=.y , D'N'  — y'  les  rayons  des  bases 
du  segment  sphérique  à mesurer. 

Le  segment  sphérique  DME  a pour  mesure  »4‘  (R  — £ h ); 
et  le  segment  D' ME’ s h,l(R  — I A'.)., 
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Pl.  IV.  Donc  le  volume  du  segment  1)1)' E'E  que  l’on  considère,  est 
1,g'l36‘  V—-.R  (A*  — A'*)  — j * ( A’  — A1*). 

Soit  z l’épaisseur  NN'  de  ce  segmeut,  on  aura  z—  h — h> 
d’où  A 1 — h,x  — z ( A A*  ) et  A*  — AM  = z ( A* -J-  hh1  -f.  A '*  ) , 
« et  pour  lors  l’expression  précédente  deviendra 

r=z*z[R(h+  A»)  — î(A*  + A'A  + A'»)]; 
mais  par  la  propriété  du  cercle  (n°  54  ),  • 

y*  = iRJi  — A*,  y1'1  — 2R/11  — A'*; 
ajoutant  ces  équations,  il  vient, 

\y*-+-y*  = (A  + hl)  — . (h*  + A'*); 

d’où  l’on  tire, 

+y\+  ^ -f-  a'« 


R (h  -f-  A') 


enfin  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  f,  on  a 

y1 4-y1  , (A  - A' )» 

i 6 


'=  » z 


] 


*y*  + *y 


I * 


+ 


a - 6 ' 

résultat  qui  est  conforme  à l’énoncé  de  la  proposition. 


CHAPITRE  IX. 


COMPARAISON  DES  CORPS  RONDS.  POLYÈDRES  RÉGULIERS. 

SIMILITUDE  DES  CORPS  RONDS. 

• * 

172-  Les  corps  ronds  semblables,  sont  ceux  qui  ont  tontes 
leurs  lignes  homologues  proportionnelles  ; ainsi  les  cylindres  ou 
cônes  droite  sont  semblables  , lorsque  les  rectangles  ou  les  triangles 
rectangles  générateurs  sont  .semblables.  Les  sphères  le  sont  donc 
essentiellement. 

De  cette  similitude,  il  résulte  nécessairement  que  les  surfaces 
des  corps  ronds  semblables,  sont  entre  elles  comme  les  quarrés 
des  lignes  homologues  ; que  leurs  volumes  sont  proportionnels  aux 
cubes  des  lignes  homologues.  Ces  propriétés  se  prouvent  par  des 
raisonnemens  analogues  à ceux  des  n°*  8t  et  83. 

Lorsque  l’on  compare  la  sphère  au  cylindre  circonscrit,  on  re- 
connaît, i°  que  la  surface  courbe  de  ce  cylindre  est  équivalente 
à celle  de  la  sphère;  a0 que  la  surface  totale  du  cylindre  circonscrit, 
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est  à celle  de  la  sphère  comme  3 : 2 ; 3°  c’est  aussi  le  rapport  qui 
existe  entre  les  volumes  de  ces  deux  corps. 

Cela  dérive  immédiatement  des  expressions  trouvées  n°*  16 1 , 
i6/>,  166,  169;  car  i°  la  hauteur  AT  du  cylindre  circonscrit  étant 
iR,  son  aire,  non  compris  les  bases,  devient  %RCz=i  !*■*  R1 , ce 
qui  est  l’expression  de  la  surface  sphérique. 

a°  Si  l’on  ajoute  à cette  expression  les  valeurs  des  bases  dont 
chacune  = » R1,  on  a , 

Surface  cylindrique  6 n R1  3 

Surface  sphérique  !%  •»  R%  a 

3°  On  a de  même, 

Volume  du  cylindre  a » R}  3 

Volume  de  la  sphère  a 

Définitions  des  Polyèdres  réguliers. 


173.  Il  nous  restait  à considérer  les  polyèdres  réguliers  qui 
jouissent  de  propriétés  remarquables,  c’est-à-dire  les  polyèdres 
terminés  par  des  polygones  réguliers  égaux  formant  des  angles 
dièdres  égaux;  mais  ces  propriétés  étant  plus  curieuses  qu’utiles, 
nous  nous  bornerons  à observer  que  le  nomb  e de  ces  corps  ne 
peut  surpasser  cinq , et  que  leurs  faces  ne  peuvent  être  que  des 
triangles  équilatéraux , bu  des  quarrés , ou  des  pentagones  : cela 
fient  à ce  que  la  somme  des  angles  plans  qui  composent  chacun  de 
leurs  angles  polyèdres , doit  être  moindre  que  quatre  angles  droits 
(n°  i36).  Voici  la  nomenclature  de  ces  corps  réguliers. 

Le  tétraèdre  régulier  a ses  angles  trièdres  ; et  ses  quatre  faces  sont 
des  triangles  équilatéraux. 

"L’octaèdre  régulier  a ses  angles  trièdres  ; et  ses  huit  faces  sont 
des  triangles  équilatéraux.  m 

L’icosaèdre  a ses  angles  pentaèdres  ; et  ses  vingt  faces  sont  des 
triangles  équilatéraux.  _ 

L’hexaèdre  ou  cube  a ses  angles  trièdres  ; et  ses  six  faces  sont  des 
quarrés  égaux. 

Le  dodécaèdre  a aussi  ses  angles  trièdres  ; et  ses  douze  faces  sont 
des  pentagones. 

Ceux  qui  désireront  plus  de  détails  à ce  sujet , pourront  consulter 
la  Géométrie  de  M.  Legendre  ; c'est  dans  cet  ouvrage  principale- 
ment qu’ils  trouveront  les  démonstrations  des  diverses  propositions 
que  nous  n’avons  fait  qu’énoncer  dans  le  précis  de  ces  leçons. 

Géométrie.  14) 
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Enoncés  de  plusieurs  problèmes  dont  les  solutions 
sont  fondées  sur  quelques-uns  des  principes  pré- 
cédens. 


i ° La  hauteur  d’une  pyramide  triangulaire  est  1 1 m,  3 , et  les  trois 
côtés  de  sa  base  sont  6m,  qm,  8m , quel  est  son  volume  ? 

a°  Déterminer  V arête  du  tétraèdre  régulier,  dont  le  volume 
est  1 5m-c\  ' 

3°  Le  côté  (Vun  cône  droit  est  8 , et  sa  hauteur  — 5 , trouver  sa 
surface  courbe  et  son  volume  ? 

4°  Les  rayons  des  bases  d’un  cône  droit  tronqué , sont  4 et  6 , et 
le  côté  de  ce  tronc  est  9 , trouver  la  surface  courbe  de  ce  corps  et 
son  volume  ? 

5°  Le  volume  d’un  cylindre  est  36 , et  la  circonférence  de  sa  base 
est  8,  trouver  sa  hauteur. 

6°  Le  volume  d'une  sphère  — 1 3g , quel  est  son  rayon  ? 

jpn  trouvera  aux  n0'  71  et  84  de  l’ Algèbre , les  solutions  de 
^Rieurs  autres  problèmes  de  géométrie.  Les  Elèves  ne  peuvent 
mieux  faire  que  d’y  recourir,  parce  qu’ils  se  familiariseront  da- 
vantage avec  les  principes  de  cette  science , et  qu’ils  en  feront  des 
applications  utiles. 


CHAPITRE  X. 


MESURE  DES  VOLUMES  DES  CORPS  QUI  CONSTITUENT  LES 
OUVRAGES  DE  FORTIFICATIONS. 

* 

174-  Dans  les  arts  de  construction,  on  désigne  psr  déblai  les 
terres  enlevées,  et  par  remblai  celles  qui  servent  à exhausser  cer- 
taines parties  de  terrain. 

Soit  qu’il  s’agisse  d’évaluer  des  massifs  de  maçonnerie,  soit  qu’il 
faille  déterminer  la  quantité  du  déblai  ou  du  remblai  formé  dans 
un  ouvrage  de  fortification,  on  y parvient  en  décomposant  d’abord 
ces  massifs  en  corps  moins  irréguliers,  dont  les  dimensions  se  dé- 
duisent tant  de  la  connaissance  de  la  figure  du  terrain  indiquée 
par  des  nivellemens  , que  de  celle  de  la  forme  du  projet  ; et  en 
calculant  ensuite  les  volumes  de  chacun  de  ces  corps  à l’aide  des 
principes  précédées , et  des  règles  que  nous  allons  donner  pour 
compléter  cette  partie  essentielle  de  la  Stéréométrie. 
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Il  arrive  souvent  que  la  forme  d‘un  corps  ne  résulte  d’aucune  Pt.  IV. 
loi  géométrique;  et  dans  ce  cas,  les  volumes  partiels  pris  ensemble 
ne  peuvent  représenter  que  par  approximation  le  volume  total  : 
de  là  la  nécessité  de  les  multiplier  suffisamment;  mais  afin  de 
simplifier  les  opérations  numériques,  l’on  est  convenu  de  con- 
sidérer certaines  surfaces  courbes  comme  étant  engendrées  par  le  • 

mouvement  d’une  droite  assujettie  à glisser  le  long  de  deux  autres 
droites  données  de  position. 

Les  corps  dont  les  surfaces  sont  soumises  à cette  loi  de  gé- 
nération , se  nomment  corps  à faces  gauches.  On  voit  donc  en 
quoi  ces  surfaces  diffèrent  des  surfaces  courbes  proprement  dites 
(n°  5 ).  Avant  de  chercher  les  formules  qui  conviennent  à la  me- 
sure des  corps  à faces  gauches,  considérons  celles  qui  se  rap- 
portent aux  corps  terminés  par  des  surfaces  planes. 


iy5.  Mesure  du  solide  ABCDabcd,  composé  de  deux  prismes  ^ 
triangulaires  ABDabd , BCDbcd  , dont  les  arêtes  Aa  , Bb  , Ce  , Dd, 
sont  perpendiculaires  à la  base  ABCD. 

Suivant  le  théorème  du  n°  i5a,  lé  prisme  triangulaire  ABDabd, 

Aa  -f-  Bb  -i-  Dd 

a pour  mesure  ABD  y ~ ; celui  BCDbcd , a aussi 

„„„  Bb  + Cc  + Dd  . 

pour  mesure  B CD  y.  ^ — •;  ainsi  le  volume  total  -, 

- Aa  + Bb+Dd,  „„„  Bb-l-Cc  + Dd 

V = ABD  X 3 h BCB  X — —y . 


Lorsque  la  base  ABCD  est  un  parallélogramme  , on  a sim- 
plement 


y _ ABCD 
a 


X 


Aa  -f-  Ce  -J-  a Bb  4-  Dd 
3 ' 


Il  est  évident  que  ces  deux  formules  ont  lieu  lorsque  la  surface 
abcd  est  la  réunion  de  deux  triangles  abd , bed  situés  dans  deux 
plans  différens , comme  lorsqu’elle  est  plane. 


Application  à la  mesure  du  volume  d’un  Ponton. 


En  vertu  de  ce  qui  précède,  il  est  aisé  d’avoir  le  volume  ^>L*  ^ 
d’un  ponton.  En  effet,  si  l’on  conçoit  que  cette  espèce  de  ba- 
teau  , dont  les  figures  i38  et  i38  bis  représentent  respective- 
ment le  plan  et  là  perspective,  soit  coupé  perpendiculairement 
à sa  longueur  et  au  milieu  , le  volume  de  chaque  moitié 
abcdABCD,  abcdA'B'C'D'  sera  un  assemblage  de  deux  prismes 
triangulaires  tronqués , dont  l’un  abcABC  aura  pour  expression 


/ a aA  + cC  \ 

abc  y 3 J, 


parce  que  Aa  zz.  Bb  ; et  dont  l’autre  aura 


t- 


>9 
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f a cC  -h  aA  \ 

Tl  V.  aussi  pour  expression  acd  X f ^ 1*  donc  le  volume  du 

ponton  entier  composé  de  deux  parties  symétriques,  est 


Soit  pour  exemple  , 


mèt. 


F. a plus  grande  largeur AD  — 1,  S 

La  plus  petite CD  — i,  3 

La  profondeur  du  ponton  . = o,  8 

J, a plus  grande  longueur AA1  = 6, 

La  plus  petite  longueur CC1  = 4»  4 

La  formule  précédente  deviendra,  en  vertu  de  ses  valeurs, 

y—ifi  y.  0,4  (— ~^  4,4  )-»-  x 0,4  8 ; 

et  en  effectuant  les  calculs  indiqués,  on  aura 

V—  3,a8  + a, 565  = 5,845  ; 

ainsi  le  volume  du  ponton  est  de  5 mètres  cubes  845  millièmes. 


Calcul  d'une  batterie. 


176-  La  figure  139  représente  le  profil  de  l’épanlement  d’une 
batterie,  et  d'un  fossé  en  avanL  pour  en  défendre  l’accès.  Dan» 
la  construction  de  ces  sortes  d'ouvrages  , le  remblai  se  forme  uni- 
quement des  terres  du  déblai.  Pour  le  cas  dont  il  s’agit , le  massif 
delà  batterie,  abstraction  faite  des  embrasures , peut  être  consi- 
déré comme  un  prisme  tronqué,  dont  la  coupe  faite  perpendicu- 
lairement à sa  longueur  serait  le  quadrilatère  ABDC.  Pour  satis- 
faire d’une  manière  suffisamment  exacte  à la  condition  actuelle, 
il  faut  que  la  surface  de  la  section  ABDC  soit  équivalente  a celle 
de  la  section  EFHG.  Or  iyjus  remarquerons  que  la  hauteur  inté- 
rieure Ce  de  l’épaulement , ses  talus  intérieur  et  extérieur  Ac , dB , 
ou  l’angle  DBA , son  épaisseur  AB  à la  base , et  la  largeur  BE 
de  la  berme  sont  ordinairement  donnés  d'avance  , ainsi  que  la 
largeur  EG  du  fossé.  Si  donc  l’on  suppose  que  le  talus  des  terre» 

du  déblai  , afin  qu’elles  ne  s’éboulent  point , doit  être  le  — î— 

de  la  profondeur  Hh  du  fossé,  on  aura  ce  problème  à résoudre 
pour  connaître  cette  profondeur  : déterminer  la  hauteur  Hh  ,•  de 
manière  que  l’aire  EFHG  soit  équivalente  à l'aire  ACDB , en  éta- 
blissant À ailleurs  pour  condition  que  la  ligne  de  tir  CD  passe  par 
le  sommet  G de  ta  contrescarpe. 

. * 
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Pour  traiter  le  cas  le  plus  simple , nous  supposerons  que  l’incli- 
naison DBA  doit  être  égal  à l’angle  8.  Cela  posé; 

Soient  les  données  Ac  — a,  Bc  — b,BE  ~ c,  E G — d,  Ce  —h-, 
angle  DBA  — 8 ; 

et  les  inconnues  dB  = x,  dDzzy,  hH  zz  z.  Les  triangles  sem- 
blables CcG,  DdG  donneront. 

Ce  l Dd  l’.cG  J dG,  ou  h ! y ; ; b -H  c -+■  d I 
d’où 

(x  c + d)  h 
y ~~  b + c + d ’ 


et  le  triangle  rectangle  DdB  donnera  y zz  px , en  désignant  par  p 

. dD 

le  rapport  connu  — g - . 

Egalant  ces  deux  valeurs  dey,  on  tirera  ensuite  , 

(c  + d)  h 

X — ( b + c + d)p—h  ’ 

Désignons  celte  valeur  connue  par  g1,  et  la  valeur  correspondante 
de  y par  h'. 

L’aire  du  triangle  ACG,  moins  celle  du  triangle  DBG,  étant 
égale  à la  section  ACDB  , soit  pour  abréger , AG  xz  m et  BG  — m1-, 
on  aura 


ACDB  — 


mh 


m' h1 
a 


Quant  à l’aire  de  la  section  EFHG  , elle  est  égale  à 
(<*  + d 

ainsi  l’équa,tion 

mh  — m'h1  — a«^  d — — , 

exprime  analytiquement  que  le  remblai-  est  égal  au  déblai.  Si  on 
la  résout  par  rapport  à l’inconnue  z J,  et  si  l’on  fait  pour  simpli- 
fier, mh  — ni  h 1 = R,  on  obtiendra 

dn  , V <Rn*  — are  R 

s = ± • 

a a 

Il  résulte  de  là  , et  de  ce  que  n ni  R ne  peuvent  être  négatives  , 
que  le  problème  est  impossible  lorsque  inR  > dln* , ou  ce  qui  est 
de  même  , lorsque 

’ d<^! 

et  il  est  aisé  de  voir  que  des  deux  valeurs  positives  de  z , la  plus 
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V.  petite  est  la  seule  qui  soit  admissible  , car  les  dimensions  du  fossé 

ne  peuvent  être  que  positives.  En  effet,  si  on  prenait  z>  -^-,Ia 

2 

2 Z 

largeur  d — du  fond  du  fossé  serait  négative. 

L'épauleinent  que  l’on  considère  maintenant  étant  un  prisme 
tronqué,  il  s’ensuit  que  sa  mesure  s’obtient  de  la  même  ma- 
nière que  celle  d’un  ponton  ; cependant  pour  en  connaître  le  mas- 
sif effectif,  il  faut  en  outre  avoir  égard  au  déficit  produit  par  les 
embrasures. 


Mesures  des  solides  à faces  gauches . 

t 77.  Si  l'on  imagine  qu’un  massif  de  terre  irrégulier,  situé 
sur  un  plan  horizontal , soit  coupé  par  un  grand  nombre  de  plans 
verticaux  parallèles,  et  par  d’autres  plans  perpendiculaires  à ceux-ci, 
ce  massif  sera  décomposé  en  solides  dont  une  des  faces  seulement 
fera  parti:  de  la  surface  du  solide  de  terre;  et  s’il  s’agit  d’en  éva- 
luer le  volume,  on  pourra,  sans  erreur  bien  sensible,  considérer 
chacune  de  ces  surfaces  partielles  comme  étant  terminées  par  des 
lignes  droites,  et  engendrées  à la  manière  des  surfaces  gauches 
^n°  174)-  C’est  presque  toujours  ainsi,  dans  les  travaux  de  ter- 
rasses, que  se  fait  la  décomposition  des  solides  à mesurer;  cepen- 
dant , pour  plus  de  généralité,  nous  déterminerons  d’abord  le  vo- 
lume d’un  solide  à base  trapézoïdale. 
i4o.  Soit  ABCD  le  trapèze  servant  de  base  au  solide  ABCDabcd , 
et  AB  , DC  les  côtés  parallèles.  Si  la  surface  gauche  abcd , opposée 
à la  base , est  engendrée  par  le  mouvement  d’une  droite  ab  , pa- 
rallèle au  plan  vertical  AabB , et  s’appuyant  constamment  sur  les 
lignes  ad,  bc,  et  que  aA'  = bB,  bB1  ~aA,  cC'  zzzdD,  dD'—cC, 
le  solide  AC'  sera  visiblement  double  du  solide  proposé  , et  la  base 
A1  B1  C'D'  sera  nécessairement  plane.  Par  conséquent,  si  on  mène 
les  diagonales  AC , A' C1 , le  plan  AA'  CC1  divisera  le  solide  AC' 
en  deux  troncs  de  prismes  triangulaires  ABCd'B'C',  ADCA'  D' O . 
Désignant  donc  respectivement  par  B',  B",  les  triangles  ABC,  ADC, 
et  par  A,  h',  h",  h"',  les  hauteurs  inégales  Aa,  Bb , Ce,  Dd,  on 
aura  pour  le  volume  v1  du  premier  prisme , 

et  pour  le  volume  v"  du  deuxième  prisme . 

) B"  ; 

par  conséquent,  le  volume  cherché  du  solide  ABCDabcd , est 
r = u'  + v"  - (±t^t£±£:)  B'+  ^a**-4^*”+*+*^  Du 


v"  — ( 


CC'  + DD'  + AA' 


) j, » = ( 


3À"-f-  A-f-À' 

3 


AA'  + BB'  + CC' 
3 


aA-f-aô'  4-A"  + A" 
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c’est-à-dire  qu’après  avoir  partagé  la  base  de  ce  solide  en  deux 
triangles,  par  une  diagonale  quelconque,  on  prendra  pour  base 
de  chaque  triangle,  une  des  bases  mêmes  du  trapèze  ABCD  ; 
puis  l’on  ajoutera  ensemble  deux  fois  les  hauteurs  qui  aboutissent 
à cette  base,  et  une  fois  les  hauteurs  qui  aboutissent  à la  base 
de  l'autre  triangle;  ensuite  on  prendra  le  sixième  du  tout  , que 
l’on  multipliera  par  l’aire  du  triangle  choisi  pour  base , et  le  pro- 
duit sera  le  volume  de  chaque  tronc  de  prisme  triangulaire  ; enfin 
la  somme  de  ces  deux  prismes  sera  le  volume  du  corps  dont  la  base 
est  un  trapèze. 

Ce  solide  peut  n’avoir  que  une,  deux  ou  trois  hauteurs.  Lors- 
que la  base  ABCD  se  change  en  parallélogramme  , on  a B'zz  B" , 
et  alors  la  formule  précédente  se  réduit  à 

en  désignant  par  B la  base  AB  CD.  Ainsi , dans  ce  cas , il 
faut  multiplier  la  base  par  le  quart  de  ,1a  somme  des  quatre 
hauteurs. 


Du  mesurage  des  bois. 

1 78.  On  est  maintenant  dans  l’usage  d’évaluer  en  mètres  cubes, 
les  volumes  des  matières  que  l’on  emploie  dans  l’artillerie , et  dans 
l'architecture  militaire  et  civile,  à moins  que  l’on  ne  soit  obligé 
de  faire  exécuter  des  travaux  en  pays  étranger;  encore  est-il  tou- 
jours possible  de  connaître  le  rapport  de  la  mesure  du  pays  avec 
le  mètre,  et  par  conséquent  d’effectuer  tous  les  calculs  suivant  le» 
système  décimal.  * 

S’il  s’agissait  cependant  de  déterminer  le  volume  des  ouvrages 
de  sujétion,  l’on  prendrait  pour  unité  de  volume,  le  décimètre 
cube  , qu’il  ne  faut  pas  confondre  avec  le  dixième  du  mètre  cube 
(n°  toi , Arithmétique) , puisqu’en  effet  la  première  unité  n’est  que 
la  iooo'4™'  partie  du  mètre  cube,  et  qu’au  contraire  la  seconde 
unité  en  est  la  ioiime  partie. 

Lorsque  l’on  met  les  bois  en  oeuvre  dans  l’artillerie  et  dans  les 
travaux  des  fortifications , on  les  équarrit  d’abord,  c’est-à-dire 
qu’on  leur  donne  la  forme  d’un  parallépipède  rectangle;  et  alors 
on  entend  par  équarrissage , le  quarré  inscrit  au  cercle  pris  pour 
base  , dans  un  corps  d’arbre  non  équarri  on  en  grume.  Mais  parce 
que  les  arbres  diminuent  de  grosseur  en  allant  du  pied  vers  les 
branches  , on  a coutume  de  considérer  la  tige  d’un  arbre  comme 
un  cylindre  de  même  longueur  que  cette  tige , et  dont  le  diamètre 
est  égal  à celui  de  la  section  supposée  faite  au  milieu  de  cette  lon- 
gueur. On  diminue  en  outre  ce  diamètre  de  quelques  centimètres  , 
par  rapport  à l’écorce  et  à l’aubier;  mais  cette  diminution  varie 
selon  la  nature  des  bois  et  le  pays  où  l’on  en  fait  usage. 
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Soit,  en  général  d le  diamètre  moyen  d'un  arbre,  exprimé  en 
parties  du  mètre,  et  h sa  longueur  donnée  en  mètres.  En  vertu 

du  n°  107,  -j-  sera  l’aire  du  quarré  inscrit  au  cercle  qui  a d pour 

d‘ 

diamètre  , et  v — — X h , sera  ( n°  148)  l’expression  du  volume 

de  l’arbre  équarri. 

Si  on  donnait  aux  bois  nne  toute  autre  forme  que  celle  que  nous 
supposons  maintenant,  il  faudrait,  pour  effectuer  leur  cubature , 
recourir  aux  règles  précédemment  démontrées. 
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LIVRE  III. 

NOTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES. 

1 7g.  La  méthode  des  projections  consiste  à représenter  sur  une 
surface  donnée,  et  suivant  une  certaine  loi,  des  points  situés  dans 
l’espace.  Cette  partie  de  la  Géométrie  qui  en  forme  le  complé- 
ment, et  à laquelle  on  a donné  le  nom  de  Géométrie  descriptive , 
trouvant  sans  cesse  son  application  dans  les  arts  graphiques,  il 
convient,  pour  en  faciler  l’intelligence  aux  Elèves  qui  doivent  se 
livrer  aux  applications,  de  leur  donner  quelques  notions  sur  cct 
objet. 

I 80.  Un  point  est  donné  dans  l'espace , par  ses  distances  à trois  F'g*t4i. 
plans  connus.  On  suppose  ordinairement  ces  plans  rectangulaires, 
et  nous  les  considérerons  tels  par  la  suite. 

Soit  M le  point  dont  il  s’agit,  et  qui  est  rapporté  aux  trois  plans 
rectangulaires  bac , dab , cad.  Les  droites  MM* , MM}1 , MM11 1 , 
mesurant  les  distances  de  ce  point  à chacun  de  ces  plans,  sont  les 
arêtes  oontiguës  du  parallélépipède  rectangle  M'i 1 n.  Or,  dans  un 
tel  corps , le  quarré  de  la  diagonale  aM  est  égal  à la  somme  des 
quarrés  des  trois  arêtes  d’un  même  angle  trièdre;  car  ( n”  77  ), 

Zm1  = ÔW1  + MM1 2 et  aM1"  z=T7~n  -j-  nW* . 

Donc  le  quarré  de  la  distance  d’un  point  quelconque  M de 
r espace  , à celui  où  les  trois  plans  coordonnés  se  rencontrent , est 
égal  à la  somme  des  quarrés  des  distances  du  point  M à chacun 
de  ces  plans. 

Le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  donné  sur  un 
plan,  se  nomme  la  projection  orthogonale , ou  simplement  la  pro- 
jection de  ce  point. 

Les  plans  sur  lesquels  on  projette  les  points  de  l’espace , se  nom- 
ment plans  de  projection,  ou  plans  coordonnés.  Pour  mieux  fixer 
les  idées,  nous  supposerons  que  l’un  de  ces  plans  est  horizontal, 
et  que  les  deux  autres  sont  verticaux. 

La  projection  d'une  droite  sur  un  plan , est  l’intersection  de  ce  Fig.i4i. 
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Pl.  V.  plan  avec  un  autre,  que  l’on  nomme  plan  projetant,  qui  lui  est 
perpendiculaire,  et  qui  passe  par  la  droite  proposée.  Ainsi  la 
droite  MN  a pour  projection  horizôntalc  M'N' , et  pour  projection 
verticale  Af  A/11. 

1 8 1 • Une  droite  est  déterminée  de  position  dans  l’espace,  par  ses 
projections  sur  les  plans  coordonnés . 

En  effet,  si  par  les  projections  de  cette  droite,  on  élève  des 
plans  perpendiculaires  aux  plans  de  projection  respectifs,  chacun 
d’eux  contiendra  la  droite  dont  il  s’agit;  donc  elle  sera  la  com- 
mune section  de  ces  plans. 

De  là  , il  est  aisé  de  conclure  que  l’une  des  trois  projections 
d’iiue  droite  , dépend  essentiellement  des  deux  autres.  Ainsi  nous 
ne  considérerons  à l'avenir  que  deux  plans  de  projection  , l'hori- 
zontal et  le  vertical , et  nous  supposerons  même  que  le  plan  vertical 
a été  rabattu  sur  le  plan  horizontal , en  le  faisant  tourner  autour 
de  leur  commune  section,  comme  charnière.  Cette  circonstance 
donne  lieu  à une  remarque  importante,  c’est  que  fer  deux  projec- 
tions d’un  rndrne  point  se  trouvent  sur  une  meme  droite  perpendicu- 
laire à l'intersection  des  deux  plans  de  projection. 

Fig.i4i.  Par  exemple,  dans  la  figure  en  perspective , le  point  AI  est  pro- 
jeté sur  les  plans  bac,  bad , suivant  le.s  perpendiculaires  MAI1  , 
MM}1-,  les  droites  Af'n  , M'n,  respectivement  parallèles  à ces  per- 
pendiculaires, forment  donc  des  angles  droits  avec  la  ligne  ab-, 
donc,  en  rabattant  le  plan  dab  sur  le  plan  bac , les  points  M'AI1 
seront  sur  la  même  droite  M‘ Af1  perpendiculaire  à ab. 

182.  En  architecture,  le  dessin  exécuté  sur  le  plan  horizontal 
de  projection  , se  nomme  le  plan  géométral ; celui-ci  fait  connaître 
la  situation  respective  des  projections  de  tons  les  points  remarqua- 
bles d'un  édifice;  et  ces  projections,  d'après  ce  qui  a été  dit  ci- 
dessus  , sont  données  par  les  pieds  des  lignes  à plomb , ou  des 
perpendiculaires  abaissées  sur  ce  plan.  C’est  sur  le  plan  vertical 
que  se  projettent  ces  mêmes  points,  et  que  se  trouvent  par  consé- 
quent leurs  hauteurs  au-dessus  du  plan  horizontal.  La  figure  qui 
résulte  de  cette  dernière  opération,  s'appelle  coupe  ou  profit,  si 
elle  représente  une  section  faite  dans  le  bâtiment;  et  élévation,  si 
elle  n’en  peint  que  les  parties  extérieures. 

La  droite,  suivant  laquelle  un  plan  rencontre  l’un  des  plans  de 
projection,  se  nomme  la  trace  de  ce  premier  plan. 

Fig.i43.  l83.  Un  plan  est  connu  par  ses  traces  sur  chacun  des  plans  de 
projection . 

En  effet,  si  mAl'  et  rnAP'  sont  les  traces  de  ce  plan,  sur  le  plan 
horizontal  bac  et  sur  le  plan  vertical  dab  ; les  trois  points  M' , rn, 
AI"  , n’étant  jamais  en  ligne  droite,  et  appartenant  au  plan  dont  il 
s’agit,  en  déterminent  nécessairement  la  position. 

S'il  arrivait  que  la  trace  APhn  fût  perpendiculaire  à ab  , le  plan 
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AP'mM'  serait  perpendiculaire  au  plan  horizontal;  et  si  les  deux  Pc.  V.  • 
traces  étaient  perpendiculaires  à ab , le  plan  en  question  serait 
à la  fois  perpendiculaire  aux  deux  plans  de  projection;  cela  est 
évident. 

l 8/j . Deux  plans  non  parallèles  étant  donnés , trouver  les  projcc- Fig.i4i. 
lions  de  leur  intersection . . 

Soient  M'mM 1I.,  AI'nAP1,  les  deux  plans  donnés.  Les  deux  points 
AI1 , AP1 , sitpés  respectivement  dans  le  plan  horizontal  et  dans  le 
plan  vertical , appartenant  en  même  temps  aux  deux  plans  donnés, 
il  s'ensuit  que  la  droite  AI1  AP1  est  leur  commune  section.  Si  donc 
on  abaisse  sur  ab  les  perpendiculaires  Al'q,  AP'p,  les  droites  pM' , 
qAP1 , seront  les  projections  horizontale  et  verticale  de  l’intersec- 
tion des  deux  plans  donnés. 

1 85.  Trouver  les  projections  de  la  droite  qui  passe  par  deux  points  Fig.i45. 
donnés. 

Cette  question  se  résout  sur-le-champ , en  joignant  sur  chaque' 
plan  de  projection,  les  projections  des  points  donnés.  Par  exem- 
ple, la  droite  AI’ N"  qui  passe  par  les  projections  horizontales  de 
ces  points,  est  aussi  la  projection  horizontale  de  la  droite  qui 
joint  ces  mêmes  points;  de  même,  AP1  N"  est  sa  projection  ver- 
ticale. 

I 86.  Les  projections  de  deux  droites  parallèles  dans  l’espace  , Fig.i46. 
sont  elles-mêmes  parallèles  sur  chaque  plan  de  projection. 

Car  AIN , PQ  étant  les  droites  proposées,  les  deux  plans  proje- 
tans  verticaux  NAIN' , QPQ',  sont  parallèles;  puisqu’en  supposant 
les  lignes  NN1 , Q01  perpendiculaires  au  plan  horizontal  abc , les 
angles  AINN' , PQQ1  sont  égaux  ( n°  ia8  ) , et  ont  leurs  plans  pa- 
rallèles. Donc  les  projections  AIN1 , PQ1  sont  elles -mêmes  paral- 
lèles (n°  116). 

Si  le  parallélisme  des  projections  n’avait  lieu  que  sur  un  des 
plans  coordonnés,  les  droites  dont  il  s'agit  ne  seraient  point  paral- 
lèles entre  elles.  Cette  circonstance  annoncerait  seulement  que  l’une 
de  ccs  droites  est  parallèle  au  plan  projetant  de  l'autre. 

On  conçoit  aisément  que  deux  droites  se  coupent  dans  l’espace , 
lorsque  leurs  projections  sur  chaque  plan  coordonné  se  rencontrent 
eu  deux  points  situés  sur  une  même  ligne  perpendiculaire  à ab 
(n°  1 8 x ) , et  ces  points  sont  alors  les  projections  du  point 
cherché. 

187.  Par  un  point  donné , mener  une  parallèle  à une  droite Fig.147. 
ilonnée. 

II  résulte  du  théorème  précédent,  que  la  question  actuelle  sera 
résolne  si , par  les  projections  P' , P11  du  point  proposé,  l'on  mène 
dans  chaque  plan  coordonné  des  droites  F'G' , F1  G11,  respective- 
ment parallèles  aux  projections  AI1  N1 , APW  de  la  droite  donnée  ; 
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Tl.  V.  car  les  droites  F'G1 , F'G"  seront  les  projections  horizontale  et 
verticale  de  la  droite  cherchée. 

t‘g.148.  188.  Trouver  l’intersection  d'un  plan  et  d’une  ligne  droite. 

Soit,  dans  la  figure  en  perspective,  M'oM"  le  plan  donné,  et 
PR  la  droite  dont  il  faut  trouver  les  projections  R' , R11  du  point  R 
de  rencontre  avec, ce  plan. 

Pour  cet  effet,  on  cherchera  la  commune  section  de  l’un  des 
plans  projetans  PRR'P1  avec  le  plan  proposé;  cette  ligne  passera 
nécessairement  par  le  point  R , et  sa  projection  sur  le  plan  verti- 
cal. coupera  celle  P"  R"  de  la  droite  donnée  PR  en  un  point  R11 , 
qui  sera  la  projection  du  point  cherché. 

Pour  exécuter  réellement  cette  construction , soit  M'oM"  le  plan 
donné,  et  nM',  qQ",  les  projections  de  la  droite  dont  on  cherche 
la  rencontre  avec  ce  plan.  Menez  des  points  M' , n,  les  perpendi- 
culaires M'rn , nM'  à la  droite  ab  , et  la  ligne  mM'  sera  (n°  184), 
la  projection  verticale  de  la  commune  section  dn  plan  projetant 
M"nM' , avec  le  plan  M'oM'.  Ainsi  le  poirtt  R " sera  la  projec- 
tion verticale  du  point  R.  Quant  à la  projection  horizontale  R' 
de  ce  point,  on  l’obtient  en  menant  R" R1  perpendiculaire  à ab 
( n°  181  ). 

On  parviendrait  au  même  but,  en  effectuant  la  construction  re- 
présentée par  la  figure  1 4g. 

Fig.i5o.  Un  plan  étant  donné,  trouver  pour  chaque  point  du  plan 

horizontal  la  coordonnée  verticale,  c’est-à-dire , la  hauteur  de  celui 
qui  lui  correspond  dans  le  plan  donné.  - 

Soit  M'oM " le  plan  donné,  et  P'  la  projection  horizontale  du 
point  de  ce  plan , dont  on  demande  la  hauteur  au-dessus  de  bac. 
Si  l’on  conçoit  dans  le  plan  M'oM1  une  horizontale  PQ11,  elle  sera 
parallèle  à la  trace  oM' , et  alors  qQ"  ou  nP"  sera  la  hauteur  du 
point  P au-dessus  du  plan  horizontal  bac. 

Cela  posé,  menez  P'q  parallèle  à oM' ; élevez  qQ"  perpendi- 
culaire à ab , et  les  lignes  P' P",  Q"P",  respectivement  parallèles 
à qQ"  et  à ab  , se  rencontreront  en  un  point  P",  qui  sera  la  pro- 
jection verticale  du  point  cherché  P.  Donc  nP' , ou  qQ"  , sera  sa 
hauteur  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Fig.i5i.  1 90.  Déterminer  V angle  qu’une  droite  fait  avec  l’un  des  plans 
de  projection.  « 

Il  est  visible  que  l’angle  qu’une  droite  P'N  fait  avec  un  plan 
abc,  est  celui  que  cette  droite  forme  avec  la  trace  P'N'  du  plan 
projetant  P'NN'  sur  le  plan  abc.  Si  donc  eF' , gG"  sont  les  pro- 
jections d’une  droite  donnée,  on  prendra  arbitrairement  sur  eF' 
un  point  N'  ; et  le  point  N',  déterminé  par  la~  rencontre  de  la 
droite  N1  N1  perpendiculaire  à abc  avec  la  projection  gG"  , sera  la 
projection  verticale  du  point  N. 
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Maintenant  il  s'agit  de  trouver  les  points  où  la  droite  MNPl.  V. 
rencontre  les  plans  coordonnés.  Or  ces  points  sont  ceux  où  la 
droite  d’intersection  des  deux  plans  projetans  rencontre  les  plans 
coordonnés;  donc  ( n°  184)  les  points  P',  P"  sont  les  points 
cherchés. 

Reste  à déterminer  l’angle  NP'N'.  Pour  cet  effet , si  l'on  con- 
sidère que  le  triangle  NP'N’,  tournant  autour  de  P'N',  soit  ra- 
battu sur  le  plan  horizontal , la  droite  N' N restera  constante  et 
égale  à N'A.  Faisant  par  conséquent  Wrt  perpendiculaire  à P'N', 
et  égale  à N'A , l’angle  N'P'n  sera  celui  que  l'on  cherche.  La  figure 
i5a  représente  le  cas  où  la  droite  donnée  rencontre  le  plan  hori- 
zontal bac,  supposé  prolongé  vers  d. 

IQI.  Trouver  l’angle  qu’un  plan  donné  fait  avec  chacun  rfej Fig.i53. 
plans  de  projection. 

Soit  M'oM"  le  plan  donné , déterminer , par  exemple,  l’angle 
que  ce  plan  fait  avec  l’horizontal  bac. 

Si  d’un  point  quelconque  P , pris  sur  le  plan  M'a) W , on 
abaisse  sur  bac  une  perpendiculaire  PP'  , et  que  par  cette 
perpendiculaire  on  conçoive  un  plan  P P' N',  perpendiculaire  • 
au  plan  donné  M'oM" , l’angle  P N' P'  sera  celui  que  l’on  de- 
mande. 

Cela  posé,  prenez  à volonté  un  point  P'  sur  le  plan  horizontal , 
et  de  ce  point,  abaissez  sur  oM'  la  perpendiculaire  P'N'.  Cher- 
chez, par  la  méthode  du  n°  189  , la  projection  P"  du  point  P , et 
prenez  sur  qP>,  parallèle  koM',  la  partie  P'p  — P"r.  Alors  l’angle 
pN’P'  sera  l’inclinaison  cherchée. 

Il  est  facile  de  démontrer  que  la  perpendiculaire  abaissée  d'un 
point  quelconque  d'un  plan  incliné  à l’horizon  , sur  la  trace  de 
ce  plan,  ou  sur  une  ligne  horizontale  qui  y soit  contenu,  est  la 
ligne  de  plus  grande  pente  de  ce  même  plan  ; d’où  il  suit  que  si 
on  voulait  déterminer  la  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan 
M'oM"  , on  abaisserait  d un  point  quelconque  P,  une  perpen- 
diculaire P N'  sur  l’horizontal  o M' , laquelle  serait  la  ligne  cher- 
chée. 

On  conçoit , d’après  ce  qui  précède  , le  moyen  de  construire 
un  plan  dont  la  trace  oM' , ainsi  que  l’angle  PN’P' , seraient 
connus. 

192.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  parallèle  à un  autre  Fig.i54. 
plan  donné. 

Puisque  les  plans  doivent  être  parallèles , leurs  traces  sur  les 
plans  coordonnés  seront  elles-mêmes  parallèles  (n°  186).  C’est  sur 
cette  propriété  qu’est  fondée  la  construction  suivante  : 

Soit  M'mM " le  plan  donné  , et  P',  P " les  projections  du  point 
dont  il  s’agit.  On  mènera  P'e  parallèle  à inM'  , et  l’on  formera  le 
rectangle  epP"E"  : alors  le  point  E"  étant  sur  la  trace  verticale  du 
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Pl.  V. plan  cherché,  l’on  mènera  à wM " la  parallèle  nE"N"  ; et  par  le 
point  n,  la  droite  nN>,  parallèle  à mM' . Le  plan  WnS1,  déterminé 
de  celte  manière,  sera  parallèle  à M"mM' , et  passera  par  le  point 
donné. 

Fig.  1 55.  i Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  sa  trace  et  la 
projection  de  cette  droite  sur  le  meme  plan  coordonné , seront  perpen- 
diculaires l’une  à l’autre. 

Le  plan  que  l’on  considère  est  M'mM" , et  la  droite  qui  lui 
est  perpendiculaire  est  PQ  ; ainsi  tout  plan  PQ'  passant  par 
cette  droite , sera  lui  - même  perpendiculaire  au  plan  M'mM" 
(n°  i33);  par  conséquent,  si  le  plan  PQ'  est  le  plan  projetant 
de  la  droite  PQ,  il  remplira  celte  condition  , et  sera  en  outre  per- 
pendiculaire au  plan  horizontal  bac ; donc  ce  dernier,  et  le  plan 
M'mM",  lui  seront  tous  deux  perpendiculaires;  donc  leur  com- 
mune section  , ou  la  trace  mM1,  jouira  aussi  de  cette  propriété; 
donc  enfin  mM'  sera  perpendiculaire  à P'Q',  projection  horizon- 
tale de  la  droite  PQ.  On  raisonnerait  de  même  relativement  à la 
projection  verticale. 

Pl.  VI.  . • 

Fig.i56.  194-  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  perpendiculaire  à un 
plan  donné. 

Il  résulte  du  théorème  précédent , que  si , des  projections 
P1,  P11  du  point  donné , on  abaisse  respectivement  sur  les  traces 
mM1,  mM"  du  plan  donné,  les  perpendiculaires  P'Q',  P"Q",  elles 
seront  les  projections  de  la  ligne  jouissant  des  deux  propriétés 
requises. 

Si  on  voulait  déterminer  la  longueur  de  la  perpendiculaire  au 
plan  donné,  il  faudrait  d’abord  chercher  les  projections  de  son 
pied  par  le  procédé  du  n°  188,  et  ensuite  construire  sur  la  pro- 
jection de  la  longueur  de  la  perpendiculaire  en  question  , un  trapèze 
dont  les  bases  parallèles  et  perpendiculaires  à cette  projection  , 
fussent  égales  aux  hauteurs  des  extrémités  de  cette  perpendicu- 
laire, au-dessus  du  plan  coordonné  qui  contient  la  projection  dont 
il  s’agit  ; alors  le  quatrième  côté  de  ce  trapèze  serait  la  longueur 
demandée. 

Fig.  157.  1 g5.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  perpendiculaire  à 

une  droite  donnée. 

Les  projections  de  la  droite , et  les  traces  du  plan  donné , de- 
vant, sur  chaque  plan  coordonné,  être  perpendiculaires  entre  elles, 
il  s'ensuit  que  le  problème  sera  résolu  dès  que  l’on  connaîtra  un 
point  de  l’une  de  ces  traces. 

Pour  cet  effet,  par  le  point  P1,  projection  horizontale  du  point 
donné, menez  P'q  perpendiculaire  à la  projection  e' M'  de  la  droite 
donnée;  cette  ligne  P'q  sera  parallèle  à la  trace  du  plan  cherché’, 
et  pourra  être  regardée  comme  la  projection,  sur  le  plan  horizon- 
tal, dune  ligne  qui  lui  serait  parallèle,  et  qui  passerait  par  le 
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point  donné.  Si  donc  l’on  construit  par  la  méthode  du  n°  189,  la  pL.  VI. 
rencontre  de  cette  dernière  ligne  avec  le  plan  vertical , elle  aura 
lieu  en  Q".  Alors,  menant  d'une  part  Q"m  perpendiculaire  à la 
projection  e" M11 , ce  sera  la  trace  du  plan  cherché  sur  le  plan  ver- 
tical; et  menant  de  l’autre  part  mM'  perpendiculaire  à é' M< , ce  156 
sera  sa  trace  horizontale.  bis. 

On  peut  maintenant  résoudre  cet  autre  problème  : Deux  plans 
étant  donnés , trouver  V angle  qu’ils  font  entre  eux. 

Car  l’angle  de  deux  plans  est  le  même  que  celui  de  deux  lignes 
perpendiculaires  , menées  dans  chacun  de  ces  plans  à un  même 
point  de  leur  intersection  ; lignes  qui  déterminent  nécessairement, 
un  plan  perpendiculaire  à celte  intersection  (n°  iao).  Ayant  donc 
construit  les  projections  de  l’intersection  des  plans  donnés  (n°  184), 
et  mené  par  un  point  choisi  arbitrairement  sur  cette  droite,  un 
plan  qui  lui  soit  perpendiculaire  ; puis  ayant  construit  les  traces 
de  ce  nouveau  plan  sur  chacun  des  plans  proposés , il  ne  s’agira 
plus  que  de  déterminer  l’angle  de  ces  deux  traces.  Voici  à ce  sujet 
une  construction  fort  simple. 

Soient  MhnMu , M'nMu  les  deux  plans' donnés  ; pM'  et  pMn 
seront  (n°  184)  les  projections  horizontale  et  verticale  de  leur 
commune  section.  Pour  avoir  cette  commune  section  elle-même, 
soit  menée pMn  perpendiculaire  à pW  et  égale  à pM",  alors  la 
droite  M'Mn  sera  celle  cherchée.  Ensuite  relevons  par  la  pensée 
le  triangle  M"pM' , jusqu’à  ce  qu’il  soit  vertical;  et  par  le  point 
R1  pris  à volonté  sur  pM' , élevons  un  plan  perpendiculaire  à 
MnM 1 , pour  lors  PR1  sera  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  vertical 
MupM' . Or  en  faisant  tourner  le  premier  autour  de  sa  trace  hori- 
zontale S'Q1,  la  droite  R' P qui  est  perpendiculaire  à R' S'  viendra 
s’appliquer  sur  M' R' , et  le  point  P sera  en  P'  : de  plus  le  triangle 
dont  les  trois  points  (f , P,  S'  sont  les  sommets,  ne  changera  en 
aucune  manière  par  ce  rabattement  ;_  il  sera  donc  précisément  le 
même  que  Q'P'S ';  ainsi  l’angle  en  P1  sera  celui  des  deux  plans 
donnés. 

1 96.  Faire  passer  un  plan  par  trois  points  donnés.  ^ 

Si  par  les  points  donnés  M,  N , P,  on  conçoit  deux  droites 
MN , NP , leurs  projections  respectives  seront  sur  le  plan  hori- 
zontal, /yfN'flVP';  et  sur  le  plan  vertical  elles  seront  yttpu. 

De  plus  , leurs  points  de  rencontre  F , E1  , avec  le  point  abc  , se 
détermineront  par  la  méthode  du  n°  190  , ainsi  la  tracé  horizon- 
tale du  plan  cherché  sera  hE1.  11  faudra  ensuite  assujettir  ce  plan 
à passer  par  l'un  quelconque  des  trois  points  donnas  , par  le 
point'  IV,  par  exemple;  et  l’on  obtiendra  par  ce  moyen  l’autre 
trace  hGu. 

Nous  n'entrerons  pas  dans  d’autres  détails  à ce  sujet,  parce  que 
les  figures  perspective  et  géométrale  indiquent  suffisamment  la 
construction  qu'il  s’agit  d'effectuer. 
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Pt. VI.  S'il  fallait  trouver  la  hauteur  verticale  d’un  quatrième  point, 
donné  par  sa  projection,  et  qui  fût  dans  le  plan  même  des  trois 
points  donnés  M , IV , P,  on  se  comporterait  comme  il  a été  dit  au 
n°  189  ; mais  on  peut  encore  résoudre  ce  problème  , indépendam- 
ment des  traces  du  plan  qui  contient  ces  points.  Pour  cet  effet,  sup- 
Fig.iûg.  posons , comme  ci-dessus,  que  les  points  M,  N,  P soient  projetés 
en  M1,  N',  P sur  le  point  horizontal,  et -qu’il  faille  trouver  la 
. coordonnée  ou  hauteur  verticale  du  point  z' . On  mènera  la  droite 
- M'z'  jusques  em',  et  la  droite  x'x  parallèle  à PP'  ; alors  la 
droite  Mx  contiendra  le  point  z cherché,  et  par  conséquent  zz', 
parallèle  à MM' , sera  la  hauteur  demandée. 

Il  serait  de  même  facile  de  mener  dans  le  plan  MNP  une  hori- 
zontale par  le  point  z.  Pour  cela,  on  chercherait,  à l’aide  de  la 
théorie  des  lignes  proportionnelles,  soit  dans  le  trapèze  MN< , soit 
dans  celui  MP' , un  point  y ou  u,  dont  la  hauteur^'  ou  uu'  au- 
dessus  du  plan  de  projection  fut  égale  à zz1 , et  la  droite  yzu  serait 
l’horizontale  dont  il  s’agit. 

Remarquez  que  dans  les  figures  géométrales,  les  hauteurs  au- 
dessus  du  plan  horizontal  se  comptent  à partir  de  ab  (fig.  159  bis). 

.Fig.i6o.  197.  Deux  droites  non  parallèles  étant  données  dans  V espace, 
mener  par  l’une  d’elles  un  plan  parallèle  à l’autre , et  mesurer  la 
plus  courte  distance  de  ces  deux  droites. 

Soient  ef,  gh  les  deux  droites  données.  Si  par  un  point  quel- 
conque fde  la  première,  on  conçoit  une  droite fq  parallèle  à l’autre 
droite  gh  ; les  lignes  ef , fq  détermineront  nécessairement  la  posi- 
tion d’un  plan  pq  , qui  sera  parallèle  à la  seconde  droite  gh  (n°  1 24). 

Pour  mesurer  la  plus  courte  distance  de  la  droite  ef  à la  droite 
gh , il  faut  par  celle-ci  mener  un  plan  hrg  perpendiculaire  k pq  , et 
du  point  r commun  à la  droite  ef  et  à l’intersection  ab  des  deux 
plans  ag , pq  , élever  à ce  dernier  la  perpendiculaire  rs qui  sera 
toute  entière  dans  le  plan  ag , et  qui  mesurera  la  plus  courte  dis- 
tance demandée.  Il  suit  de  là  que  cette  plus  courte  distance  est  à la 
fois  perpendiculaire  aux  deux  droites  données. 

Voici  les  constructions  relatives  à cette  solution.  E'P1 , eP11  sont 
les  projections  de  la  première  droite  donnée,  et  O'rn,  oM"  sont 
celles  de  la  seconde  droite.  Le  point  où  la  première  droite  rencontre 
le  point  horizontal  est  E1  (n°  190  ) , et  celui  où  la  seconde  droite 
rencontre  ce  même  plan  est  O1 . Or  pour  faire  passer  par  E une  ligne 
parallèle  à la  seconde  droite  donnée,  l’on  mènera  les  droites  E1  L' 
et  eL"  respectivement  parallèles  aux  lignes  OV»,  OM}'  : ces  droites 
seront  les  projections  de  la  ligne  cherchée. 

Il  s’agit  maintenant  de  trouver  la  position  du  plan  passant  par 
cette  troisième  ligne  et  par  la  première  droite  donnée , plan  qui 
sera  parallèle  à la  seconde  droite;  c’est  à quoi  l’on  parviendra  aisé- 
ment à l’aide  du  procédé  suivant.  Prolongeant  E'L'  jusques  en  g, 
et  élevaùt  à l’axe  ab  la  perpendiculaire  gG'1 , le  point  G"  sera  celui 


Digitized  by  Google 


GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE.  305 

où  la  troisième  droite  rencontre  le  plan  vertical.  Prolongant  de 
même  P'.#' jusques  en/,  le  point  F',  intersection  de  la  perpendi- 
culaire fF'  et  du  prolongement  eP",  sera  le  point  où  la  première 
droite  rencontre  le  plan  vertical;  donc  la  ligne  F'Cw"  sera  la  trace 
verticale  du  plan  cherché  , et  la  ligne  UE'  sa  trace  horizontale. 

Reste  à abaisser  une  perpendiculaire  d'un  point  quelconque  de  la 
seconde  droite,  sur  le  plan  K'hKu  dont  nous  venons  de  déterminer 
la  position.  Pour  cela,  choisissons  le  point  dont  les  projections  sont 
0\o,  et  abaissons  respectivement  de  ces  projections  les  perpendi- 
culaires O'K',  oKu  sur  les  traces  hK' , hK " (n°  194  ):  puis  mendns 
K"r  perpendiculairement  à ab ',  et  joigrons  les  points  r , SK  Le 
point  N'  et  son  correspondant  Nn , seront  les  projections  du  pied 
de  la  perpendiculaire  dont  il  est  question.  Enfin  l’on  trouvera  la 
longueur  de  cette  perpendiculaire  , comme  on  l’a  indiqué  à la  fin 
du  n°  194. 

I 98.  Etant  donnés  les  trois  angles  plans  nui  forment  un  angle 
trièdre,  trouver , par  une  construction  plane , l’angle  que  deux  de  ces 

• plans  font  entre  eux. 

Soit  S l’angle  triédre  , composé  des  angles  plans  connus  ASB  , 
ASC,  BSC.  Il  s’agit  de  trouver  l’angle  que  deux  de  ces  plans  font 
entre  eux;  l’angle  des  plans  ASB , ASC , par  exemple. 

Pour  cet  effet,  concevons  que  d’un  point  quelconque  B pris  sur 
l’arête  SB,  on  ait  abaissé  sur  le  point  ASC  la  perpendiculaire  BP, 
sur  l’aréte  AS  la  perpendiculaire  BA,  et  sur  SC  la  perpendiculaire 
BC.  Si  on  joint  PA  et  PC,  les  angles  BAP , BCP  mesureront  les 
inclinaisons  respectives  des  plans  ASB , BSC  avec  celui  ASC 
( n°  1 3 1 . ) 

Cela  posé,  faites  sur  un  plan  les  angles  ASB1,  ASC,  CSB11  res- 
pectivement égaux  aux  angles  ASB , ASC , BSC  dans  la  figure  en 
relief;  prenez  SB1  = SB"  z=  SB,  et  des  points  B',  B " abaissez 
sur  les  lignes  AS,  CS  les  perpendiculaires  B’  A,  Bu  C qui  se  ren- 
contreront en  P.  Du  point  A comme  centre  et  du  rayon  AB' , dé- 
crivez la  demi-circonférence  B'bD  ; au  point  P , élevez  sur  B'D  la 
perpendiculaire  Pb , et  joignez  b A.  L'angle  b AP  sera  égal  à BAP 
dans  la  figure  en  relief,  et  représentera  par  conséquent  l’inclinaison 
cherchée  des  deux  plans  ASB , ASC ; ce  qui  est  évident,  car  dans 
la  construction  précédente  les  triangles  ASB,  BSC  sont  censés  ra- 
battus sur  le  troisième  ASC. 

Si  le  point  P tombait  entre  A et  B 1 dans  la  figure  plane , l’an- 
gle DAb  serait  obtus  , et  mesurerait  de  même  l’inclinaison  de- 
mandée. 

II  a été  démontré  aux  n°*  i36  et  t35 , que  les  angles  plans  qui 
composent  un  angle  trièdre  , sont  toujours  ensemble  moindres  que 

• quatre  angles  droits  , et  que  le  plus  grand  angle  plan  est  en  même 
temps  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres.  Il  faudrait  donc, 
pour  pouvoir  construire  un  angle  triède  , que  les  trois  angles  plans 
pris  à volonté  satisfissent  à ces  deux  conditions.  On  voit  bien  d'ail- 
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leurs  que  le-problême  proposé  serait  impossible,  si  le  point  P 
était  situé  hors  de  là  droite  B1  D \ ainsi  les  limites  de  l’angle  CSB11 
supposé  seul  variable,  sont  CSM,  CSK.  On  voit  en  outre  le  parti 
que  l’on  peut  tirer  de  la  construction  ci-dessus,  pour  résoudre  ce 
problème,  qui  est  l’inverse  du  précédent. 

Etant  donnes  deux  des  trois  angles  plans  qui  forment  un  angle 
trièdre , avec  l'angle  que  leurs  plans  Jont  entre  eux  , trouver  le  troi- 
sième angle  plan . 


CHAPITRE  1 I. 

DKÇ  PLANS  TANGENS  AUX  SURFACES  COURBES. . 

,Çyj.  On  plan  tangent  à une  surface  courbe  quelconque,  est 
celui  qui  contient  toutes  les  tangentes  qu’il  est  possible  de  mener 
à cette  surface , par  le  point  où  ce  plan  la  louche. 

Il  suit  de  cette  définition,  que  si  pat  le  point  de  contact  on  fait 
passer  un  plan  suivant  une  direction  quelconque  , son  intersection 
avec  le  plan  tangent  sera  une  droite  tangente  à la  section  corres- 
pondante faite  sur  la  surface  proposée. 

Puisque  deux  droites  qui  se  coupent  fixent  la  position  d’un 
plan,  deux  des  sections  dont  on  vient  de  parler,  donneront  lieu 
à deux  tangentes,  qui  détermineront  le  plan  tangent  à la  surface 
courbe  dont  il  s’agit.  En  général , les  constructions  se  simpli- 
fient , quand  ces  sections  sont  faites  parallèlement  aux  plans  coor- 
donnés. 

Pour  mener  un  plan  tangent  à une  surface  courbe,  il  faut  donc 
savoir  mener  des  tangentes  aux  courbes  planes.  Nous  n’entrerons 
pas  dans  de  grands  développemens  à ce  sujet , parce  que  les 
Elèves  auront  peu  d’occasion  de  résoudre  des  questions  de  cette 
' nature.  Voici  quelques  cas  particuliers  traités  de  la  manière  la 
plus  simple. 

Plan  tangent  à un  cylindre.. 

200-  Un  cylindre  est  donné  de  position  dans  l’espace,  parles 
projections  de  sa  génératrice  et  celles  de  la  courbe  qui  dirige  le 
mouvement  de  cette  ligne.  Cette  côurbe  est  dite  à double  courbure , 
lorsque  quatre  de  ses  points  consécutifs  quelconques  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan.  La  position  d’une  telle  ligne  est  connue  dans 
l’espace,  quand  elle  est  l’intersection  de  deux  surfaces  courbes 
données  : elle  peut  toujours  être  considérée  comme  l’intersection  de 
deux  surfaces  cylindriques,  dont  les  génératrices  sont  respective- 
veinent  perpendiculaires  aux  plans  de  projection. 
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Un  plan  taDgent  à la  surface  de  ce  corps , a évidemment  pour  Pl.  VH, 
ligne  de  contact  la  génératrice  même  prise  dans  une  de  ses  posi- 
tions; ainsi  la  question  sera  entièrement  déterminée,  si  l'on  assu- 
jétit  ce  plan  à passer  par  un  point  donné. 

Soit  O'  E'  le  rayon  du  cercle  qui  sert  de  base  au  cylindre  pro-  , ç 
posé  , et  qui  est  tracé  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  Soient  ' >7' 
en  outre  O'L1 , oL11  les  projections  de  l’axe  du  cylindre,  et  suppo- 
sons qu’il  faille  mener  à la  surface  de  ce  corps , un  plan  tangent 
par  un  point  pris  sur  cette  surface,  et  dont  la  projection  horizon- 
tale est  Al'.  Menez  M' N'  parallèle  à O'  L'  ; du  point  N1  abaissez 
sur  ab  la  perpendiculaire  N'n  et  tirez  a AP1  parallèle  à oL11. 

Le  point  Al"  sera  la  projection  verticale  du  point  donné  (n°  181  ), 
et  les  lignes  Al'  N',  nMu  seront  les  projections  de  la  ligne  de 
contact. 


Cela  posé , la  droite  M11  P"  paralèlle  à ab  représentera  la  trace 
de  la  section  horizontale  faite  dans  le  cylindre,  à la  hauteur mMH 
au-dessus  du  plan  de  sa  base  : or  comme  cette  section  est  égale  à 
cette  base,  le  cercle  P1  Al1 , dont  le  centre  est  P1,  en  sera  la  pro- 
jection horizontale.  Menant  donc  à cette  projection  la  tangente 
M' R[  , elle  représentera  la  projection  de  la  seconde  droite  par 
laquelle  doit  passer  le  plan  tangent.  Alors  la  question  étant  réduite 
à trouver  les  traces  de  ce  plan  assujéti  à passer  par  deux  droites 
connues,  on  procédera  ainsi  qu’il  a été  dit  au  n°  197,  et  comme  on 
le  voit  même  à l’inspection  de  la  ligure. 

Dans  la  pratique,  on  peut  se  dispenser  de  décrire  le  cercle 
P'  Al',  puisque  sN'  doit  être  parallèle  à Al1  q , et  que  AP  q est  per- 
pendiculaire à j M1  P1  . 

Le  point  par  lequel  doit  être  mené  le  plan  tangent , pourrait 
être  donné  hors  delà  surface;  dans  ce  cas,  l’on  formerait  une  sec- 
tion horizontale  passant  par  le  point  donné;  l’on  mènerait  une 
tangente  à cette  section  , et  le  reste  de  la  solution  s’achèverait 
comme  ci-dessus  ; mais  alofs  le  problème  serait  susceptible  de 
deux  solutions. 


Plan  tangent  à un  cône. 

201.  On  propose  de  mener  urr  plan  tangent  à un  cône,  par 
un  point  pris  sur  sa  surface;  or  la  seule  différence  qui  existe 
entre  la  solution  du  problème  actuel  et  celle  du  problème  précé- 
dent , c’est  que  la  ligne  de  contact , au  lieu  d'être  parallèle  a la 
génératrice , comme  dans  le  cas  du  cylindre  , concourt  avec  elle 
au  sommet  du  cône.  Ce  corps  est  déterminé  , lorsque  l'on  connaît 
les  projections  de  son  sommet  et  sa  trace  sur  un  des  plans  coor- 
donnés , ou  la  courbe  assujétie  à être  touchée  par  la  génératrice. 

- Dans  la  figure  i63 , la  base  do  cône  est  représentée  par  le  Fig.i63. 
cercle  horizontal  O'E',  les  projections  du  sommet  sont  les  points 
•VS11,  et  la  projection  horizontale  du  point, de  contact  est  Al1. 

On  reconnaît  suffisamment,  à l’inspection  de  la  figure,  le  détail 

20’ 
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Pu  VIF.  des  opérations  graphiques  qu'il  s'agit  d’effectuer  dans  cette  cir- 
constance. 

Nota.  Les  deux  surfaces  que  nous  venons  de  considérer,  sont 
du  genre  de  celles  qu’on  nomme  développables  , parce  que  l'on 
peut , en  effet , les  concevoir  étendues  sur  un  plan  , sans  qu’il  en 
résulte  déchirure  ni  duplicature. 


Plan  tangent  à une  sphère. 

203.  Une  sphère  est,  de  plusieurs  manières  , donnée  de  gran- 
deur et  de  position  dans  l’espace.  Par  exemple  , elle  l’est  par  les 
projections  de  son  centre  et  par  la  grandeur  de  son  rayon  , ou 
bien  par  les  projections  de  quatre  points  pris  sur  sa  surface  et 
non  situés  dans  un  même  plan.  Dans  ce  dernier  cas,  le  centre 
de  la  sphère  est  dans  chacun  des  plans  élevés  perpendiculairement 
sur  le  milieu  des  droites  qui  joignent  deux  à deux  les  points  don- 
nés. On  trouvera  facilement  ce  centre  d’après  ce  qui  précède. 

Pour  mener  un  plan  tangent  à la  sphère  par  un  point  donné  de 
sa  surface,  il  suffit  de  construire  le  plan  qui  est  perpendiculaire  à - 
l’extrémité  du  rayon  mené  par  ce  point. 
l'ij>.iG4.  Soient  O',  O"  les  projections  du  centre  de  la  sphère,  P1  la  pro- 
jection horizontale  du  point  de  contact.  On  cherchera  d’abord  sa 
projection  verticale  P1',  et  pour  cet  effet  l’on  mènera  par  P1  un 
diamètre  à la  projection  horizontale  de  la  sphère , auquel  on  éle- 
vera  la  perpendiculaire  P1*'.  On  tirera  par  le  point  O"  l’hori- 
zontale O'M"  , et  l’on  prendra  tant  au-dessus  qu’au-dessous  de 
cette  horizontale  , M"  P"=.  P '■*'  : les  points  P ",  P"  seront  les  pro- 
jections verticales  du  point  de  contact  que  l’on  considère,  car  il 
est  évident  qu’il  existe  deux  points  de  la  sphère  qui  ont  la  même 
projection  sur  le  plan  horizontal.  Ne  considérant  que  la  projection 
P'  située  au-dessous  de  O'M",  les  droites  O1  P",  O1  P'  sont  les 
projections  verticale  et  horizontale  du  rayon  perpendiculaire  au 
plan  tangent  dont  les  traces  ST1 , ST1  se  trouvent  par  la  méthode 
du  n°  ig5. 

La  question  dé  mener  un  plan  tangent  à une  sphère,  par  un 
point  donné  hors  de  sa  surface,  est  évidemment  un  problème  in- 
déterminé. La  courbe  de  contact  de  tous  les  plans  tangens,  est 
un  cercle  de  la  sphère,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à la 
droite  qui  joint  le  centre  de  cette  sphère  et  le  point  dont  il 
s’agit.  Ainsi  ce  point  peut  être  considéré  comme  le  sommet  d'un 
cône  droit  tangent  à la  sphère,  et  ayant  pour  base  le  cercle  de 
contact. 

Le  problème  est  restreint  à deux  solutions , quand  le  plan  tan- 
gent doit  passer  par  une  droite  donnée.  Dans  ce  cas  , l’on  mène 
par  le  centre  de  la  sphère  un  plan  perpendiculaire  à cette  ligne, 
et  par  le  point  où  il  la  rencontre  une  tangente  au  grand  cercle  qui 
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est  l'intersection  de  la  sphère  et  du  plan  perpendiculafre  à la  ligne 
donnée;  celle-ci  et  la  tangente  dont  il  est  question  ^déterminent 
la  position  du  plan  demandé, 

La  méthode  de  mener  un  plan  tangent  à une  surface  quelconque 
par  une  droite  donnée  est  utile  en  fortification  pour  résoudre  le 
problème  du  défilement. 

Voilà,  pour- de  jeunes  militaires,  tout  ce  qu’il  est  essentiel  de 
dire  sur  les  procédés  élémentaires  de  la  Géométrie  descriptive  ; 
mais  ceux  qui  ont  le  temps"  de  se  livrer  à l’élude  de  cette  bran- 
che importante  des  Mathématiques,  et  qui  veulent  connaître  les 
diverses  applications  que  l'on  en  peut  faire  dans  les  arts  doivent 
surtout  lire  les  ouvrages  que  M.  Monge  a publiés  sur  ce  sujet. 
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LIVRE  IV. 

DU  NIVELLEMENT. 


CHAPITRE  PREMIER. 

THiOE  I E. 

ao3.  L’art  du  Nivellement  consiste  à déterminer  de  combien  un 
point  est  plus  près  ou  plus  éloigné  qu'un  autre  du  centre  de  la  terre. 
Quoique  cette  planète  ne  soit  pas  exactement  sphérique,  et  qu’elle 
ait  au  contraire , en  vertu  de  son  mouvement  de  rotation  , la  figure 
d’un  sphéroïde  aplati  vers  les  pôles  et  renflé  vers  l'équateur,  on 
peut,  dans  les  opérations  ordinaires  du  nivellement,  supposer  cet 
aplatissement  nul , et  établir  pour  principe  fondamental,  que  deux 
ou  plusieurs  points  sont  de  niveau  entre  eux,  lorsqu’ils  appartien- 
nent à une  surface  sphérique  parallèle  à celle  des  eaux  stagnantes  ; 
car  telle  est  la  propriété  des  fluides,  que  leur  surface  libre  affecte 
la  forme  sphérique,  lorsqu’ils  ne  sont  point  agités.  Cependànt  vu 
l’immense  grandeur  du  rayon  de  la  terre , la  surface  des  eaux 
circonscrites  dans  un  très-  petit  espace  peut  être  considérée  comme 
plane. 

Id  horizon  d’un  lieu  est  le  plan  tangent  à la  surface  de  la  terre, 
et  le  point  de  contact  est  le  lieu  même  de  l’observateur  : c’est  ce’ 
plan  que  l’on  appelle  aussi  plan  horizontal. 

La  ligne  verticale  est  le  prolongement  du  rayon  terrestre  perpen- 
diculaire à l’horizon.  Les  corps  abandonnés  à la  seule  action  de  la 
pesanteur,  tombent  suivant  cette  ligne. 

La  ligne  horizontale  est  celle  qui  est  perpendiculaire  à la  ligne 
verticale;  elle  est  donc  toujours  située  dans  l'horizon  du  lieu. 

2C>4-  On  parvient  immédiatement  à connaître  les  différences  de 
niveau  de  plusieurs  points,  à l’aide  de  lignes  horizontales  aux- 
quelles on  rapporte  les  élévations  ou  les  dépressions  de  ces 
points.  Ces  lignes  sont  données,  soit  par  la  perpendiculaire  au  fil 
a plomb,  soit  par  le  rayon  visuel  rasant  la  surface  d’un  liquide 
contenu  dans  un  cylindre  recourbé  et  ouvert  à ses  deux  extrémités  , 
soit  enfin  par  une  ligne  parallèle  à l’axe  d’un  tube  cylindrique  de 
verre  blanc,  rempli  en  partie  d’alcool  ou  d’éther,  et  disposé  de 
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manière  que  la  bulle  d’air  dont  la  pesanteur  spécifique  est  moindre  Pc.Vlll. 
que  cette  liqueur,  et  qui,  par  cette  raison  , tend  toujours  à oc- 
cuper le  point  le  plus  haut  de  ce  tube,  soit  placée  exactement  en 
son  milieu.  De  la  les  instruinens  nommés  niveaux  à pcrpendicules , 
niveaux  d'eau  , et  niveaux  à bulle  d'air. 

Un  rayon  visuel  horizontal  AB  se  nomme  ligne  de  niveau  appa-  Fig.i65. 
rent~,  et  toute  ligne  courbe  tracée  sur  la  surface  de  la  terre,  est 
dite  une  ligne  de  niveau  vrai:  tel  est,  par  exemple,  l’arc  ter- 
restre AD. 


2o5-  La  partie  extérieure  BD  de  la  sécante  B H , est  ce  que  l’on 
appelle  la  différence  du  niveau  apparent  AB  au  niveau  vrai  AD.  Il 
est  important,  dans  la  pratique  du  nivellement,  d’évaluer  cette 
hauteur,  lorsque  l'on  connaît  la  longueur  de  la  tangente  AB  : or, 
c’est  à quoi  l’on  parvient  aisément;  car  en  vertu  du  théorème  du 
n°  56,  on  a 


BH  : AB  ::  AB  : BD  = 


AB ' _ AB' 

BU  ~ iCD  -f.  BD  ’ 


d’où 


BD1  -f-  a CD  X BD  — AB*. 


Pour  calculer  rigoureusement  BD,  il  faudrait  résoudre  une 
équation  du  second  degré;  mais  cette  hauteur  est  toujours  si  petite 
à l’égard  du  diamètre  iCD  de  la  terre,  que  la  formule  précédente 
peut , sans  erreur  sensible  , être  réduite  à 


BD=i 


AB  , , , ax 

, ou,  pour  abréger,  h — 


iCD 


de  ipéme  pour  une  autre  distance  AB1  — a1 , on  aurait  B’D1  , 


ou 


d'où  il  suit  que  le t hauteurs  du  niveau  apparent  au-dessus  du  niveau 
vrai,  sont  entre  elles  à très-peu  près  comme  les  quarrés  des  tan- 
gentes correspondantes , ou  meme  des  arcs  auxquels  ces  tangentes 
appartiennent. 

Sachant  que  le  rayon  CD  — R — 6166 198™,  ou  que  le  logari- 
thme 2 R — 7,1049101  , et  connaissant  la  distance  AB  — a,  if  est 
facile  de  calculer  la  hauteur  h dont  il  s’agit.  Cherchons  , pour  ap- 
pliquer les  principes  ci-dessus,  les  hauteurs  du  niveau  apparent 
au-dessus  du  niveau  réel,  pour  les  distances  460  et  iooôm. 

La  hauteur  correspondante  à 45om  sera  donnée  par  la  formule 
aa  (45oj*  , 

h = ~^g  — — , et  1 on  trouvera  en  opérant  a l’aide  des  loga- 

rithmes, que  h = om,oi6. 
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Pu. VIII.  On  aura  ensuite  la  hauteur  A*  correspondante  à la  distance  a1 

Fig.i65.  = jooo™,  par  le  moyen  de  la  proportion  suivante: 


• • A * A'- 


ou  en  valeurs  numériques, 

(45o)*  ; (iooo)’  ::  om,oi6  ; A . 

Ainsi  h'  = om,0785.  Si  l'on  devait  effectuer  d'autres  calcul*  de 
cette  espèce,  il  serait  plus  simple  de  comparer  à cette  dernière 
hauteur  toutes  celles  à déterminer,  parce  que  la  division  se  ferait 
sur-le-champ,  en  déplaçant  convenablement  la  virgule  décimale, 
comme  cela  est  évident.  Au  surplus , pour  éviter  tout  calcul  a cet 
égard,  voici  une  petite  table  des  hauteurs  du  niveau  apparent  au- 
dessus  du  niveau  vrai , qui  pourra  suffire  dans  beaucoup  de  cir- 
constances. 


1 

DISTANCES 

eu 

mètres. 

HAUTE!;  ns 
du  niveau  apparent 
au^lessus 
du  niveau  vrai. 

DISTANCES 

eu 

mètres. 

HAUTEURS 
du  niveau  apparent 
au-dessus 
du  niveau  vrai. 

5om 

Om,  0002 

55om 

Om,  0237  I 

IOO 

O , 0008 

600 

0 , 0283 

i5o 

O , OOI7 

65o 

0 , o33a 

200 

0 , oo3i 

700 

0 , o385 

a5o 

0 , 0049 

75o 

tfl 

*■3* 

O 

O 

3oo 

0 , 0071 

800 

0 , o5o3 

, 35o 

0 , 0096 

85o 

0 , 0567 

400 

0 , 0126 

900 

0 , o636 

45o 

0 , oi5g 

95o 

0 , 0709 

| 5oo 

0 , 0196 

IOOO 

0 , 0785 

206.  On  appelle  point  de  visée  ou  point  de  mire , l’un  des 
points  visibles  d’un  corps  vers  lequel  on  dirige  un  rayon  visuel. 
A une  distance  un  peu  grande , le  point  de  visée  parait  dans  un 
lieu  autre  que  celui  qu’il  occupe  réellement , c’est  cet  effet  que  l’on 
nomme  réfraction-,  elle  fait  paraître  presque  toujours  les  objets 
plus  élevés  qu’ils  ne  le  sont  vraiment;  et  elle  est  d’autant  plus 
forte,  que  ces  objets  sont  moins  élevés  au-dessus  de  l’horizon  de 
l’observateur.  En  général , elle  est  environ  les  ^ de  la  hauteur  du 
niveau  apparent  au-dessus  du  niveau  réel.  Pour  ne  pas  y avoir 
égard,  on  place  l’instrument  à peu  près  à égale  distance  des  deux 
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points  éloignés  dont  on  cherche  la  différence  de  niveau  ; par  cePL.VilI. 
moyen,  l’on  est  même  dispensé  d’avoir  égard  à la  différence  du 
niveau  apparent  an  niveau  vrai.  Si , par  exemple  , 00>‘  est  une  Fig.166. 
ligne  de  niveau  apparent,  donnée  par  un  instrument  placé  en  A , 
et  que  AO  = AO'  (la  ligne  OAO'  pouvant  être  brisée  à volonté 
en  A ) , les  points  0,0',  lieux  apparens  des  points  de  mire  o , o' 
seront  nécessairement  à égale  distance  du  centre  C de  la  terre,  ou 
seront  de  niveau;  et  l'effet  de  la  réfraction  en  O, ainsi  que  la  hauteur 
du  niveau  apparent  au-dessus  du  niveau  vrai  à ce  point,  seront  res- 
pectivement les  mêmes  qu’en  O1.  Il  suit  de  là,  et  à cause  de  o0=zo'0\ 
que  la  différence  de  niveau  des  deux  points  B , B'  est  en  généra! 
représentée  par  O1  B1  — OB  — o'B1  — oB.  Si  oB  — o1  B1  , les 
deux  points  B1 , B seront  de  niveau;  si,  au  contraire,  o 1 B 1 est 
plus  grand  ou  plus  petit  que  oB , le  premier  point  B'  sera  plus  bas 
ou  plus  haut  que  le  second  B ; cela  est  de  toute  évidence. 


CHAPITRE  II. 

APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  PRÉCÉDENTE. 

Du  niveau  d'eau. 

207.  Le  plus  simple  de  tous  les  niveaux,  et  le  seul  dont  nousFig.167. 
parlerons  ici,  est  le  niveau  cl’eau.  Il  est  composé  d’un  tuyau  cy- 
lindrique recourbé  par  les  deux  bouts , et  de  manière  à recevoir 
deux  fioles  F,  F ouvertes  l’une  et  l'autre  par  leurs  extrémités.  Ce 
tuyau  est  monté,  comme  les  graphoraètres , sur  un  genou  et  un 
pied  à trois  branches  , et  doit  avoir  environ  un  mètre  de  long.  A 
l’aide  de  cette  disposition,  l'on  est  libre  d’incliner,  d’élever,  d’a- 
baisser et  de  faire  tourner  tout  l’instrument  à volonté.  La  plu- 
part des  niveaux  de  celte  espèce  sont  construits  en  fer-blanc  et 
ajustés  comme  le  représente  la  figure  167,  mais  les  plus  solides  et 
les  plus  commodes  sont  en  cuivre. 

Lorsqu’on  doit  se  servir  de  cet  instrument,  on  verse  de  l’eau 
dans  une  des  fioles,  et  aussitôt  elle  se  communique  à l'autre  bran- 
che : on  en  met  une  quantité  suffisante  pour  remplir  les  deux  fioles 
à peu  près  aux  deux  tiers.  Alors  quand  les  deux  surfaces  de  l’eau 
ne  sont  point  agitées , elles  sont  de  niveau  entre  elles  , en  vertu  de 
la  propriété  des  fluides  qui  se  mettent  toujours  dans  cette  situation 
lorsqu’ils  agissent  librement,  pourvu  toutefois  qu’il  n’y  ait  aucune 
bulle  d’air  logée  dans  l’intérieur  de  la  branche  horizontale,  parce 
qu’alors  les  deux  colonnes  en  équilibre  n'auraient  pas  la  même 
pesanteur  spécifique.  Pour  faire  sortir  ces  bulles,  on  bouche  l’une 
des  fioles,  et  l’on  penche  l’instrument  de  manière  qu’il  soit  à peu 
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I’l.VUL  près  vertical;  alors  tout  l’air  qui  peut  y être  contenu,  s’élève  et 
s’échappe  par  l'autre  fiole. 

Lorsque  l'on  transporte  le  niveau  «l’une  station  à une  autre,  on 
bouche  une  de  ses  fioles,  et  on  incline  cet  instrument  pour  que 
l’eau  ne  puisse  se  répandre;  ensuite  quand  on  le  remet  en  place, 
l'ig.167.  on  ouvre  peu  à peu  la  fiole  bouchée , afin  que  l’eau  reprenne  dou- 
cement son  niveau.  C’est  aussi  en  bouchant  par  intervalle  une  des 
fioles  avec  le  doigt,  que  l’on  parvient  a diminuer  le  balancement 
«le  la  colonne  aqueuse,  occasioné  par  le  mouvement  donné  à l’in- 
strument pour  le  diriger  sur  le  point  de  mire. 

Il  faut  bien  prendre  garde  «pie  l’eau , durant  l’observation,  ne 
s’échappe  du  niveau  par  les  jointures  des  pièces  qui  le  composent  ; 
et  il  est  nécessaire,  pendant  les  grandes  chaleurs,  ou  penclant  les 
pluies,  que  l’opération  soit  de  peu  de  durée  à chaque  station,  afin 
que  l’eau  n’ait  pas  le  temps  de  s’évaporer  ou  d’augmenter  de  vo- 
lume : ordinairement  on  la  colore  pour  la  rendre  plus  apparente. 

De  la  mire. 

208.  L’usage  du  niveau  exige  celui  de  la  mire.  Cette  pièce  est 
un  carton  ou  une  feuille  de  fer-blanc  , d’environ  trois  décimètres 
en  quarré,  partagé  en  deux  également  par  une  ligpe  horizontale  rnn. 
L’une  de  ces  parties  doit  être  blanche,  et  l’autre  de  couleur  noire. 
On  attache  ce  carton  à l’extrémité  d’une  règle  , de  manière  que  rnn 
soit  perpendiculaire  à la  largeur  de  cette  règle.  Il  est  nécessaire 
que  celle-ci  entre  à coulisse  dans  une  rainure,  le  long  d’un  double 
ou  quadruple  mètre  divisé  en  décimètres  , centimètres  et  milli- 
mètres , afin  qu’en  parcourant  cette  rainure  , la  ligne  de  mire  mn 
puisse  être  placée  dans  la  direction  du  rayon  horizontal  donné  par 
le  niveau,  et  y être  fixée. 


Du  nivellement  simple. 

' 20t).  Toutes  les  fois  que  par  une  seule  station,  ou  que  d’un 

seul  coup  de  niveau , on  peut  «léterminer  la  différence  de  hauteur 
de  deux  points,  cette  détermination  est  du  ressort  du  nivellement 
simple.  Lesdeux  problèmes  suivant  sont  relatifs  à ce  cas. 

I'ig.168.  2 t O-  Déterminer  la  différence  de  niveau  des  deux  pouits  A,  B 

accessibles. 

Placez  le  niveau  CP  à peu  près  à égale  distance  de  A et  B,  ( le 
point  de  station  P pouvant  être  pris  sans  inconvénient  hors  de  la 
droite  ab)-,  et  faites  placer  la  mire  verticalement  au  pointé.  Puis, 
par  un  signe  convenu  , faites  monter  ou  descendre  la  ligne  de  mire 
jusqu’à  ce  que  le  rayon  visuel  Ca,  rasant  les  surfaces  de  l’eau  du 
niveau,  aboutisse  a cette  ligue;  et  lorstjuc  l’on  aura  rcinaupié  sur 
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la  règle  AM  la  hauteur  Aa  , ou  la  cote  du  point  A , on  l’écrira  sur.EL.VUL 
le  brouillon  du  nivellement.  Sans  déranger  le  pied  de  l’instrument , 
et  sans  perdre  de  temps,  faites  transporter  la  mire  au  point  B,  et 
répétez  la  même  opération  que  par  le  point  A , afin  d’avoir  la 
hauteur  Bb,  ou  cote  du  point  B , que  vous  écrirez  aussi  sur  le 
brouillon,  pour  la  retrouver  au  besoin. 

Soit  pour  exemple  Aa  — im,536  , Bb  z=  om,95.  On  voit,  par 
ces  cotes  inégales  , que  les  deux  points  A , B ne  sont  pas  de  niveau, 
et  qu'au  contraire  le  point  A est  plus  bas  que  le  point  B de  la  quan- 
tité Aa  — Bb  zz:  im,536  — o,n,95  zz  ora,586’.  En  général , le  point 
le  plus  bas  est  évidemment  celui  qui  a la  plus  forte  cote. 

Afin  de  voir  plus  nettement  les  surfaces  de  l’eau , il  faut  se 
mettre  à une  petite  distance  d’une  des  fioles  , pointer  d’un  œil 
seulement  et  de  manière  que  le  rayon  visuel  soit  tangent  aux  deux 
fioles. 

On  se  rappellera  que  les  uiveleurs  appellent  aussi  coup-tT arrière, 
la  première  cote  Aa;  et  coup-d'avant  , la  seconde  cote  Bb. 

211.  Lever  le  profil  d'un  terrain  Fig.  169. 

Quand  le  terrain  est  inégal  entre  les  points  A , B,  et  qu’il  est 
utile  d’en  connaître  la  forme  ou  le  profil,  comme  lorsqu’il  s’agit 
de  lever  le  profil  d'un  ouvrage  de  fortification , l’on  fait  placer  suc- 
cessivement la  mire  aux  points  A , C , D , E , B , pour  en  avoir  les 
cotes,  et  l’on  mesure  en  outre  la  hauteur  Po  de  l’instrument,  sup- 
posé placé  sur  la  droite  ab , et  à peu  près  a son  milieu.  Enfin  l’on 
mesure  les  distances  horizontales  ac , cd,  do  f oe , eb. 

Il  est  d’usage  de  faire  ces  distances  égales  entre  elles,  lorsque  le 
terrain  est  légèrement  ondulé,  et  que  les  différentes  pentes  serac- 
cordent  par  des  lignes  d’une  faible  courbure. 

Le  levé  d’un  profil  étant  fait,  on  le  rapporté  à l’échelle  adop- 
tée ; mais  quand  les  cotes  ou  ordonnées  verticales  sont  fort  petites 
par  rapport  aux  distances  horizontales,  on  les  augmente  toutes  de 
la  même  quantité,  afin  que  l’espace  entre  la  ligne  horizontale  ab  cl 
celle  A CDPEB  qui  représente  le  terrain  , permette  d’écrire  plus 
aisément  les  hauteurs  dont  il  s’agit.  C’est  aussi  par  cette  raison, 
et  pour  rendre  les  pentes  plus  sensibles  à l’œil,  que  l’on  rapporte 
souvent  ces  hauteurs  à une  échelle  plus  grande  que  celle  dont  ou 
fait  usage  pour  fixer  les  longueurs  horizontales.  Ordinairement  on 
prend  lechelle  des  hauteurs,  multiple  de  celle  des  longueurs. 

Du  nivellement  composé. 

3 1 2.  Lorsque  les  deux  points  a niveler  sont  placés  au-delà  des 
limites  de  l’étendue  du  rayon  visuel,  ou  bien  lorsque  le  terrain  pré- 
sente beaucoup  d’inégalités  ou  une  pente  Considérable  , on  est 
obligé  de  lier  les  deux  termes  du  nivellement  par  une  suite  de  ni- 
vellcmens  simples  , et  c’est  en  cela  que  consiste  le  nivellement 
composé. 

I 
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Pl.VUL  Soit  ABCDEFG  le  terrain  compose,  et  A , G les  termes  du  ni- 

Fig.170.  vellement,  supposés  si  éloignés -l'un  de  l'autre,  qu’on  ne  peut  en 
déterminer  la  différence  de  niveau  qu’en  faisant  plusieurs  stations 
3/,,-etc.  Dans  ce  nivellement  composé,  chaque  nivellement 
simple  s’attache  à celui  qui  le  précède  immédiatement  par  le  coup 
de  niveau  d’arrière,  qui  se  donne  sur  le  point  où  l’on  a visé  pour 
donner  le  coup  de  niveau  d'avant , comme  on  le  voit  à l’inspection 
de  la  figure.  Cette  manière  d’opérer  établit  par  conséquent  une  re- 
lation de  position  entre  tous  les  points  A,  B,  C ....  G du  nivellement. 

S’il  n’était  pas  possible  de  placer  l'instrument  entre  les  deux 
termes  de  chaque  nivellement  partiel;  si,  par  exemple,  on  était 
obligé  de  le  mettre  en  B , pour  former  le  second  nivellement  par- 
tiel B , C,  on  prendrait  pour  cote  d’arrière  Bld , la  hauteur  même 
de  l'instrument. 

. Lorsque  l’on  a pour  objet  unique  de  connaître  la  différence  de 
niveau  des  termes  extrêmes  A , G Au  nivellement,  on  dirige  de  la 
manière  la  plus  commode,  la  ligne  ABCDEFG  , qui  peut  être  ou 
non  dans  le  même  plan  vertical,  et  les  cotes  verticales  Aa,Bb , Ce,... 
sont  les  seules  qu'il  importe  de  connaître  ; mais  si  la  direction  de 
la  ligne  du  nivellement  est  commandée  par  la  nature  de  quelques 
travaux  Subséquens , on  mesure  toutes  les  distances  horizontales, 
ab , b'c'  , ....  ainsi  que  les  angles  que  ces  lignes  peuvent  faire  entre 
elles.  Ordinairement  on  commence  par  lever  le  plan  du  terrain  sur 
lequel  on  doit  former  un  projet,  et  l’on  marque  par  des  piquets  à 
fleur  de  terre,  la  direction  de  la  ligne  ABCD...,  comme  lorsqu’il 
s'agit  de  construire  un  canal  de  navigation  , ou  de  changer  le 
cours  des  eaux  d’un  ruisseau,  pour  former  des  inondations  autour 
d’une  place  forte  dont  il  importe  d’avoir  la  topographie  exacte  des 
environs. 

Fig.170.  Voici  maintenant  la  manière  la  plus  simple  d’obtenir  la  diffé- 
rence de  niveau  des  deux  points  A , G,  connaissant,  sur  le  brouil- 
lon du  nivellement,  toutes  les  cotes  d’arrière  et  d’avant. 

De  la  somme  des  coups  d’arrière , on  ôte  celle  des  coups  d’a- 
vant, et  le  reste  est  la  quantité  dont  le  deuxième  terme  G du  nivel- 
lement se  trouve  plus  haut  ou  plus  bas  que  le  premier  terme  A , selon 
que  la  somme  des  coups  d’arrière  est  plus  forte  ou  plus  faible  que 
celle  des  coups  d’avant.  Lorsque  ce  reste  est  nul,  les  deux  points 
A , G sont  de  niveau  entre  eux.  Dans  le  cas  de  la  figure , par  exem- 
ple , on  a 


coups  d’arrière. 

coups  d’avant. 
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Ainsi  le  point  G est  au  - dessus  de  niveau  du  point  A de 
iom,339  — 7m,i46  = 3m,i93. 

La  raison  de  cette  règle  est  facile  à apercevoir,  car  soit  a,  b, 
les-coups  d'arrière  et  d'avant  de  la  ir*  station;  a',  b'  les  mêmes 
quantités  relatives  à la  2e  station  , et  ainsi  de  suite.  La  hauteur  du 
point  B au-dessus  du  niveau  de  A sera  a — b ; la  dépression  du  point 
C au-dessous  du  niveau  de  B,  sera  b1  — a1 . On  aura  donc  pour  la 
différence  il  (2V)  de  niveau  des  points  A , G , 

tl(N)  = (a  — b)  —(6'  — a')  + ( a"  — b")  + (a"'  — *"') 
+ (a”-  — b'r)  — (b*  — ar) 

— ( a -f-  a 1 4“  a 11  4"  a ^ 1 -f*  a'r  "f"  ) 

— (b  + b1  4-  b11  4-  b>"  4-  fefr4-  b'), 

résultat  qui  confirme  la  règle  énoncée  ci-dessus. 

Pour  faire  le  mis-au-net  du  nivellement,  on  rapporte  tous  les 
points  du  terrain  à une  même  ligne  horizontale  XX1 , passant  au- 
dessus  du  point  le  plus  haut.  Pour  cet  effet,  on  augmente  convena- 
• blement  toutes  les  cotes  de  hauteurs,  ce  qui  ne  présente  aucune 
difficulté. 

La  vérification  du  nivellement  se  fait  en  recommençant  toutes 
les  opérations  , et  partant  du  point  G pour  se  lendreen  A;  c’est 
dans  cette  manière  de  procéder  que  consiste  le  nivellement  réci- 
proque. Celui-ci  doit  conduire  au  même  résultat  que  le  nivellement 
direct;  mais  lorsque  l’un  et  l’autre  résultats  ne  diffèrent  entre  eux 
que  d'une  très-petite  quantité,  on  prend  pour  résultat  définitif  leur 
demi-somme  ( Arith. , n°  97  ) , si  aucune  raison-n’engage  à adopter 
l’un  de  préférence  à l’autre., 


m. 
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LIVRE  V. 

TRIGONOMÉTRIE  ET  LEVÉ  DES  PLANS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES. 

a I 3.  Un  triangle  est  évidemment  composé  de  sis  parties;  sa- 
voir, de  trois  angles  et  de  trois  côtés.  L’objet  de  la  Trigonométrie 
est  de  déterminer  trois  de  ces  six  parties  par  la  connaissance  des 
trois  autres,  pourvu  que  parmi  les  données  relatives  au  triangle 
rectiligne  , il  se  trouve  au  moins  un  côté. 

Ce  problème  pourrait , dans  tous  les  cas  , être  résolu  à l’aide  des 
constructions  géométriques  indiquées  dans  les  n°*  97  et  suivans; 
mais  lorsqu’il  s’agit  d’obtenir  des  résultats  exacts,  il  importe  de 
recourir  au  calcul.* Dans  cette  vue,  l'on  a formé  une  suite  de* 
triangles  rectangles  qui  ont  la  même  hypoténuse,  mais  dont  les 
angles  aigus  ont  toutes  les  valeurs  possibles;  et  alors  il  n’est  au- 
cun triangle  de  même  espèce  à résoudre,'  qui  n’ait  son  semblable 
dans  cette  suite.  La  question  est  donc  réduite  à comparer  des  lignes 
homologues  pour  déterminer  les  parties  inconnues  du  triangle  pro- 
posé. La  théorie  que  nous  allons  exposer  rapidement , rendra  ces 
notions  très-claires. 

21 4*  Nous  avons  déjà  observé  que  le^ géomètres  divisent  le 
quart  de  la  circonférence  en  90  degrés  ou  en  100  grades  , le 
grade  en  100  minutes,  etc....  Cette  dernière  division,  qui  a une 
analogie  plus  intime  avec  notre  système  de  numération , et  qui  est 
la  plus  propre  à abréger  les  calculs,  doit  être  employée  de  préfé- 
rence, surtout  dans  les  livres  élémentaires.  C'est  aussi  celle  dont 
nous  ferons  usage  par  la  suite,  et  cela  avec  d’autant  plus  de  rai- 
son, que  nous  possédons  maintenant  des  tables  très-portatives  de 
logarithmes  des  lignes  trigonométriques  pour  la  nouvelle  division 
du  quart  de  cercle. 

Il  suit  de  là  que  l’angle  droit , ou  le  quadrant , est  de  100  grades  ; 
et  que  deux  angles  droits,  ou  la  demi-circonférence,  zz  200  grades 
= 180  degrés  anciens. 
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Le  complément  d’un  angle  on  d’un  arc  , est  ce  qui  reste  en  sous-  Pl.VIU. 
trayant  cet  angle  ou  cet  arc  de  ioo  grades  =r  90  degrés. 

Le  supplément  d'un  angle  ou  d’un  arc,  est  la  différence  de  cet 
angle  ou  de  cet  arc  à 200  grades  ou  à 180  degrés. 

Dans  tout  triangle,  un  angle  est  le  supplément  de  ja  somme 
des  deux  autres,  puisque  les  trois  angles  valent  ensemble  deux 
angles  droits. 

Le  sinus  d’un  arc  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  l’extrémité  Fig.171  • 
de  cet  arc  sur  le  rayon  qui  aboutit  à l’autre  extrémité  ; ainsi  BP 
est  le  sinus  de  l'arc  AB  ou  de  l’angle  BCA. 

Deux  arcs  qui  sont  supplémens  l’un  de  l’autre , ont  donc  le  même 
sinus  ; ainsi  les  arcs  AM,  MH  ont  le  même  sinus  MR. 

Tout  sinus  situé  au  dessus  du  diamètre  AH , est  positif;  et  tout 
sinus  situé  au-dessous  de  ce  diamètre  , est  négatif. 

Le  sinus  du  complément  ou  le  cosinus  de  l’arc  Ali , est  B G ou  CP. 

Le  cosinus  PC  de  tout  angle  aigu  A CB , est  positif;  mais  le  cosi- 
nus CR  de  tout  angle  obtus  ACM , est  négatif.  En  général  , un 
cosinus  est  positif  s’il  fait  partie  de  AC,  et  il  est  négatif  s'il  fait 
partie  de  CH. 

La  tangente  trigonométrique  de  l’arc  AB , est  la  droite  AE  per- 
pendiculaire au  rayon  AC.  La  tangente  d’un  angle  obtus,  moindre 
que  deux  droits,  ou  plus  grand  que  trois  droits,  est  négative  ; celle  ' 
de  l’angle  ACM , par  exemple,  est  AT. 

La  tangente  du  complément  ou  la  cotangente  de  AB,  est  la  droite 
DF  perpendiculaire  au  rayon  CD.  La  cotangente  d’un  angle  obtus 
est  toujours  de  même  signe  que  sa  tangente. 

La  sécante  de  l’arc  AB  est  la  droite  CE , et  sa  cosécante  est  la 
droite  CF.  On  verra  bientôt  pourquoi  le  signe  de  la  sécante  est  le 
même  que  celui  du  cosinus,  et  le  signe  de  la  cosécante,  le  même 
que  celui  du  sinus. 

Enfin  , le  sinus  verse  de  l’arc  AB  est  la  partie  AP  du  rayon , com- 
prise entre  l’extrémité  d$  l’arc  et  le  sinus;  et  le  cosinus  verse  est  la 
partie  DG. 


Théorèmes  et  formules  concernant  les  lignes 
trigono  métriques . 

2 t5.  Le  sinus  d’un  arc  est  la  moitié  de  la  corde  qui  soutend  un  Fig.  171 
arc  double  ; ainsi  BP  , qui  est  le  sinus  de  l’arc  AB  , est  la  moitié 
de  la  corde  BB' , qui  soutend  l’arc  double  BAB'. 

Le  quarré  du  rayon  est  égal  à la  somme  des  quarrés  du  sinus  et 
du  cosinus  d’un  arc. 
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En  effet , le  triangle  BPC  étant  rectangle  en  P , on  a 

BC * — /IP1  -|-  PC1  ; donc  R*  — sin1.  C -+-  cos1.  C,  R désignant 
le  rayon  AC,  et  C dénotant  l'angle  ACB. 

La  tangente  d'un  arc  est  égale  au  rayon  multiplié  par  le  sinus , 
et  divisé  par  le  cosinus  de  cet  arc. 

Car  à cause  des  triangles  semblables  AEC,  PBC,  on  a, 

AE  : AC  : : BP  : PC,  ou  tang.  C : R sin.  C 'l  cos.  C. 

R.  «in.  C 

Donc  tang.  C _ 


On  yoit  par  cette  équation  , et  par  ce  qui  a été  dit  ( n°  3a 
Algèbre),  que  la  tangente  d’un  arc  est  positive  ou  négative,  se- 
lon que  le  sinus  et  le  cosinus  de  cet  arc  , ont  ou  n’ont  pas  le 
même  signe. 


La  cotangente  d’un  arc  est  égale  au  rayon  multiplié  par  le  cosi- 
nus , et  divisé  par  le  sinus  de  cet  arc. 

Cette  propriété  résulte  de  la  similitude  des  triangles  FCD,  BCG. 
Ainsi  on  a 

DF  : DC  II  BG  : GC , on  cot.  C : R : : cos.  C : sin.  C J d’où 


cot.  C — 


R cos.  C 
sin.  C 


De  ce  que  le  triangle  AEC  est  rectangle,  il  s’ensuit  que  le  quarré 
du  rayon , plus  le  quarré  de  la  tangente  , est  égal  au  quarré  de  la 
sécante. 

La  sécante  d'un  arc  est  égal  au  quarré  du  rayon  , divisé  par  te 
cosinus  de  cet  arc. 

Puisque. les  triangles  AEC,  PBC  sont  semblables , on  a 
CE  I AC  II  BC  l PC,  ou  sec.  C l R II  R l cos.  C. 

_ Ü1 

Donc , sec.  C _ 

Il  n’est  pas  moins  facile  de  prouver  que  la  cosécante  d’un  arc  est 
égale  au  quarré  du  rayon  , divisé  par  le  sinus  de  cet  arc. 

2 j 6.  i°  Le  sinus  de  la  somme , ou  de  la  différence  de  deux  arcs  , 
est  égal  au  produit  du  sinus  du  premier  par  le  cosinus  du  second , 
plus  °ou  moins  le  produit  du  sinus  du  second,  par  te  cosinus  du  pre- 
mier, le  tout  divisé  par  le  rayon. 

ao  Le  cosinus  de  la  somme , ou  de  la  différence  de  deux  arcs , 
est  égal  au  produit  de  leurs  cosinus , moins  ou  plus  le  produit  de 
leurs  sinus , le  tout  divisé  par  le  rayon. 

Soit  AC  = R,  l’arc  AB  — a , l’arc  BD  = b , et  par  consé- 
quent ABD  = a 4-  b.  Des  points  B,  D,  abaissez  sur  AC  les  per- 
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pendiculaires  BE,  DF  ; du  point  D , menez  Dx  perpendiculaire  à Pc.  VIII. 
BC;  enfin,  par  le  point  x,  menez  xy  parallèle  , et  xi  perpendi- FiS-  »7*- 
culaire  à AC. 

Les  triangles  semblables  BCE , xCz , donnent  les  proportions  , 

cb  : be  ::  Cx  : xz, 


ou 


ou 


R ; sin.  a :: 
CB 

R : cos.  a * 


cos.  b : xz  = 


sin.  a cos. 


: ce 

* cos.  b 


Cx  : Cz  , 

cos.  a cos. 


Cz  = 


R 


b 


b 


Les  triangles  BCE , xDy,  qui  ont  les  côtés  perpendiculaires  cha- 
cun à chacun  , sont  semblables , et  donnent 

CB  : CE  ::  Dx  : Dy , 

_ , , cos.  a sin.  b 

ou  R : cos.  n II  sin.  b : Dy  = ^ ; 

CB  l BE  II  Dx  l xy , 

- . . sin.  a sin.  b 

ou  R : sm.  a ::  sin.  b : xy  — ^ • 

Mais  le  sinus  de  (a  -+.  b)  étant  DF  — xz  -J-  Dy , on  a 

. , , sin.  a cos.  b + sin.  b cos.  a , _> 

sin.  (,o  + 6)=  ^ . (i) 

De  même  le  cosinus  de  ( a + b ) étant  CF  = Cz  — xy,  on  a 

, ...  cos.  a cos.  b — sin.  a sin.  b , , 

cos.  ( a + b ) = (a) 


Pour  démontrer  maintenant)  les  formules  relatives  au  sinus  et 
au  cosinus  de  la  différence  de  deux  arcs , soit  pris  arc  BM  = arc 
BD , et  soient  abaissées  du  point  M les  droites  MP  et  Mv  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  droites  AC  et  atz.  On  aura  visi- 
blement , 


arc  AM  = a — b,  Mv  = Pz  = xy,  Dy  = xv  , 
sin.  (o  — b)  — PM  — xz  — xv , 
et  cos.  (o  b)  :=  CP  ss  Cz  + zP ; 

donc, 

. sin.  a cos.  b — cos.  a sin.  b 
sm.  (o  — b)  = J , 

cos.  a cos.  b -f-  sin.  a sin.  b 
cos.  (a  — b)  — ’• 


Géométrie. 


ai 


(3) 

(4) 
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VIII.  a l 7.  Afin  de  tirer  quelques  conséquences  des  théorèmes  précé- 
•^•dens,  nous  supposerons  d’abord  que  dans  les  équations  (1)  et  (a), 
b — a ; alors  on  aura  , 


cos.  a 0= 


a sin.  a eos.  a 
R 

cos*,  a — sin*.  a 
R 


(5) 


Ces  formules  renferment  la  solution  du  problème  de  la  duplication 
d’un  arc.  On  pourrait  déterminer  de  la  même  manière  les  valeurs  du 
sinus  et  du  cosinus  du  triple,  et  en  général  du  multiple  d’un  arc 
dont  on  connaît  le  sinus  et  le  cosinus;  mais  nous  ne  ferons  ici  au- 
cune application  de  ces  valeurs. 

Pour  obtenir  l’espression  de  la  tangente  de  la  somme  des  arcs 
a et  b,  il  ne  s’agit  que  de  diviser  l’une  par  l’autre  les  équations 
(1)  et  (a);  en  effet  on  a (n°  ai5  ) , 


R sin.  I a + b)  , ...  R ( sin.  a cos.  b + sin.  b cos.  al 

y- — • = tang.  ( a -4-  b ) — r r — --  j 

cos.  [a  + b)  ° ' 1 ' cos.  a cos.  b — sin.  a sin.  b 


divisant  le  second  membre  haut  et  bas  par  cos.  a cos.  b , on  a,  en 
vertu  du  n°  cité  , 


tang.  («  -f  b)  = 


R 1 (tang.  a + tang.  b) 
R‘  — tang.  a tang.  b 


En  combinant  de  la  même  manière  les  équations  (3)  cl  (4)  , on 
trouvera , 


tang.  ( a — b) 


R1  ( tang.  a — tang.  b) 
R * 4-  tang.  a tang.  b 


Si  dans  la  seconde  formule  (5),  on  met  pour  cos/  a sa  valeur 
R * — sin.1  a , on  aura 

R 1 — 2 sin.*  a 


cos.  2 a — 


R 


(6) 


résultat  qui  nous  sera  utile  par  la  suite. 

En  prenant  la  somme  et  la  différence  des  équations  (1)  et  (3) , 
on  obtient  celles-ci , 


sin.  ( a b ) sin.  (a  — b)  = 


2 sin.  a cos.  b 
R 


et 


sin.  ( a •+•  b ) — sin.  (a  — b)  c= 


2 sin.  b cos.  a 


et  si  l’on  fait  [a  b)  — p , (a  — b)~  q,  on  aura 


_P+?  A_P  — ï. 

a — , b — — - — > 

2 2 
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3 2*3 


partant 

sin 


• P + s>n-  7 = jjr  «in.  ('P~^)  c°s- 

si",  p — *in.  q — sin.  cos 

Divisant  ensuite  ces  deux  équatious  membre  à membre,  il 
viendra 


Pl.  VIII. 
Fig.17a. 


sin.  p ■+•  sin.  q 
sin.  p — sm.  q 


(*¥-)  ~ C-^-) 


donc  en  vertu  des  théorèmes  du  n°  ai  ?» , 


sin.  p + sin.  q 
sin.  p^ — sin.  q ~ 


tang 


(7) 


tang. 


Ce  résultat  étant  énoncé  en  forme  de  proportion , nous  apprend 
que  la  somme  des  sinus  de  deux  arcs  est  à la  différence  de  ces 
mêmes  sinus,  comme  la  tangente  de  la  demi-somme  des  arcs  est  à la 
tangente  de  leur  demi-différence. 

De  pareilles  combinaisons  des  équations  (a)  et  (4) , conduiraient 
à des  résultats  analogues  aux  précédens,  et  qui  seraient  compris 
dans  les  équations  suivantes  : 

cos.  p -f-  cos.  q — cos.  ^ P \ ^ 'J  eos.  (y1’  % ^ » 

cos.  q — cos.  p — sin.  ^ ^ sin.  ^ ; 

cos.  p -J-  cos.  q cot.  j (p  -f- 
COS.  q — COS.  p tang.  j {p  — q ) 


31 8-  On  déduirait  de  la  théorie  précédente,  un  grand  nombre 
de  formules  nécessaires  pour  la  construction  des  tables  des  sinus 
et  la  résolution  des  triangles;  mais  ce  qui  précède  suffit  pour  rem- 
plir le  but  que  nous  nous  sommes  proposé. 

Afin  de  donner  une  idée  de  la  manière  dont  ces  tables  ont  été 
calculées,  supposons  que  le  sinus  et  le  cosinus  d'une  seconde  soient 
connus;  on  trouvera  ensuite  par  les  formules  (5)  démontrées  ci- 

dessus,  le  sinus  et  le  cosinus  de  i"  , V , 4,f to1'  ; puis  de  20"  , 

3o,; jusqu’à  100"  ou  une  minute;  puis  a',  3' jusqu’à  ioo* 

ou  1 grade;  et  enfin  de  a*'-,  3«r- jusqu’à  5osr.  Toutes  ces  lignes 

trigonométriques  étant  calculées , on  parviendra  aui  vàleurs  des 
tangentes  et  cotangentes,  en  faisant  usage  des  formules  qui  ren- 

21* 
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Pl.VIU.  ferment  ces  nouvelles  lignes.  Quant  au  sinus  de  l’arc  d’une  seconde, 
on  l'obtiendra  aisément,  si  l'on  considère  qu’il  est  sensiblement 
égal  à l’arc  lui-même  ; ainsi  le  rayon  des  tables  étant  — i , la 
demi-circonférence  ou  l’arc  de  2ooSr,=:  3,1415926535897932  : di- 
visant cette  quantité  par  le  nombre  de  secondes  contenues  dans 
2oosr,)  c’est-à-dire  par  2000000,  on  aura  assez  exactement 

sin.  i1*  = 0,00*000157079632679.  , 

dont  le  logarithme  = 411961199,  etc. 

* 

Ce  logarithme  et  d’autres  analogues,  sont,  de  préférence  aux 
nombres  correspondans , insérés  dans  les  tables  dont  il  s’agit;  et 
cela  , dans  la  vue  de  simplifier  considérablement  les  calculs  trigo- 
nométriques. 

Principes  pour  la  résolution  des  triangles  rectilignes 

rectangles. 

Fig.173.  2 I C).  Dans  tout  triangle  rectangle  , le  rayon  est  au  sinus  iV un 

(les  angles  aigus , comme  l’hypoténuse  est  au  côté  opposé  à cet 
angle. 

■ Soit  ACB  le  triangle  proposé  rectangle  en  A.  Si  du  point  B 
comme  centre,  et  du  rayon  BD  égal  à celui  des  tables  , on  décrit 
l'arc  DE,  et  qu’on  abaisse  EF  perpendiculaire  à AB , cette  per- 
pendiculaire sera  le  sinus  de  l’angle  B , et  les  triangles  BEF,  BCA 
seront  semblables  ; donc 

be  : ef  : : bc  : ca  , ou  r : sin.  b ::bc  : ca,- 

220.  Dans  tout  triangle  rectangle , le  rayon  est  à la  tangente 
d’un  des  angles  aigus , comme  le  côté  de  l’angle  droit  adjacent  à 
cet  angle  est  au  côté  opposé. 

De  l’extrémité  D du  rayon  BD , élevez  à B A la  perpendiculaire 
DG,  qui  sera  la  tangente  de  l’angle  B.  Les  triangles  semblables 
BDG , BAC,  donneront 

bd  : dg  : : ba  : ac, 

donc,  R : tang.  B\\BA  : AC. 

Principes  de  la  résolution  des  triangles  rectilignes 
obliquangles. 


Pi..  II.  22t.  Dans  un  triangle  rectiligne  quelconque , les  sinus  des  angles 
l ig.  t>\, sont  comme  ies  côtés  opposés. 

Soit  ABC  le  triangle  proposé,  CD  sa  hauteur,  et  AB  sa  base  ; 
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la  perpendiculaire  CD  tombant  au  dedans  du  triangle  ABC  , lesPr-  H. 
triangles  ACD  , CDB , donneront  Fig.  6t. 

r : sin.  a ::  ac  : cd, 
r : sin.  b cb  : cd. 

Or , dans  ces  deux  proportions  les  extrêmes  sont  égaux  , donc  les 
produits  des  moyens  sont  aussi  égaux  , c’est-à-dire  que 

sin.  A X AC  = sin.  B X CB; 
donc,  sin.  A ; sin.  B ;;  CB  : AC. 

Cette  propriété  est  encore  la  même,  lorsque  la  perpendiculaire 
CD  tombe  au  dehors  du  triangle,  comme  il  est  facile  de  le 
prouver. 


2 22.  Dans  tout  triangle  rectiligne,  la  somme  de  deux,  côtés  est 
à leur  différence , comme  la  tangente  de  la  demi-somme  des  angles 
opposés  à ces  côtés  est  à ta  tangente  de  leur  demi-différence. 

En  vertu  de  la  proposition  précédente , on  a 

BC  : AC  ;;  sin.  A ; sin.  B; 

Ainsi  , 

BC  + AC  l BC  — AC  ; î sin.  A -+-  sin.  B : siu.  A — sin.  B. 
De  plus,  par  la  formule  (7)  du  n°  217  , 

A + B A — B 

sin.  A -f-  sin.  B l sin.  A — sin.  B\\  tang.  — - — : tang.  — - — ; 
donc 

BC  + AC  : BC—  AC  : : tang.  ~ ~B.  : tang.  A ~ ° , 
comme  le  porte  l’cnoncé  du  théorème. 


2 23-  Dans  un  triangle  rectiligne  quelconque,  le  cosinus  d'un  Pl.VIII. 
angle  est  au  rayon , comme  la  somme  des  quarrés  des  côtés  qui  com-  F’8' 
prennent  cet  angle , moins  le  quarré  du  troisième  côté , est  au  double 
du  produit  des  deux  premiers  côtés. 

Pour  abréger,  désignons  respectivement  par  a,  b,  c , les  cotés 
du  triangle  ABC,  opposés  aux  angles  A , B , C.  Et  soient  en  outre 
AD  zzl  X,  d’où  CD  ■=  b — x. 

Cela  posé  , on  aura  par  le  théorème  du  n®  78  , 

n*  = c1  — ibx  ; (1) 


mais  le  triangle  rectangle  ABD  donnant 


R : C II  cos.  A ; x = 
il  s’ensuit  que  , 

n*  = b1  + c*  -T- 


c.  cos.  A 


R 

abc  cos.  A 


R 
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P l. VIII.  donc  , 
Fig.174. 


équation  qui , étant  mise  sous  la  forme  de  proportiçn  , fournit  l’é- 
noncé du  théorème.  , 

L’équation  (1)  pouvant  s’écrire  ainsi  : 

c1  — a1  z=.  2 bx  — 6*, 
on  a , en  la  décomposant  en  facteurs  , 

(c-f-a)  (c  — a)  zz.  b (ix  — 6 J ; 

de  là  , 

b ‘ c -(-  a ' * c — « î 2X  — b : 

or,  b est  la  base  du  triangle,  et  a.r  — b est  la  différence  des  seg- 
mens  AD , DC  formés  par  la  perpendiculaire  BD  ; donc  dans  tout 
triangle  dont  la  perjiendiculaire  tombe  au  dedans , la  base  est  à la 
somme  des  deux  autres  côtés , comme  la  différence  de  ces  mêmes 
côtés  est  à la  différence  des  segmens. 

Il  suit  de  là  que  si  on  connaît  les  trois  côtés  d’un  triangle  , et 
qu’on  abaisse  du  sommet  du  plus  grand  angle  une  perpendiculaire 
sur  le  côté  opposé  pris  pour  base , on  aura,  par  la  proportion 
précédente,  la  différence  des  segmens  dont  cette  base  représente  la 
somme.  On  a donc  tout  ce  qu'il  faut  pour  connaître  chaque  seg- 
ment. En  effet,  le  plus  grand  segment  est  égal  à la  moitié  de  leur 
somme  augmentée  de  leur  demi-différence,  et  le  plus  petit  segment 
est  égal  à la  moitié  de  leur  somme  diminuée  de  leur  demi-diffé- 
rence ( n°  59  Algèbre). 

Les  segmens  étant  calculés , il  ne  s’agira  plus  que  de  résoudre 
les  deux  triangles  rectangles  ABD , CBD  , pour  déterminer  les 
angles  A et  C. 

On  peut  aussi  trouver  par  une  seule  analogie  , l’un  des  angles 
d’un  triangle  donné  par  ses  trois  côtés  ; mais  pour  cela  il  faut 
transformer  le  second  membre  de  l’équation  (2)  , de  manière  qu’il 
puisse  être  décomposé  en  facteurs.  Dans  cette  vue,  si  l’on  met  pour 

, , -R1  — 2 sin.1  i A , ■ 

cos.  A sa  valeur — ( nu  217  , formule  o ) , on  aura 


• 2 sin.1  4 A 


R3  — 2 sin,1  4 A ô1  + c1  — 

.8 1 zbc 

d’où  l’on  tire  successivement 

, , ü1  (o1  — b * — c1)  + 2 bc  R1 

2 shi.  - A ~ , - — 

• 2 bc 

mais  n*  — (ô  — c)1  ==  ( a -|-  ô — c) 
par  conséquent 


!“)  + 2 bc  R’ 

( a -+-  ô — c)  ( a ■ 


• (b-cY\ 

ibe  ) 
ô -f-  c ) ; 


sin.  ; A : 


* / 


(o  + ô — c)  ( a — i c) 
4 bc 
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Soit  pour  simplifier , a ■+•  b c ~ s , on  aura 
( a — è-f-c)  = J— -aô,«-t-ô  — c — s 
donc 


sin.  i A 


(j*~  b)  (i«  — c) 
bc 


3a7 


ac; 


Pl.VIU. 

Fig.iyt. 


(3) 


formule  très-commode  pour  le  calcul  logarithmique , comme  on  le 
verra  par  la  suite , et  qui  donne  la  proportion 

bc  : (i  f — b)  * (ÿ  * — c)  ::  r*  : sin.*  a} 

c’est-à-dire  que  le  produit  de  deux  côtés  quelconques  d’un  triangle, 
est  au  produit  des  différences  de  ces  côtés  à la  moitié  du  périmètre, 
comme  le  quarré  du  rayon  est  au  quarré  du  sinus  de  la  moitié  de 
l'angle  compris  entre  ces  mêmes  côtés. 


Idée  de  la  résolution  des  triangles  sphériques. 


224.  Comme  parmi  les  problèmes  utiles  que  les  professeurs 
peuvent  proposer  aux  élèves,  il  en  est  dont  les  solutions  sont  fon- 
dées sur  les  principes  de  la  trigonométrie  sphérique  , nous  allons 
démontrer  les  formules  générales  qui  se  rapportent  à celte  trigo- 
nométrie. 

Soit  ABC  le  triangle  sphérique  , construit  sur  la  surface  d'une Fig.iy». 
sphère  dont  nous  supposerons  le  rayon  égal  à l’unité  ; et  soit  O le 
centre  de  cette  sphère.  11  s’agit  de  trouver  une  relation  entre  les 
angles  plans  qui  forment  l’angle  trièdre  O de  la  pyramide  ASCO  , 
et  les  angles  dièdres.  A,  B,  C îles  faces  de  cette  pyramide  ; ou  ce 
qui  est  de  même,  entre  les  côtés  AB  , AC,  BC , e t les  angles  A,B,C 
du  triangle  sphérique  ABC. 

Pour  cet  effet,  désignons  simplement  par  A,.B , C.  les  angles, 
et  par  a , b , c les  côtés  opposés  de  ce  triangle  sphérique  ; puis 
considérons  AD  comme  la  tangente,  OD  comme  la  sécante  de 
l’arc  AB  ; prenons  de  même  AE  pour  la  tangente  , et  OE  poitr  la 
sécante  de  l'arc  AC.  Le  triangle  rectiligne  ADE  donnera  (n°  223), 
en  faisant  DE  — x , 

xl  ■=  tang.*  b + tang.1  c — a tang.  b tang.  c cos.  A ,\ 

le  triangle  ODE  donnera  pareillement 

x1  — sec.*  b -f-  sec.*  c — a sec.  b sec.  c cos.  a ; 

soustrayant  de  cette  équation  la  première  , et  faisant  attention  que 
scc.»  b _ tang.*  b — 1 , scc.*  c — tang.*  c = 1 , on  aura,  réduc- 
tions faites, 

, tang.  b tang.  c cos.  A — sec.  h sec.  c cos.  a~  o, 
ou,  après  les  transformations . qui  naissent  de  la  théorie  du 
n°  21 5 , 


Digitized  by  Google 


3a8  COORS  DE  MATHÉMATIQUES. 

Pl.VIIL  si».  4 «in.  c cos.  a 

Fig.i?4.  1 cos_  £ cos.  c cos'  cos.  j cos.  c °> 

et  par  conséquent,  en  faisant  disparaître  le  dénominateur  , 
cos.  a — cos.  b cos.  c -J-  sin.  b sin.  c cos.  A, 
on  aurait  de  même  , 

cos.  b =r  cos.  a cos.  c -+-  sin.  a sin.  c cos.  B, 
cos.  c — cos.  a cos.  b sin.  a «in.  4 cos.  C. 

Les  diverses  combinaisons  de  ces  trois  équations  donnent  la  ré- 
solution de  tous  les  cas  possibles  des  triangles  sphériques , mais 
nous  nous  bornerons  aux  suivantes. 

Si  de  la  première  des  équations  (M)  on  tire  la  valeur  de  cos.  A , 
et  qu’on  l'introduise  dans  la  relation  sin.1  A — i — cos.1  A , ob- 
tenue au  n°  n5,  on  aura 


sin.1  A = i — 


cos.’ a + cos.*  b cos.*  c — a cos.  a cos.  6 cos.  c\ 
sin.*  b sin.*  c / 

sin.*  6 sin.*  c — cos.*  a + a cos.  a cos.  b cos.  c — cos.  6»  cos.  c* 
sin.’  b sin.’  c 


( t — cos,*  4)  ( î — cos.’  c 1 — cos.*  b oos.«  c — cos.*  a + a cos.  a cos.  b cos.  c 
sin.*  b sin.*  c 


î — cos.*  a — cos.*  b — cos.’  c + a cos.  a cos.  4 cos.  c 
sin.’  4 sin.*  c 

Multipliant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  sin.1  a,  et  pre- 
nant ensuite  la  racine  quarrée,  on  obtiendra 


sin.  Azz  sin.  a X 


*/i  — cos.*  a — cos.’ 4 — cos.*  c+ a cos.  a cos.  4 cos.  c 


sin.  a sin.  4 sin.  c 


Désignant  par  F toute  la  'fraction  qui  multiplie  sin.  a,  on  pourra 
écrire  plus  simplement 

sin.  A — F sin.  a : 
or  il  est  facile  de  voir  que  l’on  a de  même 
sin.  B = F sin.  b, 
sir*.  C = F sin.  c. 

Donc 

sin.  A ; sin.  B ; sin.  C \\  sin.  <a  : sin.  b t sin.  c. 

c’est-à-dire , que  les  sinus  des  angles  d'un  triangle  sphérique  sont 
proportionnels  aux  sinus  des  côtés  qui  leur  sont  opposés. 

Des  mêmes  équations  ( M)  on  tire  immédiatement , 
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CO».  A = 

J 

cos.  B = 


cos.  a — cos.  b cos.  c 
sin.  b sin.  c 
cos.  b — cos.  a cos.  c 
sin.  a sin.  c 


co».  C — 


cos.  c — cos.  a cos.  b 
sin.  a sin.  b 


3a() 


L’une  quelconque  de  ce»  dernière»  fait  connaître  un  angle  d’un 
triangle  sphérique  en  fonction  de»  trois  côtés  ; mai»  on  peut  la 
transformer  de  manière  que  son  second  membre  soit  décompo- 
sable  en  facteurs.  Dans  cette  vue , l’on  mettra  dans  l’équation 

1 — cos.  A = 2 sin.*  j A , démontrée  ( n°  217  ),  la  valeur  précé- 
dente de  cos.  A , et  l’on  obtiendra  successivement 

. ,,  . sin.  b sin.  c — cos.  a •+■  cos.  b cos.  c ccw.  f b — cl  — cos.  a 

2 Sin.  -Ain  : — z—, = — — rr: 

* sin.  cornue  sia.  o sin.  c 

( Voyez  216  , formule  4-  ) 

Or  à cause  de  ( n°  2 17  ) 

cos.  q — cos.  p — 2 sin.  -*(/>  + ?)  sin-  j (p  — <7  ) , 
on  a évidemment 

+ b — e\ 

— ) >in- 

sin.  b sin.  c 

d'où  l’on  tire , en  faisant  r=n-|-ô-f-c. 


r A = 


sin. 


sin.  j A — 


yfiia.  (■!.-  6)sin.  (-f- 
sin.  b sin.  c 


équation  analogue  à celle  (3)  du  n°  223  , relative  au  triangle  recti- 
ligne , et  qui  peut  aisément  se  calculer  par  les  logarithmes.  On  en 
verra  une  application  au  n°  248. 

11  n’y  a pas  moyen  de  décomposer  immédiatement  en  facteurs 
les  seconds  membres  des  équations  ( M)  qui  feraient  connaître  un 
côté  d’un  triangle  sphérique,  si  les  deux  autres  côtés  et  l’angle  qu’ils 
comprennent  étaient  donnés  ; aussi  est-on  obligé  de  passer  des 
logarithmes  aux  nombres  et  des  nombres  aux  logarithmes,  pour 
avoir  le  logarithme  du  cosinus  du  côté  cherché.  Si , par  exemple , 
il  s’agissait  d’avoir  cos.  a,  on  calculerait  séparément  par  les  loga- 
rithmes les  termes  cos.  b cos.  c et  sin.  b sin.  c cos.  A , ensuite  on 
ajouterait  ensemble  les  nombres  qui  leur  correspondent,  et  Le  lo- 
garithme de  la  somme  serait  celui  de  cos.  a. 
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CHAPITRE  II. 


DESCRIPTION  ET  USAGE  DES  INSTRUMENS  PROPRES  A 
MESURER  LES  ANGLES  ET  LES  LIGNES. 


Du  Graphomètre. 


225.  Le  graphomètre  est  un  instrument  rfui  sert  pour  mesurer 
‘ les  angles  ; c’est  un  demi-cercle  divisé  en  i8od,  ou  en  aoo  grades. 
Chaque  degré  ou  grade  est  lui-méme  divisé  en  deux  ou  plusieurs 
parties , selon  la  grandeur  du  diamètre  de  ce  demi-cercle. 

La  partie  circulaire  sur  laquelle  sont  tracées  les  divisions,  se 
nomme  le  limbe.  Aux  graphomètres  ordinaires  , on  adapte  aux  ex- 
trémités du  diamètre  fixe  deux  pittnules  ou  petites  fenêtres  au  tra- 
vers desquelles  on  regarde  les  objets.  Chaque  pinnule  , qui  doit  être 
exactement  perpendiculaire  au  limbe , est  fendue  par  le  haut  et 
ouverte  par  le  bas,  ou  réciproquement  ; et  le  milieu  de  l’ouverture 
est  traversé,  dans  le  sens  de  la  longueur,  par  une  soie  ou  par  un 
crin.  Lorsqu’on  vise  à un  objet , on  a soin  de  mettre  près  de  l’oeil 
la  fente  d’une  pinnule  par  laquelle  on  regarde  si  le  fil  correspon- 
dant couvre  cet  objet.  , 

La  règle  mobile  que  l’on  nomme  alidade , est  assujétie  à tourner 
autour  du  centre  de  l'instrument,  et  est  garnie  de  même  de  deux 
pinnules.  Pour  mesurer  les  angles  avec  plus  de  précision  , on  a ima- 
giné de  tracer  des  parties  plus  petites  que  celles  du  limbe  aux  ex- 
trémités de  cette  alidade,  et  près  des  pinnules;  c’est  à l’aide  de  ces 
petites  divisions  ou  de  ce  vernier,  que  l’on  estime  les  parties  du  de- 
gré ou  du  grade.  Supposons  , par  exemple , que  le  graphomètre 
soit  divisé  en  400  parties  égales,  dont  a forment  le  grade,  et  que 
9 de  ces  parties  correspondent  à 10  parties  du  vernier  ; alors  cha- 


10 


minutes  centésimales.  Si  donc  la  première  ligne  du  vernier , que  l’on 
nomme  ligne  de  foi , tombe  exactement  sur  une  ligne  du  limbe  , 
l’angle  compris  entre  le  diamètre  fixe  et  le  diamètre  mobile  , sera 
mesuré  par  le  nombre  de  parties  du  limbe;  si  au  contraire  la  se- 
conde ligne  du  vernier  coïncide  avec  un  trait  du  limbe,  il  faudra 
au  nombre  de  grades  ou  de  demi-grades  marqués  sur  le  limbe  jus- 
qu'à la  ligne  de  foi,  ajouter  5',  quantité  dont  une  partie  du  limbe 
excède  une  partie  du  vernier.  En -général,  on  comptera  de  plus 
autant  de  fois  5'  qu'il  y aura  de  parties  du  vernier  depuis  la 


Digitized  by  Google 


TRIGONOMÉTRIE.  ' 33 1 

ligne  de  foi  jusqu'à  la  ligne  qui  correspond  à l’une  de  celles  du 
limbe. 

Les  graphomètres  les  plus  exacts  et  les  plus  commodes  , sont 
ceux  qui  sont  garnis  de  lunettes  que  l’on  fait  mouvoir  lentement  à 
l'aide  de  vis  de  rappel , et  que  l’on  arrête  au  moyen  de  vis  de  pres- 
sion. Quand  les  lunettes  peuvent  s’incliner  de  quelques  grades  à 
l’égard  du  limbe , on  est  dispensé  de  réduire  à l’horizon  les  angles 
qui  n’y  sont  pas  situés,  parce  qu’alors  on  les  observe  dans  ce  plan, 
en  disposant  le  limbe  horizontalement. 

Ces  lunettes  sont  ordinairement  achromatiques , c’est-à-dire, 
qu’elles  font  voir  les  objets  nettement  terminés  et  sans  iris.  Leur 
objectif  est  le  verre  par  lequel  entrent  les  rayons  qui  forment  l’i- 
mage d’un  objet,  et  leur  oculaire  est  le  verre  par  où  ces  rayons 
sortent  pour  venir  se  peindre  dans  l’oeil.  Afin  que  la  vision  soit  plus 
nette,  on  ne  met  que  deux  verres  convexes  à chaque  lunette;  mais 
alors  les  objets  sont  vus  renversés. 

Dans  l’intérieur  de  ces  lunettes  , se  trouve  , près  de  l’oculaire , 
le  réticule , qui  est  un  petit  anneau  de  métal  dont  les  diamètres 
rectangulaires  sont  représentés  par  deux  fils  de  soie  ou  d’araignée. 

Il  faut  que  ces  fils  soient  placés  précisément  au  foyer  de  l’objectif, 
sans  quoi,  ils  auraient  une  parallaxe ; c’est-à-dire  que  leur  image 
éprouverait  un  petit  dérangement  à l'égard  de  l’objet  auquel  on 
vise , en  regardant  par  différens  points  de  l’oculaire.  L’axe  op- 
tique , déterminé  par  la  ligne  qui  va  de  l’œil  à l’intersection  des  fils 
du  réticule,  doit  aussi  être  parallèle  au  plan  du  limbe,  lorsque  les 
lunettes  n’ont  aucun  mouvement  dans  le  sens  perpendiculaire  à ce 
plan.  Les  artistes  qui  construisent  les  instrumens  de  mathématiques, 
peuvent  indiquer  à l’acquéreur  les  moyens  d’en  faire  la  vérification 
et  de  les  rectifier.  Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  de  plus  grands 
détails  à cet  égard. 

Il  est  utile , en  outre,  qu’un  niveau  à bulle  d'air  soit  adapté  à la 
lunette  inférieure  , pour  pouvoir  la  disposer  horizontalement  lors- 
que l’on  mesure  des  angles  de  hauteur.  L’axe  de  ce  tube  étant  rois 
parallèlement  à l’axe  optique  de  la  lunette,  il  s’ensuit , d’après  les 
lois  de  l’hydrostatique  , que  lorsque  la  bulle  d’air  occupe  le  milieu 
du  tube,  la  lunette  est  horizontale  ( n°  204). 

Tout  l’instrument  porte  sur  un  pied  construit  de  manière  qu’il 
est  facile  d’incliner  le  limbe  dans  tous  les  sens.  A cet  égard  , on 
évite  beaucoup  de  lenteur  et  de  tâtonnement,  ervdisposant , le  plus 
qu’il  est  possible,  dans  la  direction  des  objets  que  l’on  observe,  > 
les  vis  qui  procurent  cette  inclinaison. 

Du  cercle  répétiteur. 

326.  Entre  autres  différences  remarquables  entre  le  grapho- 
metre  et  le  cercle  répétiteur,  c’est  que  le  limbe  de  celui-ci  est  un 
cercle  enlier,  et  que  les  deux  lunettes  sont  mobiles  ou  fixes  a vo- 
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lonté.  La  lunette  supérieure  entraîne  de  même  deux  verniers  , et 
son  axe  répond  précisément  au  centre  du  limbe.  A l’égard  de  la  lu- 
nette inférieure  , elle  est  excentrique,  et  elle  tourne  seule  , si  l’on 
veut , autour  du  pivot  de  l’instrument. 

Le  plus  grand  avantage  du  cercle  répétiteur  est  de  pouvoir  atté- 
nuer presque  entièrement  les  erreurs  de  division  et  celles  des  ob- 
servations, en  répétant  suffisamment  la  mesure  des  angles  , comme 
nous  l’enseignerons  bientôt. 

Dans  les  petits  cercles  répétiteurs  , le  pivot  qui  supporte  le 
limbe  est  soudé  au  centre  d’un  petit  plateau  circulaire  auquel  on 
peut  procurer  un  mouvement  de  rotation  rapide  ou  lent.  Ce  pivot 
est  traversé  par  un  axe  ou  essieu  , dont  les  extrémités  entrent  dans 
des  collets  faisant  partie  de  deux  raontans  auxquels  on  a donné 
le  nom  de  fourchette.  Un  petit  quart  de  cercle  adapté  au  pivot 
s’appuie  contre  ces  montans , et  s’y  fixe  aH  moyen  d'une  pince  , 
quand  on  veut  que  l’inclinaison  du  limbe  soit  invariable.  Enfin  vers 
la  partie  supérieure  de  la  douille  de  l’instrument,  sont  placées 
deux  vis  opposées  et  boutantes  , qui  servent  pour  incliner  le  limbe 
dans  un  sens  contraire  à celui  pour  lequel  le  quart  de  cercle  est 
destiné. 

De  la  mesure  des  angles  avec  le  graphomètre. 

Vl.  II.  3.27.  Pour  mesurer  avec  le  graphomètre  l’angle  A sous  lequel 
Fig.  6, 

• on  voit  la  distance  JSC,  place*  d’abord  le  centre  de  l’instrument 
au  point  A , puis  disposez  l’alidade  fixe  de  manière  que  , regar- 
dant au  travers  des  pinnules  ou  de  la  lunette,  le  fil  vertical 
couvre  le  point  C.  Enfin , dirigez  l’alidade  mobile  ou  la  lunette  su- 
périeure sur  l’objet  B;  l’arc  parcouru  parcelle-ci  sera  la  mesure 
de  l’angle  A. 

Cette  méthode  suppose  que  les  trois  points  A,  B , C sont  à 
très-peu  près  dans  le  même  plan  horizontal,  ou  que  le  cercle  porte 
des  pinnules , ou  bien  qu'il  est  garni  de  lunettes  plongeantes 
( n°  aa5  ) ; autrement  si  les  points  B , C étaient  hors  de  l’horizon  de 
l’observateur  , et  que  les  lunettes  n’eussent  point  la  propriété  dont 
il  s’agit,  il  faudrait  placer  le  limbe  dans  le  plan  même  de  l’angle  à 
mesurer. 

Pt-VTTT  L’angle  sous  lequel  on  voit  l’élévation  d’un  objet  situé  au-dessus 
Fig.176.  de  l’borizon  du  lieu  où  l’on  observe,  se  nomme  angle  de  hauteur, 
et  l’angle  sous  lequel  on  voit  l’abaissemeut  d'un  objet  au-dessous 
de  l’horizon  , se  nomme  angle  de  dépression.  Ainsi  en  supposant 
que  AH  soit  horizontal  , l’angle  BAH  est  un  angle  de  hauteur  , et 
l’angle  B1  AH  est  un  angle  de  dépression. 

Pour  mesurer  ces  angles  verticaux , on  donne  au  plan  de  l’in- 
strument la  position  verticale  à l’aide  d'un  fil  à plomb  ; ensuite 
on  met  la  lunette  fixe  horizontalement  par  le  moyen  du  niveau  à 
bulle  d’air  qui  y est  adapté  ; puis  l’on  dirige  la  lunette  supérieure 
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sur  l’objet  B ou  B',  de  -manière  que  le  fil  horizontal  de  cette  lu- 
nette couvre  le  point  de  mire.  Alors  l’arc  parcouru  par  cette  même 
lunette  est  la  mesure  de  l’angle  BAH  ou  B1  AH. 

De  la  mesure  des  angles  avec  le  cercle  répétiteur. 

228.  Voici  la  manière  de  mesurer  un  angle  entre  deux  objets 
terrestres,  avec  le  cercle  répétiteur  dont  les  divisions  se  lisent  de 
gauche  à droite. 

Après  avoir  mis  le  limbe  dans  le  plan  des  objets  , on  amène  la 
lunette  supérieure  à zéro , et  on  la  fixe  par  le  moyen  de  la  vis  de 
pression;  ensuite  on  la  dirige  sur  l’objet  à droite,  et  pour  l’y  fixer, 
on  serre  la  vis  de  pression  du  plateau.  Cela  fait , on  rend  mobile 
la  lunette  inférieure  pour  l'amener  sur  l’objet  à gauche,  puis  on 
la  fixe  au  limbe  ; ensuite  on  desserre  la  vis  de  pression  du  plateau  , 
afin  de  pouvoir  faire  tourner  tout  l’instrument,  jusqu’à  ce  que  la 
lunette  inférieure  soit  sur  l’objet  à droite.  Lorsque  celte  circon- 
stance a lieu  , on  serre  de  nouveau  cette  vis  , et  l’on  amène  la  lu- 
nette supérieure  rendue  libre  sur  l’objet  à gauche  ; alors  l’arc  qu’elle 
a parcouru  depuis  son  premier  point  de  départ,  est  la  mesure  du 
double  de  l’angle  observé. 

On  obtient  par  celte  méthode  le  quadruple,  le  sextuple,  etc., 

d’un  angle;  en  répétant  a , 3 fois  cette  opération  , et  partant 

du  point  de  division  où  la  lunette  supérieure  se  trouve  à la  fin  de 
chaque  observation  conjuguée. 

On  nomme  distance  au  zénith  d’un  objet , le  complément  de 
sa  hauteur,  ou  sa  dépression  angulaire  augmentée  de  iootr. 
Pour  observer  une  distance  au  zénith  , mettez  le  plan  du  cercle 
verticalement  par  le  moyen  d’un  fil  à plomb , et  de  manière 
que  les  divisions  du  limbe  soient  à votre  droite;  amenez  la  lu- 
nette supérieure  à zéro,  fixez-la,  puis  dirigez  la  sur  l’objet,  en 
faisant  tourner  le  limbe  , et  serrez  la  vis  du  plateau  ; ensuite  met- 
tez la  lunette  inférieure  horizontalement  au  moyen  du  niveau  à 
bulle  d’air  , et  pour  cet  effet,  servez-vous  de  la  vis  de  rappel 
de  cette  lunette.  Cela  fait , amenez  le  limbe  à votre  gauche  dans 
le  vertical  de  l’objet;  remettez  la  lunette  inférieure  horizontale- 
ment, en  faisant  tourner  le  limbe  par  le  moyen  de  la  vis  du 
plateau;  enfin  ramenez  sur  l’objet  la  lunette  supérieure  rendue 
libre.  L’arc  qu’elle  aura  parcouru  sera  le  double  de  la  distance  zé- 
nithale cherchée. 

On  pourrait  de  môme  obtenir  le  quadruple,  le  sextuple de 

cette  distance  , en  répétant  a,  3 fois  cette  observation. 

Lorsque  le  cercle  répétiteur  porte  des  lunettes  plongeantes  , 
ôn  dispose  toujours  le  limbe  horizontalement,  et  par  ce  moyen, 
les  angles  observés  entre  les  objets  terrestres  sont  réduits  sur-le- 
champ  à l’horizon,  ce  qui  dispense  de  faire  aucun  calcul  à cet 
égard.  Cet  instrument  peut  être  employé  de  la  même  manière 
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que  le  grapliomètre  ; car  il  ne  s'agit  que  d’amener  la  lunette  in- 
férieure à zéro , et  de  l’y  fixer  pendant  tout  le  cours  des  observa- 
tions. Pour  cet  effet,  ou  met  la  lunette  supérieure  à ce  point, 
et  après  avoir  fixé  avec  cette  lunette  un  objet  éloigné,  on  y di- 
rige aussi  la  lunette  inférieure  qui  se  trouve,  dans  ce  cas,  placée 
convenablement. 

De  l’usage  de  la  chaîne  métrique . 

22C).  Pour  mesurer  une  ligne  droite  tracée  sur  le  terrain  à 
l’aide  de  jalons  ou  de  piquets  , on  se  sert  du  double-mètre  ou  de 
la  chaîne  métrique,  qui  est  formée  de  petites  baguettes  de  fer  de 
deux  décimètres  de  long,  attachées  les  unes  aux  autres  par  des 
petits  anneaux.  Cette  chaîne  a ordinairement  cinq  mètres  de  long, 
et  est  garnie  de  deux  poignées  à ses  extrémités.  Le  chaineur  qui 
marche  en  avant  dans  la  direction  des  jalons , porte  dix  fiches  de 
fer  qu’il  plante  en  terre  les  unes  après  les  autres,  lorsque  la  chaîne 
est  suffisamment  tendue,  et  quand  ses  extrémités  sont  dans  une 
même  ligne  horizontale,  si  l’on  ne  doit  mesurer  que  dans  ce  plan; 
ensuite  le  chaineur  qui  vient  après  , enlève  ces  fiches  à fur  et  me- 
sure. Si  la  ligne  que  l’on  parcourt  est  de  plus  d’une  portée , c’est- 
à-dire,  si  elle  est  plus  longue  que  dix  fois  la  chaîne  , on  continue 
la  meme  opération,  en  retenant  ou  en  écrivant  sur  un  livret  le 
nombre  de  portées  et  de  mètres  que  contient  la  ligne  mesurée. 

Quand  les  lignes  d’opération  traversent  un  terrain  qui  offre 
une  ou  plusieurs  pentes  fort  longues  et  très-sensibles , alors , au 
lieu  de  disposer  la  chaîne  horizontalement,  ce  qui  serait  trop  gê- 
nant et  peu  exact,  on  mesure  la  longuenr  môme  de  chaque  pente; 
et  après  avoir  estimé  l’inclinaison  de  chacune  , soit  avec  le  cercle 
répétiteur,  soit  par  le  procédé  du  nivellement,  on  réduit  les  me- 
sures à l’horizon  , ainsi  qu’on  le  verra  dans  le  chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  III. 

EXEMPLES  DE  CALCULS  TRIGONOMÉTRIQUES. 


Résolution  des  triangles  rectilignes  rectangles. 

\ 

23o.  Déterminer  la  projection  horizontale  d’une  pente  dont  on 
connaît  la  longueur  et  l’inclinaison. 

Soit  AC  — 48om  la  pente  donnée,  et  A — 5sr-  — 4°3o/  ancienne  pL.  [. 
division  (j)  , son  inclinaison.  On  demande  la  longueur  horizontale  Fig.  8. 
AB,  projection  de  AC. 

En  vertu  du  principe  du  n°  219,  on  a 

R AC  ;;  sin.  C ou  cps.  A ; AB; 
ou  en  valeurs  numériques  , 

R : 48om  ::  cos.  5«r-  : AB; 
opérant  par  les  logarithmes , on  trouve  que 
Iog.  480  2,6812412 

log.  cos.  5§r-=  9,9986591 

log.  somme  — log.  R — 2,6799003  = 478™, 52. 

Donc  la  pente  AC,  projetée  sur  l’horizon  , se  réduit  à 478m,5a. 

2 3 I . Calculer  la  corde  et  la  flèche  de  V arrondissement  de  la  Pi,.YIlI. 
contrescarpe.  Fig.  177. 

Soit  l’angle  du  bastion  ACB  — 926'-, 30'=  83°  h'  ta"  anc.div. 
et  le  rayon  AC  — 4om. 

Les  triangles  ACD , CDB  è tant  égaux  et  rectangles  en  D,  le 
premier  donne 

R : AC  ::  sin.  A : CD, 

R : AC  ::  cos.  A : AD. 


(1)  Nous  donnerons  les  valeurs  des  grades  en  degrés , en  faveur  de  ceux  qui 
n’auraient  que  des  Tables  de  Logarithmes  construites  suivant  l’ancienne  divi- 
sion. Il  est  évident,  du  reste,  que  les  valeurs  logarithmiques  de  ces  angles 
sont  les  mêmes , quelque  système  qu’on  adopte. 
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Pl.VHI.  Opérant  par  logarithmes,  on  trouve 

Fig.  178.  iog,  (je  — 4o)  = 1,6020600 1,6020600 

log.  sin.  A log.  cos.  A 

ou  de  (cm. 4i“3^'6"}  = 9-87^i3  oude  (sim  } = 9’8ai56^ 

• 1,4762813  1, 4a36242 

Donc  CD  — 29m,g42,  donc  AD  — a6m,523. 

Il  suit  de  là  que  la  corde  AB  — 1AD  Z3  53ra,o46 , et  que  la 
flèche  DE  —AC  — CD  = iom,o58. 

Si  au  lieu  du  rayon  CB  on  connaissait  la  largeur  Cx  du  fossé , il 
faudrait  d’abord  calculer  l’hypoténuse  CB  du  triangle  rectangle 
CxB , dans  lequel  le  côté  Cx  et  l’angle  B —’ACB  seraient  connus1, 
et  l’on  procéderait  ensuite  comme  ci-dessus. 

232.  Déterminer  la  largeur  d'un  fleuve. 

Tracez  le  long  de  la  berge  et  parallèlement  au  courant  de  l’eau 
une  base  AB\  et  après  avoir  dirigé  l’alidade  fixe  sur  cette  base  , 
mettez  la  ligne  de  foi  de  l’alidade  mobile  sur  la  division  marquée 
god  ou  ioo«r.  Voyez  à quel  point  C aboutit  le  rayon  visuel  AC, 
perpendiculaire  à AB;  puis  mesurez  la  ligne  AB,  qni  doit  être 
environ  la  moitié  de  AC  ; observez  l'angle  B , et  enfin  mesurez  la 
distance  AD  comprise  entre  la  base  et  le  bord  de  l’eau. 

Soit,  par  exemple, 

AB  — 1 a5m,  AD  zz.  5m,  et  angle  B zz  = 4 o 0 3o*  anc.  div. 

on  aura,  n°  220, 

R ; tang.  45sr-  ia5m  ; AC; 
et  par  les  logarithmes, 

log.  tang.  456*-=  9,9314989 
log.  ia5=r  2,0969100 

Somme,  moins  log.  du  rayon  = 2,0284089  = io6m,76. 

Donc  CD  — io6m,76  — 5~ioim,76. 

. A défaut  de  tables  de  logarithmes,  on  construira  avec  une 
échelle  de  parties  égales  et  un  rapporteur , une  figure  semblable  à 
BCA.  Pour  cet  effet,  on  fera  ab  zz  ia5m;  au  pointa,  l’on  élèvera 
a ab  une  perpendiculaire  indéfinie,  et  aa  point  ôon  prendra  avec  le 
rapporteur  un  arc  de  45*r-;  par  l’extrémité  de  cet  arc  et  par  le 
point  b,  on  tirera  une  droite  cb , qui  rencontrera  ac  en  un  point 
c.  Alors  portant  ac  sur  l’échelle , on  verra  que  cette  ligne  égale 
io6m,76  à peu  de  chose  près;  donc  la  largeur  du  fleuve  est  comme 
ci-dessus  de  ioim,76. 

Le  calcul  et  la  construction  sont  les  mêmes  pour  déterminer  la 
hauteur  d’un  édifice  érigé  sur  un  plan  horizontal^  et  dont  le  pied 


Digitized  by  Google 


TRIGONOMÉTRIE. 


337 

est  accessible.  Par  exemple,  soit  SP  la  tour  à mesurer.  Placez  Tins-  Pu  VIO. 
trumeot  au  point  B,  duquel  vous  puissiez  voir  le  sommet  S de  r*g-»79- 
cette  tour;  mesurez  l’angle  vertical  SBA,  formé  par  l’horizontale 
AB  et  par  le  rayon  visuel  SB  ; mesurez  en  outre  la  distance  com- 
prise entre  le  centre  de  la  station  B et  le  pied  de  l’édifice  , et  faites 
la  proportion, ^ , * 

R : tang.  SBA  ; : AB  t AS  ; 

AS  étant  trouvée,  augmentez  cette  hauteur  de  celle  de  l'instrument, 
et  la  somme  sera  la  hauteur  de  la  tour,  depuis  le  sol  jusqu’au 
point  de  mire  du  sommet. 


2 3 3.  Trouver  T angle  que  la  ligne  de  mire  fait  avec  l'axe  pro-  pig.i8o. 
longé , dans  une  pièce  de  calibre  et  de  dimensions  connues. 


. Si  par  le  point  D , le  plus  élevé  du  renflement  du  bourlet , on 
imagine  la  droite  DG  parallèle  à l’axe  AE , l’angle  BDG  sera  égal 
à l’angle  C que  l’on  cherche.  Or  les  trois  côtés  du  triangle  BGD 
rectangle  en  G sont  connus;  donc  on  aura  l'angle  BDG  par  cette 
proportion  , 

R : tang.  BDG  : : DG  BG. 


Dans  la  pièce  de  ia  légère , on  a AB  = 

ED  = 


jg'enim.  ,86 

i3  ,34 


et  de  là  BG  = 3 ,5a 

on  a en  outre  DG  = aoq  , 1 1 


et  par  les  logarithmes , 

log.  BG  = 0,5465427 
log.  R = 10,0000000 

10,5465427 
moins  log.  DG—  a,3ao3748 


log.  tang.  2?ZÏG  = 8,2261679=  i*r-  7'  i5"  = 57' 5i",6&anc. divis. 

Une  pièce  de  la  légère  étant  pointée  à 3sr,33'  ( a°  5y'  49", 2 
anc.  div.  ),  trouver  la  hauteur  à laquelle  la  ligne  de  mire  s’élève  à 
la  distance  de  1 aoo  mètres , qui  est  à peu  près  la  portée  de  cette 
pièce  sous  l'angle  de  3sr-33'. 

On  sait,  par  la  solution  du  problème  précédent,  que  la  ligne  de 
mire  fait  avec  l’axe  un  angle  de  isr-  7'  i5"  ; ainsi  cette  ligne  n’est 
inclinée  à l’horizon  que  de  3sr-  33'  — isr’7'  t5"  = asr-  a5'  85"  = 
( a°  1' 57/y,54  anc.  div.),  et  la  hauteur  d’un  de  ses  points  à 
la  distance  horizontale  de  iaoom,  est  le  côté  de  l’angle  droit  d’un 
triangle  rectangle  que  l’on  trouve  à l’aide  de  la  proportion  , 

Géométrie.  a a 


t 
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P1..VUI.  R 1 tang.  a5r-  2&'  8.511  ;;  1200  hauteur  cherchée  ; 
de  là  log.  tang.  a<r>  25'  85,(  zs  8,55oi222 

log.  iaoom  = 3,0791812 


log.  hauteur  ==  1,6293034  — 4*m,î>9o 
La  hauteur  cherchée  est  donc  de  4am,5g. 


2 34-  Les  fonnules  trigonométriqncs  sont  souvent  employées 
dans  les  démonstrations  ou  les  solutions  des  propositions  de  Géo- 
métrie , parce  qu’elles  conduisent  presque  toujours  très-simple- 
ment aux  relations  que  l’on  a en  vue  de  trouver.  Pour  donner  une 
idée  du  parti  que  l’on  en  peut  tirer  en  pareille  circonstance,  nous 
allons  résoudre  les  deux  problèmes  suivans  : 

Fig.  61.  i°  Déterminer  taire  d'un  triangle  rectiligne , connaissant  deux 
Pl.  II.  fig  ses  côtés  et  l’angle  qu’ils  comprennent . 

X CD 

L’aire  s du  triangle  ABC  est  égale  à ; mais  en  vertu 

du  principe  du  n°2ig,  CD  — AC  X sin.  A.,  le  rayon  des  tables 
étant  zz.  1.  Substituant  celte  valeur  dans  celle  de  s,  on  a 


s 


AB  X AC 
2 


X sin.  A. 


Ainsi  l’aire  d'un  triangle  rectiligne  quelconque,  est  égale  à la 
moitié  du  produit  de  deux  de  ses  côtés , multiplié  par  le  sinus  de 
l'angle  compris. 

Il  suit  de  là  que  si  a et  b sont  les  côtés  contigus  d’un  paraléllo- 
gratnme  , et  que  C soit  l’angle  qu’ils  forment,  l’aire  de  ce  parallé- 
logramme sera  . 

s — ab  sin.  C. 


Fl.VIIL 


2°  Trouver  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à un  triangle  dont  les 
trois  côtés  sont  donnés. 


Fig. 181.  Soient  a,  b,  clés  trois  côtés  du  triangle  ABC,  respectivement 
opposés  a»x  angles  A,  B , C;  désignons  sa  surface  par  s , et  le  rayon 
B O du  cercle  circonscrit,  par  R. 

Suivant  ce  qui  précède,  on  a 

ab  . 

— sin.  C ; 

1 ’ 


et  si  BD  est  un  diamètre,  le  triangle  ABD  sera  rectangle  en  A , 
l’angle  D sera  égal  à l’angle  C,  et  en  vertu  du  n°  219  on  aura 

1 l 2 R sin.  Z)  ou  sin.  C \ c\ 


d’où 


sin.  C= 
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Mettant  cette  valeur  dans  celle  de  s,  on  a définitivement 


t 


abc  abc 

- ■ - - ou  B.  — —, — 
4 R ’ 4» 
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C’est-à-dire  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à un  triangle , est 
égal  au  produit  de  ses  trois  côtes , divisé  par  le  quadruple  de  l'aire 
de  ce  triangle. 

Il  est  encore  plus  facile  de  déterminer  le  rayon  du  cercle  inscrit 
à un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  l’aire  S du  triangle  ABC  se  compose 
des  aires  des  triangles  AOC,  COB  , BOA  ou  que 


S=  R 


(a  + b + c\ 


ce  qui  donne  en  faisant  a -|-  b -4-  c zn/> 


c’est-à-dire  que  ce  rayon  est  égal  à l’aire  du  triangle  divisée  par  son 
demi-périmètre. 


Résolution  des  triangles  rectilignes  obliquangles . 


2 35.  Mesurer  une  distance  accessible  , seulement  par.une  de  ses 
extrémités. 

Supposons  que  A et  C soient  deux  postes  ennemis  ; on  demande 
la  distance  AC  seulement  accessible  au  point  A.  Tracez  la  base 
AC,  de  manière  que  les  angles  A et  B ne  soient  pas  trop  aigus; 
mesurez  ces  angles  ; retranchant  leur  somme  de  200  grades,  vous 
aurez  la  valeur  de  C;  mesurez  ensuite  la  base  AB  , e t faites  la  pro- 
portion , 

sin.  C ; AB  ; ; sin.  B \ AC. 

Pour  exemple , soit  A — 45b'-  z=  4o°  3o'  anc.  div. , Æ=:68sr- 15, 
zztô^ao'  6"  anc. div.,  AB  — 53ora;  on  aura 

C = aoo8r-  — 1 i3.i5'  z=  868r-,85  — 78°  9'  54"  anc.  division, 
d’où  sin.  I 53o  ; sin.  688r-,i5'  t AC\ 

et  par  logarithmes, 

log.  53o  nz  2,7242759 
, log.  sin.  68«r*,  x5'  =r  9,9432171 


12,6674930 

moins  log.  sin.  Bâte-, 85  zn  9,9906684 


log.  AC  = 2,6768246  — /| 75m,i 4. 
donc  la  distance  cherchée  z=  47  5m,  1 4 . 

22* 


Pl.IU. 

Fig.  76. 


Pl.  II. 

Fig.  Ci. 
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P [..VIII.  3 36.  Déterminer  de  combien  le  but  Ê est  plus  élevé  que  la  bat - 
I'’ig.i8a.  terie  A. 

Soit  AH  le  niveau  de  la  batterie.  Mesurez  l’angle  de  hauteur  BAH : 
placez  un  jalon  en  C , de  manière  que  AC  ne  soit  pas  trop  petit  à 
l’égard  de  AB-,  mesurez  l’angle  incliné  BAC,  en  mettant  le  plan 
du  graphomètre  dans  celui  de  cet  angle;  mesurez  aussi  la  base  AC, 
et  ensuite  l’angle  incliné  B CA. 

Maintenant  supposons  que 

BAH  — 5s'-,i5'  = 4°  38'  6lf  anc.  div.,  AC=  96™,  5, 
BAC  = 6o*r>  = 54°  anc.  div.  BCA  — 85sr-  = 76", 3o'  anc.  div. 

Pour  trouver  la  hauteur  BH , il  faut  d’abord  calculer  l’hypoté- 
nuse AB  du  triangle  rectangle  ABH,  à l’aide  du  triangle  ABC 
dont  on  connaît  un  côté  et  les  deux  angles  adjacens;  pour  cela 
faites  la  proportion , 

sing.  ABC  AC::  sin.  BCA  : AB-, 
puis  dites  R l AB  I î sin.  BAH  I B H. 

Voici  l’opération  par  les  logarithmes, 

log.  {AC  =.  86,5)  = 1,9370161 
log.  sin.  ( BCA  — 85f-  ) “ 9,98783 1 5 


11,9348476 

— log.  sin. ( AB C—55tT-=  49°, 3o 'anc. div.)= 9,88 1 045 5 

log.  AB  = a,o438o»i 
log.  sin.  ( BAH~  5,i5)  — 8,9074533 

Somme  — log.  R = o,g5i2554  =8m,938. 
Ainsi  la  hauteur  BH  cherchée  est  de  8m,94. 

C’est  encore  par  cette  méthode  que  l’on  déterminerait  la  hauteur 
d’un  édifice  inaccessible. 

237.  Mesurer  une  petite  distance , dont  les  extrémités  seulement 
sont  accessibles. 

Fig.174.  Si  un  alignement  AB  devait  traverser  un  terrain  marécageux,  et 
qu’il  fallût  néanmoins  en  connaître  la  longueur,  on  pourrait  opé- 
rer ainsi  qu’il  suit  : 

Choisissez  un  point  C,  d’où  vous  puissiez  apercevoir  les  extré- 
mités A , B ;e  t mesurez  l’angle  C , ainsi  que  les  distances  AC , BC. 
Alors  la  question  sera  réduite  à calculer  le  troisième  côté  d’un 
triangle  dont  on  connaît  deux  côtés  et  l’angle  compris.  Pour  cet 
effet,  au  lieu  d’employer  la  formule  (a)  du  n°  aa3  , qui  donne 
immédiatement  la  quantité  cherchée,  il  est  plus  simple,  et  sur- 
tout plus  commode,  de  calculer  d’abord  les  angles  A,  B , et  en- 
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suite  le  côté  AB.  Voici  par  quels  moyens  : d’abord  dans  le  triangle  Pl.VUL 
ABC,  on  a (n°  222  ),  Fig.J74. 

(A  4.  B\  (A  — B\. 

a + b : a — b : : tang.  J t tang.  - — J i 

et  parce  que  l’angle  C est  supposé  connu , l’on  a en  outre 

±±l-l{*oo* C). 


Soit  a — AC—  86m,  b=BC—  64'",  C=53b'— 47°4a' anc.  div. 
Il  résulte  du  principe  qui  vient  d’être  cité  , que 

“ + 654  : f -f4 1 ): 


Calculant  le  quatrième  terme  à l’aide  des  logarithmes,  on  trouve 
que 

log.  11  = 1,0413937 

log.  tang.  73 sr-,5o'  = 10, 3544840 


1 1,3958767 
moins  log.  75  = 1,8750613 

A — B 

log.  tang.  ....  9>5ao8i54=aog39,a7,,zi802i,ia,,4anc.d. 

A "4“  B , » . A + B r 

. — — — = 73sr*,5o'  =73s,',5o' 

a 2 

A — B , A — B 

- =20,39,37  — = 20,39,27". 

, . — -, 

Somme  ou  B = i^Dif.oxiAz^  53«r-  10'  73". 

ou  suivant  l’ancienne  division  , 

= 84°  33'  a".  =47°  47' 48". 

Maintenant  on  aura  le  troisième  côté  c ou  AB  par  cette  pro- 
portion , 

sin.  A ; BC  l ! sin.  C : AB. 
log.  (/fC  = 64)  = 1,8061800 
log.  sin.  ( C — 53*r-)  = 9,8690162 

1 1,675195a 

— log.  sin.  ( A = 53s'1  10'  73"  ) =•  9,8696801 


donc  AB  = 63m,g. 


log.  AB  i,8o55i5i  = 63m,9oa  , 


Ce  problème  est  principalement  utile  pour  déterminer  la  lon- 
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Pl.VHT.  giieur  d'une  base  que  l’on  ne  peut  mesurer  immédiatement , mais 
des  extrémités  de  laquelle  on  aperçoit  un  grand  nombre  d’objets 
dont  il  importe  de  déterminer  les  positions  sur  un  plan. 

Fig.i83.  238-  Déterminer  différent points  d’un  meme  alignement , lorsque 
des  obstacles  empêchent  de  voir  les  extrémités  l’une  de  l’autre. 

Ori  choisira,  s’il  est  possible,  un  point  C hors  de  la  ligne  AB 
dont  il  s’agit,  et  d’où  l’on  puisse  apercevoir  à la  fois  les  extrémi- 
tés A , Ji  de  cette  ligne;  ensuite  on  mesurera  les  distances  AC,  CB, 
soit  immédiatement , soit  par  l’une  des  méthodes  exposées  précé- 
demment , et  on  relèvera  l’angle  ACB.  Alors  comme  deux  côtés 
et  l’angle  compris  du  triangle  ABC  seront  connus,  on  en  détermi- 
nera aisément  les  angles  A , B.  Ainsi  pour  avoir  un  point  quel- 
conque D dans  l’alignement  de  AB , on  résoudra  le  tHangle  ACD, 
dans  lequel  on  connaîtra  les  trois  angles  et  le  côté  AC,  puisque 
l’on  peut  supposer  une  valeur  quelconque  à l’angle  ACD  ; et  après 
avoirtracé  la  ligne  CD  avec  des  jalons  , on  s’avancera  dans  cette 
même  direction  , jusqu'à  ce  que  la  longueur  parcourue  soit  égale  à 
celle  qui  aura  été  obtenue  par  le  calcul. 

Dans  le  cas  où  l’on  ne  verrait  du  point  C que  l’un  des  points 
A , B , le  point  B par  exemple  , on  choisira  un  autre  point  E,  d’où 
l'on  puisse  voir  le  point  A.  Ensuite  on  déterminera  les  distances 
AE  ,EC,  CB,  et  les  angles  AEC,  ECB  ; après  quoi  résolvant  le 
triangle  AEC,  on  connaîtra  la  distance  AC  et  l’angle  ACE , et  pour 
lors  le  problème  sera  ramené  au  cas  précédent. 

On  voit  maintenant  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  établir  une  bat- 
terie sur  le  prolongement  d’une  courtine. 

Fig.i8i-  2 3g-  Par  un  point  donné  sur  le  terrain  , mener  une  droite  paral- 
lèle à une  autre  droite  inaccessible. 

Soit  CD  la  droite  inaccessible.,  et  A le  point  donné  , par  lequel 
doit  être  menée  la  parallèle  AK.  Il  est  clair  que  le  problème  se  ré- 
duit à faire  l’angle  DAK  égal  à l’angle  CDA  ; mais  comme  ce  der- 
nier est  inconnu,  et  qu’il  est  impossible  de  le  mesurer  directe- 
ment, voici.comment  on  le  déterminera. 

Ire  Solution  : Mesurez  l'angle  CAD  sous  lequel  parait  la  droite 
inaccessible  CD , et  choisissez  un  autre  point  B un  peu  éloigné  du 
premier  A , d'où  vous  puissiez  voir  cette  droite  sous  le  même 
angle , c’est-à-dire  de  manière  que  l’angle  CBD  soit  égal  à l’angle 
CAD.  Alors  les  quatre  points  A , B , D,  C supposés  dans  un  même 
plan  , seront  sur  une  même  circonférence;  et  en  vertu  de  la  pro- 
priété des  angles  inscrits,  on  aura  CB  A ~ CDA.  Ainsi  en  mesu- 
rant l’angle  CB  A,  et  faisant  ensuite  DAK  ~ CB  A , le  problème 
sera  résolu. 

IIe  Solution  : Lorsqu’il  est  impossible  de  faire  usage  de  la  solu- 
tion précédente , et  cela  arrive  toutes  les  fois  que  le  point  A est  en- 
vironné d’obstacles,  on  trace  une  base  AB  dans  le  sens  de  CD,  et 
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l'on  mesure  en  A les  angles  CAB,  DAB;  puis  au  pointé,  les  Pl.VIII. 
angles  DBA,  CB  A.  La  base  AB,  que  l’on  mesure  pareillement , Fig.i8i. 
doit  être  assez  longue  à l'égard  de  CD , pour  que  ces  angles  ne 
soient  ni  trop  aigus  ni  trop  obtus. 

Il  résulte  de  cette  opération,  que , dans  les  triangles  B CA  , ADB, 
l’on  connaît  le  côté  commun  AB  , et  les  deux  angles  adjacens;  ainsi 
la  résolution  de  ces  triangles  donnera  les  côtés  AC,  AD;  puis  le 
triangle  CAD  étant  résolu  par  la  méthode  du  numéro  2Î7  , on 
aura,  et  la  valeur  des  angles  CDA , DCA , et  la  longueur  de  la 
ligne  inaccessible  CD.  On  pourra  donc  mener  AK  parallèlement  à 
cette  ligne.  • 

IIIe  Solution  : Si  l’on  était  dépourvu  de  tables  trigonométriques, 
il  faudrait  construire  , par  la  méthode  du  n°  100,  une  figure  abtlc 
semblable  à celle  ABDC  du  terrain  ; dès-lors  on  verrait  combien 
cd  comprendrait  de  parties  de  l’échelle,  et  combien  l’angle  eda 
contiendrait  de  grades  du  rapporteur;  après  quoi  il  ne  s’agirait 
plus  que  de  faire  sur  le  terrain,  l’angle  DA  K — à l’angle  cda.  Mais, 
dans  aucun  cas  , les  solutions  graphiques  ne  sont  préférables  à 
celles  qui  dépendent  uniquement  du  calcul. 

o./fO.  Déterminer  la  direction  de  la  capitale  d' un  bastion  inac-  Fig.  1 85 
cessible. 

La  capitale  CG  d’un  bastion  ACB,  partage  l’angle  de  ce  bastion 
en  deux  parties  égales.  Cela  posé  , choisissez  un  point  D dans  la 
direction  de  la  face  CB , et  un  point  £ dans  la  direction  AC;  et 
mesurez  les  deux  angles  CDE , CED  du  triangle  DCE.  L’angle  DCE 
du  sommet  étant  le  supplément  à deux  droits  des  angles  obser- 
vés, on  connaîtra  donc,  à l’aide  de  ces  derniers,  l’angle  flanqué 
ACB , puisque  les  angles  ACB , DCE  sont  égaux  (n°  14  )•  Par  con- 
séquent , si  CK  est  le  prolongement  de  la  capitale  du  bastion , les 
angles  DCK  , ECK  seront  chacun  moitié  de  l’angle  ACB.  Or,  fai- 

DCE 

saut  les  angles  EDF , DEF  égaux  , chacun  à — - — , les  deux  droites 

DF  , EF  se  rencontreront  en  F sur  la  circonférence  qui  passe  par 
les  trois  points  DCE  ; donc  ( n°  34)  le  point  F sera  le  prolonge- 
ment de  la  capitale  CG , et  à égale  distance  des  points  D,  E.  On 
aura  donc  deux  points  C,  F de  ce  prolongement. 

En  supposant  que  les  droites  DF1 , EF1  divisent  respectivement 
en  deux  parties  égales  les  angles  CDE,  CED,  le  point  F"  sera  (n°93) 
le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  CDE , et  se  trouvera  pareil- 
lement sur  le  prolongement  de  la  capitale  du  bastion. 

Si  l’on  ne  pouvait  parcourir  que  la  droite  DE,  il  faudrait  déter- 
miner le  point  K,  de  telle  sorte  que  l’angle  CKE  fût  le  supplément 
à deux  droits  des  angles  KCE , CEK. 

Passons  maintenant  à la  solution  trigonométrique  d’un  problème 
qui  est  d'une  graude  utilité  dans  le  levé  des  plans. 
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P1..VIH.  3/f.  1 . Déterminer  lu  position  d'un  point  d’où  l’on  voit  trois  autres 
Fig.186. points  dont  on  connaît  les  distances  respectives. 

Du  point  D , duquel  on  aperçoit  les  trois  points  donnés-4,  B,  C, 
observez  les  angles  CDB  — a.,  ADC  — /S , sous  lesquels  paraissent 
les  distances  connues  CB  — a,  et  JC  — b , faisant  un  angle 
donné  ACB  — C.  Ces  quantités  suffisent  pour  résoudre  la 
question. 

En  effet , soient  les  angles  inconnus  CAD  sz  x , et  CBD  —J'; 
les  triangles  CDB,  CDA  donnent  respectivement, 


CD  — 


a sin.  y 
sin.  a.  ’ 


CD  — 


b sin.  x 
sin.  /3 


Egalant  ccs  deux  valeurs  , on  a 

a sin.  r b sin.  x . . sin.  x a sin.  /S 

— : — — : — OU  bien  — : — - — : , 

sin.  a.  sin.  /3  sin.  y b sin.  a 


Or,  de  cette  dernière  équation  l’on  tire  celle-ci  ( n°  87  , 
gèbrc  ), 


sin.  x + sin._y  a sin.  j3  -j -b  sin.  a 

sin.  x — sin.  y a sin.  j8  — b sin.  a ’ 


et  en  vertu  de  l’un  des  principes  du  n°  217 , on  a 

b sin.  * 

tang.  £(æ  -}-/)  a sin.  Æ 

tang.  l{x—y)  ~ ^ b sin.  a 

a sin.  /S 

La  somme  x 4-  y est  connue , car  on  a 

x -}-  y — ÙQCfi1’  — C a.  — fl. 

et  si,  pour  abréger,  on  fait 

- s — {(x  -+-j)  = aooer’  — j ( C ■+■  a -J-  0); 
on  aura 


Al - 


tang.  - [x  - -y)  = 


1 + 


b sin.  a - 
a sin.  /3  s 

• , - ■ X ‘ang-  — 

b sin.  a.  2 

a sin.  @ 


(0 


équation  qui  fera  connaître  la  demi  - différence  des  angles  cher- 
chés. Ainsi  par  le  principe  du  n°  5g  de  l 'Algèbre , on  déterminera 
chacun  de  ces  angles. 

Appliquons  cette  formule  générale  à un  exemple,  et  pour  cela 
supposons  que  les  angles  observés  en  D soient, 
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l’un  * = 6os,,a535  = 54*  i3'  4 iH,3  anc.  div. 
l’autre  (3  = 37  ,53io  z=  33°52f  4'\4  anc.  div. 


d’où  « + ^ 


= 97  >8845  1 

= 88°5,46"  a.d.J 


et 


« 

a 


“ 107,88745 

= 97°  5'  55w,34anc.  divi*. 


Supposons  de  plus  que  l’on  ait  dans  le  triangle  ABC, 

angle  C = 86s%34o6  = 770  4*'  »4"  anc.  div. 
log.  a =r  4 ,1702617 
log.  A “ 4 >0211893; 


on  aura  d’abord , 

^ S*  —7:  — log.  b •+•  log.  sin.  a = log.  a — log.  sin.  £. 

1.  P 


log. 


a sin. 


mais  au  lieu  d’effectuer  la  soustraction  des  logarithmes  affectés 
du  signe  négatif,  comme  nous  l’avons  fait  jusqu’à  présent,  on  peut, 
pour  abréger,  changer  cette  soustraction  en  addition.  En  effet,  il 
est  évident  qu’en  général  M — N ~ M -j-  ( 1 o — N)  — 10  : or 
la  différence  10  — N s’appelle  le  complément  arithmétique  de  N ; 
donc  si  à la  quantité  M on  ajoute  le  complément  arithmétique  de 
N , et  que  de  la  somme  on  ôte  une  dizaine,  le  résultat  sera  le 
même  que  si  on  avait  fait  immédiatement  la  soustraction  M — N. 
Généralement  il  faut  ôter  autant  de  dizaines  que  l’on  a ajouté  de 
complémens  arithmétiques;  et  remarquer  que  le  complément  d’un 
logarithme  s’effectue  en  prenant  le  complément  à 10  du  1er  chiffre 
à droite  , et  le  complément  à 9 de  tous  les  autres  chiffres.  * 

Ainsi  log.  b — 4,0211893 

log.  sin.  a =r  9,9092089  ^ 

comp.  arith.  log.  a 5,8297383 

comp.  arith.  log.  sin.  £ = 0,2539265 

Somme  r=  o,oi4o63o  = 1,0329112; 


de  là 


b sin.  ce 
a sin.  £ 


1,0329112  = — 0,0329112; 


b sin.  a. 

et  1 H ; — 1 -f-  1,0329112  = 2, 032011a, 

a sin.  £ J 

partant, 

tang.  * (x-y)  = ~ a’o^gTT  X tang‘  ,07s%88745. 

Or  il  est  à remarquer  que  puisque  la  tangente  de  l’angle  obtus 
i07*r, 88745  est  négative  (n°2i4),  le  second  membre  de  cette 


Pi.vm. 
Fig.  186. 
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Pi-VIIl.  équation  sera  positif  ( n°  3a  Algèbre  ) , on  peut  donc  opérer  sans 
Fig:  186.  avoir  égard  aux  signes  ; ainsi , 

log.  0,031911=8,5 i734a4 
log.  tang.  107^,88745=  0,9047133 
comp.  arilh,log.  3,03291 1 = 9,6918816 


log.  tang.  j (x  — y)  — 9,11 


8sraa'  97,,,8. 

7°  24*  24", 5 anc.  div. 


• DC.  dit. 

On  a donc  demi-somme  = 1076', 88745  = 97°o5' 55^,34 
demi-différence  = 8 ,32978=  70  24' 24", 5 


par  conséquent  (n°  5g  Algèbre')  x = 116  ,11723  = 1040  3o;  19", 84 
et  j=  99,65767=  89°  4i»  3o",84 


Tous  les  angles  des  triangles  ACD , CDB  étant  connus  mainte- 
nant, il  sera  facile  de  calculer  les  distances  AD , CD , BD.  Si  l'on 
effectue  cette  opération  , l’on  trouvera 

AD  = ia5i5m,9j  CD  =.  i8a4om,9;  BD  — io742m,5. 


Nous  donnerons  , au  n°  257  , deux  solutions  graphiques  fort 
simples  de  ce  problème  : nous  observerons  , pour  le  moment , 
qu’il  devient  indéterminé,  lorsque  les  quatre  points  A , B , C , D 
sont  sur  une  même  circonférence  , et  celte  circonstance  a lieu  toutes 
les  fois  que  les  angles  ACB , ADB  valent  ensemble  deux  angles 
droits  ( n°  95  ). 

Si  au  lieu  de  connaître  les  deux  côtés  AC , CD  et  l’angle  com- 
pris C , on  connaissait  au  contraire  les  trois  côtés  AB , AC,  BC, 
il  serait  nécessaire  de  déterminer  préalablement  l'angle  C , afin  de 
' pouvoir  calculer  la  formule  (1).  Pour  cet  effet,  on  aura  recours  à 
l'un  des  procédés  du  n°  aa3.  Sachant , par  exemple  , que 
AB  — 124  , AC  = 86  , et  BC  = 100  , la  proportion 

ab  ; (i  s — a)  (i  s — b)  ::  R 1 : sin.’  i C; 


devient , en  faisant  R = 1 , pour  simplifier  , 

100  x 86  : 55.  X 69  ::  1 : sin.1  C ; 


d'où 


55  x 69 
100  X 86 
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Voici  la  disposition  la  plus  simple  du  calcul 
ioo 

124 
86 

3io 
1 55 

100  corop.  arith.  log.  = 8,0000000 

I*r  reste  55 

i s = i55 

— b = 86 

IIe  reste  69 log.  = 1, 8388491 

Somme  19,6447  >33 
j somme  ou  log.  sin.  \ C — 9,8aa3566 

d’où  j C — 46*Ta5,3o"  —4 »°  ^7'  3g", 88  anc.  div. , 
partant  C — 9aS',5o6o  — 83°  i5*  19", 8 .anc.  div. 

Pour  donner  d’autres  exemples  de  calculs  trigonométriques  , 
nous  allons  déterminer  les  différentes  parties  d’un  front  de  fortifi- 
cation construit  suivant  le  premier  système  de  tracé  de  Vauban. 

Calculs  d’un  front  de  fortification, ;. 

a42,  Soit  AB  le  côté  extérieur  d’un  pentagone  régulier.  On  Pt-  IX. 
suppose  ordinairement  ce  côté  de  35om,  la  perpendiculaire  DE^' S-l®7- 
de  5om,  la  (ace  AH  du  bastion  de  ioom,  et  la  ligne  de  défense  AG 
égale  à AK.  Comme  la  longueur  et  la  position  respective  des  autres 
lignes  dépendent  de  ces  valeurs,  nous  allons  présenter  la  série 
des  calculs  qui  se  rapportent  au  système  de  fortification  actuel. 

Calcul  de  l’angle  de  la  tenaille  AEB. 

L’angle  cherché  étant  le  double  de  celui  AED  du  triangle 
rectangle  ADE , on  aura  ( n°  220),  en  supposant  le  rayon  des 
tables  = 1 , 

DE 

1 ! cot.  AED  ; ; AD  : DE , d’où  cot.  AED  ~ , 

* AD 

ou  1 î tang.  AED  **  DE  : AD,  d’ou  tang.  AE D = ■ - ; 


log.  = 1,7403627 

comp.  arith.  log.  = 8,o655oi5 


Somme, 
j somme 
— a 
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348 

Pl.  IX.  de  là 
Fig.187. 


log.  ( AD  — 175)  = a,a43o38o 
— log.  {DE  — 5o)  = 1,6989700 


log.  tang.  AED  = ^ diy 

Donc  l’angle  cherché  = 1645*  56'  58"  — 148°  61  33", a anc.  div.  > 
et  par  conséquent  l’angle  diminué  EAD  — 17**7171  = i5°56'43",4 
anc.  diy.  ==  EBA. 

Quant  à l’hypoténuse  AE , on  peut  l’obtenir  à l’aide  du  principe 
du  n°  77  ; ainsi  on  a 


AE  — V AD 1 ■+■  DE1  = V i752  -+-  5o*  = i8a.m. 

Calcul  de  la  ligne  de  défense  AK  ou  AG. 

, Puisque  dans  les  triangles  ABK  l’on  connaît  les  deux  côtés 
AB , B K et  l’angle  compris  ABK,  on  aura  la  ligne  AK  par  la 
méthode  du  n°  237. 

D’abord 

jj 

35o  4-  100  : 35o  — 100  î;  cot.  — : tang.  jdiff. 


, a5o  X cot.  8;', 8585  5 . tang.  gig',i4i5 

tang.  — cli if.  . . ■ — . S 

b * 45o  .9 

5 tang.  82°  i'  38", 46  . . „ . ,.  . . 

et  ~ 2 — , si  I on  emploie  l ancienne  division. 

9 

log.  5 =0,6989700 

J 

log.  cot.  —^-=1:0,85370421 


anc.  dit. 


Somme  1, 552674a jsomn™  gi6T,i4,i5"_82°oi,38",46 
— log.  9 =o,954a4a5idiff.  = 84  ,27'86"=7505ï'  a", 06 

log. tang.;diff.=o, 5984317  AKB  — itf  ,4a'oi"^i57°5a'4i"o6 

- i 84«%2786  1 BAK=.  6 86*29"  =■  6°io'35"86 
“ \ 75°5i'a"6  J y 

Ensuite 

sin.  B AK  ; siu.  ABK  ; 1 BK  : AK , 

, . yrr  100  X sin.  17s*, 7171  100  X sin. 15°56'43",4 

d ou  AK  sin.  ès',8629  — sin.  6°  10'  55, "86  ’ 
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10g.  100=  3,0000000 

log.  sin.  ABK  — 9,438891g 


349 


Somme  11,4388919 
— log.  sin.  BAK  =2  9,0317860 


log.  AK  = 2,4071069  ss  a55m,33; 
ainsi  la  ligne  de  défense  est  de  a55m,33. 


Calcul  de  l'angle  flanqué  H' AH. 

L’angle  flanqué  H’ AH  ss  a CAH  ss  2 ( CAB  — EAB  ).  Or  dans 
le  pentagone  régulier,  l’angle  à la  circonférence  ss  iaosr  ou  108 
degrés  ( n°  1 1 4 ) ; donc 

l'anale  flanaué  — i 130  - = «**56'58». 

1 angle  flanqué  _ J Io8o_  3,053, a6„>8  _ 

Calcul  de  la  courtine  FG. 


On  obtiendra  la  longueur  de  la  courtine  FG,  en  résolvant  le 
triangle  isocèle  FEG  dans  lequel  on  connaît  EF  — EG  et  l’angle 
au  sommet. 

En  effet  EG  = AG  — AE,  et  l’angle  FEG  — l’angle  AEB. 

Autrement  le  triangle  rectangle  IEG  donnera , en  supposant  le 
rayon  des  tables  égal  à l’unité  : 


ou 

d’où 


i : EG  ::  sin.  IEG  : j courtine. 

1 * 73  33  ••  sin  / 821?, 2829  , 

1 . 75,33  ..  sin.  y 7io3,l6i,'6  . - FG , 

FG  — 146,66  X sin.  82^,2829. 
log.  146,66  ss  a,i 663 117 
log.  sin.  8asr,a82g  ss>  9,982960a 


' ■ log.  court.  s=  2,1492719  =2  i4im,oa. 
La  longueur  de  la  courtine  est  donc  de  i4im,oa. 


Calcul  de  l’angle  de  l’épaule  AHF. 

Le  triangle  EFH  dans  lequel  on  connaît  les  deux  côtés  EF,  EH 
et  l’angle  compris  FEH,  donne  d’abord, 

EH  -+•  EF  : EH  — EF  ::  cot.  j FEH  : tang.  j diff. 
ou 

8a  + 73,33  : 82  — 73,33  ::  tang.  ^ ®4*3/®6«5  •'  tang.  i diff. 
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opérant  comme  précédemment,  on  trouvera  que 

_ f 94s'.565i  EHF—  { 70^,0007. 
ht  H _ | 85<>  g,  al„  , n tir  _ ^ 63o  o,  3„  anc  diy 

Donc  1 angle  de  1 épaule  — { , 8o  _ 63o  Q/  31/  — l , 6°  5^5^  anc  d 

Ensuite,  à l’aide  de  la  proportion 

sin.  HFE  : sin.  FEH  ::  Æ/f  : FH 


. ( g/|6r,565i  . f 35^4342 

ou  sin.  ^ 85°6'  ai"  : s,n’  ) 3i°53'a6»,8 

on  aura  43m,47g  pour  la  longueur  du  flanc  FH. 


8a  : FH, 


Calcul  de  l'angle  du  flanc  GFH. 


L’angle  GFH  — GFK  +.  EFH  = ABU  •+■  EFH 

{ 17*', 7171  -J-  g4,565i  ~ 1 12*  28*2 111. 
i5°56'  43»,4+85°6'  ai'(=ioi°3'  4", 4- 


Tous  ces  calculs,  qui  sont  fort  simples,  doivent  mettre  les 
élèves  à même  de  pouvoir  déterminer  eux-mêmes  toutes  les  parties 
de  la  demi-lune,  telles  que  la  demi-gorge  MR,  la  face  RF,  etc.; 
sachant  que  la  largeur  4L  du  fossé , ou  que  le  rayon  de  l’arrondis- 
sement de  la  contrescarpe  est  de  36m  ; que  le  triangle  ALK  est  rec- 
tangle en  L ; que  la  capitale  MP  de  la  demi-lune  est  1 iom  ; enfin , 
que  la  distance  HN  de  l’angle  de  l’épaule  au  point  N du  prolonge- 
ment de  la  face  PR  de  la  demi-lune,  est  de  6m. 


Nota.  Comme  on  jjeut  en  général  construire  deux  triangles  dif- 
férens  avec  deux  côtés  donnés  et  l’angle  opposé  au  plus  petit  de  ces 
deux  côtés,  il  en  résulte  que  la  résolution  d’un  triangle  dans  lequel 
on  connaît  a,  b,  B,  est  susceptible  de  deux  solutions,  si  l’angle  £ 
est  aigu;  et  il  est  remarquable  que  les  deux  valeurs  de  A sont  sup- 
plémentaires l’une  de  l’autre,  et  sont  données  par  la  formule 

. a sin.  JB 
sin.  A — — i . 


Enoncés  de  divers  problèmes. 


243.  Tous  les  problèmes  de  Trigonométrie  qui  sont  l’objet  de 
ce  chapitre  étaient  trop  importans  pour  ne  pas  en  développer  les 
solutions;  mais  afin  que  les  Elèves  puissent  s’exercera  résoudre 
eux-mêmes  des  questions  analogues,  et  faire  de  nouvelles  applica- 
tions de  quelques-uns  des  principes  exposés  jusqu’à  présent,  nous 
leur  proposerons  les  questions  sùivantes  : 
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i°  Trouver  l’aire  d’un  heptagone  régulier,  dont  le  côté  est  de 
i36m. 

/ 

a°  Les  trois  côtés  consécutifs  d’un  quadrilatère  plan  , sont  I7m8  ; 
3 4m,6  et  a2m,o5;  les  deux  premiers  forment  un  angle  de  124  ,6 
= iia08'  24^  anc.  div.  ; le  second  et  le  troisième,  un  angle  de 
86*r,a5  = 77°37/  3ow  anc.  div.;  trouver  les  diagonales  et  l’aire  de 
cette  figure. 

3°  L’arc  d'un  secteur  circulaire  étant  de  54e'',a6,  — 48°  5o'  2 ",4 
anc.  div. , et  le  rayon  de  38m,6  , trouver  Taire  du  segment  corres- 
pondant. 

4°  Les  trois  côtés  d’un  triangle  sont  i5,  18  ef  ai,  trouver  l’aire 
et  le  volume  de  la  sphère  qui  aurait  pour  rayon  celui  du  cercle  cir- 
conscrit au  triangle. 

5°  La  corde  d'un  arc  est  de  idécim-,8  , et  la  flèche , c’est-à-dire 
la  distance  du  milieu  de  Tare  au  milieu  delà  corde , est  de  od'c'm-,35  ; 
trouver  le  volume  du  segment  sphérique  dont  cette  flèche  est  l’épais- 
seur , et  dont  le  diamètre  de  la  base  est  la  corde  dont  il  s'agit. 

6°  Le  développement  d'un  cône  droit  forme  un  secteur  circu- 
laire dont  l'arc  est  de  iaoü'  = 108°  anc.  div.,  et  le  rayon  de 
a6centim-,35  ; trouver  la  hauteur  de  ce  corps  , le  diamètre  de  sa  base , 
Taire  de  sa  suif  ace  courbe , et  son  volume. 

70  La  section  par  Taxe  d'un  cône  oblique  , est  un  triangle  sca/ène 
perpendiculaire  à la  base  de  ce  corps , et  les  deux  côtés  de  ce  trian- 
gle qui  se  réunissent  au  sommet  du  cône  , sont  1 5 et  12,  et  forment 
un  angle  de  246^,I5,  — 210  44*  6"  anc.  div. , trouver  le  volume  de 
ce  corps. 

8°  La  latitude  de  l’Observatoire  de  Paris  est  de  48°  5o'  14"  (di- 
vision sexagésimale  ) ; cellede  Saint-Pierre  de  Rome,  de  4i°53'  54"; 
la  différence  des  longitudes  de  ces  deux  villes , de  lo°  7'  3,(  ; quelle 
est  leur  distance  géographique  ? 

9°  Sous  quel  angle  verrait-on  la  terre,  si  on  était  placé  au 
centre  de  la  lune?  sachant  que  la  distance  moyenne  de  ces  deux 
astres  est  de  384  ti  myriamètres , et  que  le  rayon  de  la  ttrre  est  de 
6366198  mètres. 
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IX. 


CHAPITRE  IV. 

DU  L E V jî  DES  PLAWS. 

Détermination  trigonomé trique  des  principaux  points 

d’un  pays.' 

244-  Quoique  Ie9  détails  dans  lesquels  nous  sommes  déjà  en- 
trés, touchant  les  applications  delà  Trigonométrie,  conviennent 
plus  particulièrement  aux  ouvrages  qui  rraitent  de  la  Science  de 
l’Ingénieur-géographe , cependant,  comme  les  Elèves  dès  Ecoles 
militaires  peuvent  être  un  jour  chargés  de  faire  des  reconnais- 
sances et  être  employés  près  des  Etats-majors,  nous  avons  jugé 
convenable  de  nous  étendre  sur  cette  matière  ; et  c’est  par  cette 
raison  que  nous  allons  maintenant  exposer  les  principes  de  la  To- 
pographie. 

Former  la  carte  d’un  pays  de  peu  d’étendue , c’est  construire 
sur  le  papier  une  figure  semblable  à celle  du  terrain  dont  les  dif- 
férentes parties  sont  supposées  être  projetées  sur  un  plan  horizon- 
tal , par  des  perpendiculaires  abaissées  de  tous  les  objets  sur  ce  plan 
( n°  18a  ). 

On  nomme  carte  topographique  ou  plan,  le  dessin  qui  repré- 
sente tous  les  détails  d’une  contrée  ou  d'un  domaine.  Quant  aux 
cartes  embrassant  beaucoup  d'étendue  de  pays  , et  n’offrant  que 
les  objets  les  plus  remarquables  des  petits  ou  des  grands  états,  on 
les  appelle  cartes  géographiques.  Celles-ci  se  construisent  par  des 
procédés  qui  ne  peuvent  être  exposés  dans  cet  ouvrage. 

Pour  déterminer  les  positions  respectives  des  principaux  points 
d’un  plan,  il  faut  considérer  ces  points  comme  les  sommets  des 
angles  des  triangles  qui , par  leur  enchaînement , forment  un  ré- 
seau continu  dans  tous  les  sens.  Ces  triangles  réunissent  les  condi- 
tions les  plus  avantageuses , lorsqu’ils  sont  les  plus  grands  possibles, 
qu’ils  approchent  de  la  forme  équilatérale , et  qu’ils  sont  liés  au 
moins  à une  ligne  principale  ou  base.  Lorsque  cette  base  et  les  trois 
angles  de  chaque  triangle  sont  mesurés , on  a tous  les  élémens  né- 
cessaires pour  calculer  de  proche  en  proche  les  distances  entre  les 
objets,  et  alors  on  a le  canevas  du  plan. C’est  en  cela  que  consistent 
les  opérations  gèodésiques. 

.188.  Soit,  par  exemple,  le  réseau  triangulaire  JBCDE....  dans  le- 
quel nous  supposerons  que  l’on  connaît  les  trois  angles  de  chaque 
triangle,  et  un  des  côtés  de  ce  réseau;  le  côté  GH,  par  exemple, 
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considéré  comme  base.  En  résolvant  le  Iriangle  FGH , dont  on  Pl.  IX. 
connaît  les  angles  et  un  côté,  on  obtiendra  la  longueur  FG,  que 
l’on  prendra  pour  la  base  du  second  triangle  EGF.  Celui-ci  étant 
résolu  à son  tour,  on  passera  au  calcul  des  côtés  du  troisième 
triangle  ECF,  puis  au  calcul  des  côtés  du  quatrième  triangle  DCE, 
et  ainsi  de  suite. 

Nous  prescrivons  de  mesurer  les  trois  angles  d’un  triangle,  afin 
de  pouvoir  découvrir  les  erreurs  des  observations.  Rarement , ce- 
pendant , ces  trois  angles  forment  une  somme  égale  à deu«  angles 
droits;  mais  lorsque  la  différence  est  peu  sensible  , on  la  répartit 
par  tiers  sur  les  trois  angles  dont  il  s’agit , et  par  ce  moyen  l’erreur 
disparait.  Cette  répartition  doit  toujours  se  faire  avant  de  résoudre 
les  triangles. 

245.  Au  lieu  de  former  ainsi  le  canevas  d’un  plan,  il  est  plus  Fig  189. 
simple,  lorsqu’on  ne  vise  pas  à une  rigoureuse  exactitude,  de  pro- 
céder de  la  manière  suivante: 

Soient^,  B,  C,D,  F,  G,  H , K,  L,  les  points  fondamentaux 
d’un  plan;  points  qui  sont  représentés  par  des  signaux  que  l’on  a 
établis  convenablement  en  faisant  la  recc^inalssance  du  pays,  ou 
par  des  tours  ou  clochers  sur  lesquels  ou  peut  aisément  observer. 

On  dessinera  à vue  tous  ces  objets  sur  un  croquis  ou  brouillon  des- 
tiné à contenir  les  différentes  mesures  que  l’on  prendra  dans  le 
cours  des  opérations  , et  l’on  y tracera  la  base  AB  des  extrémités 
de  laquelle  on  aperçoit  la  plupart  des  points^,  B,  C....  ; ayant 
soin  toutefois  que  cette  base  ne  soit  pas  trop  petite  à l’égard  de  sa 
distance  aux  points  visibles. 

Ensuite  on  mesurera  au  pointé,  avec  le  graphomètre , ou  mieux 
encore  avec  le  cercle  répétiteur,  les  angles  CAB , DAB  , HAB , 

F AB,  BAG.  Si  l’on  se  sert  du  graphomètre,  il  convient,  pour  plus 
de  facilité  et  de  précision , de  diriger  la  lunette  fixe  sur  le  point  B, 
et  d’amener  successivement  la  lunette  mobile  sur  les  points  C,  D, 

H ,F , G.  Ces  observations  étant  faites  à la  première  station  A , on 
ira  en  faire  de  semblables  à la  seconde  station  B,  c’est-à-dire, 
que  l’on  relèvera  les  angles  CB  A,  DBA,  HBA,  FBA,  GBA. 

Enfin  l’on  mesurera  la  base  AB,  deux  fois  au  moins;  et  la- 
moyenne  entre  toutes  les  longueurs  obtenues  ( n°  97  , Arithmé- 
tique} , prises  avec  la  même  attention,  sera  la  longueur  de  cette 
base. 

On  voit  que  de  cette  manière  on  connaîtra  dans  chacun  des 
triangles  ACB , ADB  , etc....,  un  côté  et  les  angles  adjacens;  on 
calculera  donc  facilement  les  distances  AC,  CB , AD,  DB....,  à 
l'aide  desquelles,  et  de  la  base  AB , on  déterminera  ensuite  sur  le 
mu-au-net , et  d’après  l’échelle  adoptée,  les  positions  respectives 
des  points  A,  C,  D,  H,  B , G , F ( nu  85)  , lorsque  l’on  ne  voudra 
pas  faire  usage  du  rapporteur  ^ n°  1 1 5). 

Il  reste  à placer  sur  la  carte  les  points  K , L qui  n’ont  pu  être 
aperçus  du  point  A , mais  qui  peuvent  l’être  des  points  B,  H.  Pour 
Géométrie.  23 
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Pr.  IX.  cet  effet , on  considérera  la  distance  BH  comme  une  nouvelle  base 
Fig.iég. qUi  servira  pour  lier  ces  nouveaux  points  au  premier  système,  en 
observant  les  angles  KHB,  LHB , KBH,  LBH ; parce  qu’alors  on 
connaîtra  de  même  dans  les  triangles  KHB,  LHB  , deux  angles  et 
un  côté.  Il  est  évident  qu’il  n’est  pas  necessaire  de  mesurer  la 
distance"  BH , puisqu’elle  est  donnée  par  la  résolution  <Ju  triangle 
AHB. 

Lorsque  la  triangulation  du  pays  est  faite  , on  procède  aux  opé- 
rations de  détail  ainsi  que  nous  l’enseignerons  bientôt. 

246.  Un  plan  est  orienté , lorsque  l’on  connaît  l’angle  qu  une 
de  ses  lignes  principales  fait  avec  le  méridien  terrestre , parce 
que  de  là  on  peut  assigner  la  place  que  les  objets  occupent  à l’é- 
gard des  quatre  points  cardinaux.  Un  des  moyens  facile  d'obtenir 
cet  angle,  est , pendant  une  belle  nuit , de  diriger  la  lunette  supé- 
rieure du  cercle  sur  l 'étoile  polaire , après  avoir  disposé  le  limbe 
verticalement  comme  pour  prendre  une  distance  au  zénith.  On 
laisse  cet  instrument  exactement  dans  cette  position,  et  lorsqu’il 
fait  jour,  on  fait  mettre  un  signal  un  peu  loin  du  lieu  de  l’obser- 
vation , de  manière  qu’jj  se  trouve  dans  l’axe  optique  de  la  lunette 
ramenée  à l’horizon.  Ensuite  on  observe  l’angle  entre  ce  signal  et 
l’un  des  objets  du  terrain  représentés  sur  la  carte.  Cet  angle,  que 
l’on  nomme  azimut,  fait  connaître  la  direction  des  côtés  des 
triangles,  par  rapporta  la  méridienne  terrestre. 

L’étoile  polaire  n’étant  pas  tout-à-fait  située  au  pôle  du  monde, 
il  importe,  pour  plus  grande  exactitude,  de  l’observer  au  moment 
même  où  elle  est  dans  le  méridien.  Or,  on  a reconnu  que  ce  mo- 
ment arrive  à très-p§u  près,  lorsque  cette  étoile  est  dans  le  même 
plan  vertical  avec  la  première  des  trois  étoiles  de  la  constellation 
de  la  grande  ourse  ou  du  chariot , la  plus  voisine  du  quadrilatère. 
Ainsi  l’on  saura,  à l’aide  d’un  fil  à - plomb,  lorsque  cette  circons- 
tance aura  lieu. 

247.  Tl  n’est  pas  toujours  possible  de  placer  le  cercle  au  centre 
même  de  la  station  , mais  on  fait  ensortc  de  s’en  éloigner  le  moins 
possible,  afin  que  l’angle  mesuré  diffère  très-peu  du  véritable. 
Voici  par  quel  moyen  l’on  réduit  au  centre  de  la  station  un  angle 
observé,  lorsque  ce  centre  est  visible  et  accessible. 

Soit  C le  centre  de  la  station  , et  O celui  de  l’instrument  ou 
Fig.i8g.je  sommet  ,je  l’angle  JOB  observé  très-près  du  point  C;  on 
demande  la  valeur  de  l’angle  J CB,  qui  est  la  réduction  du 
premier. 

Faisons  les  données 

AO  B = O,  BOCzzy,  CO  = r,  BC—G,  JC  — D; 
et  l’angle  inconnu  JCB  zz  C. 

Puisque  l’angle  extérieur  d’un  triangle  est  égal  à la  somme 
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des  deux  intérieurs  opposés  (n°  4 3 )>  on  a,  par  rapport  au  trian- 
gle IAO  , 

AIB  = O -f  IAO, 
et  par  rapport  au  triangle  BIC , 

AIB  =3  C + CBO; 

égalant  ces  deux  valeurs  d’une  même  quantité , on  obtient 
C=  0 + IAO  — CBO; 


d’un  autre  côté  , on  a ( n°  aai  ) 

rsin.  (O-hy)  . „„„  rsin.r 

sin.  CAO  — v — - - , sin.  CBO  — — — 

IJ  G- 

mais  les  angles  CAO,  CBO  étant  toujours  très-petits  , leurs  arcs 
peuvent  être  pris  pour  leurs  sinus  ; donc  alors 

IAO  = -rSm-(°+*±  ; CBO  = ■r  à°-jr  ; 

et  comme  ces  arcs  doivent  être  exprimés  en  secondes  dans 
la  pratique,  il  faut  multiplier  leurs  valeurs  par  le  rapport 
20000001'  . . 

• — R11,  «désignant  la  demi-circonférence  d’un  cercle 

•* 

dont  le  rayon  est  l’unité,  et  2000000'*  étant  le  nombre  de  secondes 
centésimales  contenues  dans  cette  demi-circonférence,  ou,  ce  qui 
est  de  même , R"  exprimant  le  nombre  de  secondes  contenues  dans 
un  arc  dont  la  longueur  est  égale  à celle  de  son  rayon.  D’après 
cette  considération, 

r sin.  ( O ■+■  y ) 


C — O — R" 


— R" 


r sm.y 


Pour  faire  usage  de  cette  formule,  on  aura  égard  aux  signet  de 
sin.  (0-l*^)et  de  sin.  y,  ainsi  lorsque  l’angle  O -f-  y ou  l’angle  y 
sera  compris  entre  o et  200  grades,  son  sinus  sera  positif;  au 
contraire  , il  est  négatif  s’il  surpasse  200  grades. 

L’angle/ se  nomme  Y angle  de  direction  ; c’est  celui  sous  lequel 
paraissent  le  centre  de  la  station  et  l’objet  à gauche;  il  se  compte 
toujonrs  depuis  o*  jusqu’à  400®.  La  distance  D est  celle  du  lieu 
où  l’on  observe  à l’objet  à droite,  et  la  distance  G est  celle  de  ce 
même  lieu  à l’objet  à gauche.  Il  suffit  de  connaître  ces  distances  à 
quelques  dixaines  de  mètres  près  , quand  elles  sont  considérables  ; 
mais  la  petite  distance  r au  centre  doit  être  mesurée  avec  soin. 
L’angle  y peut  aussi  n’être  connu  que  par  approximation. 

Afin  d’appliquer  la  formule  à un  exemple , soit 

L’angle  observé  O =>  48°, 756  , l’angle  de  direction  y — 2g4*,i. 

La  distance  au  centre  r =»  3“,a57  ; Z>  = 17500” , G — ao3oo”  ; 

2'4* 
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on  aura  ]n>nr 

ier  terme  de  la  correction.  ae  terme. 

Log.  R"  =>  5,8o388 
Log.  r = 0,61282 


-J-  6,31670 — 6,31670 

Log.  sin.  (O  4-^)—  9.89310  log.  sin.  y — 9,99807 

c.  log.  D • 5,76696  c.  log.  G 5,69350 

— 93", 6;  — 1,96676  -f  101", 7 ; + 3,00737 

ier  terme  — 93  ,6 

Ainsi  la  réduction  est  -J-  9",i 

Mais  l'angle  observé  ==  48 =,7560,0 

/ 

Donc  l’angle  réduit  au  centre  = 480,7569,1 


Il  faut  bien  remarquer  que  la  valeur  de  R11  n’est  plus  la  même  si 
l'on  emploie  la  divisioii  sexagésimale  du  cercle,  elle  devient  alors 

648000^  ^ ^ logarithme  R11  5,3i44-*5i  ; soit  pour  second  exemple  , 
■* 

suivant  cette  division  , 


L’angle  observé  O = 33°  58'  37"  ,43 , l’angle  de  direction  y ■=>  a3a°  55'. 
La  distance  au  centre  r = 3“,g6 , D = 45io“  , G = 4735“  ; 

on  aura  pour 

ier  terme  de  la  correction.  2e  terme. 

Log.  R " =»  5,3i44a5i 
Log.  r =»  0,5976953 


4-  5,9121303 — 5,9121203 

Log.  sin.  (O  +ÿ) — 9,9993612  log.  sin  y — 9,9018719 

Comp.  log.  D 6,3458235  comp.  log.  G 6,325 1389 


— 180", 84 


— 2,2673060 

X* 


terme 


-t-  i3 7"  76 
— 180"  84 


-}-  2,i39i3n 


' Ainsi  la  réduction  est  — 43"  08 

L’angle  observé  O étant  33°  5j'  34",  43 

La  différence  53°  Sy  54',,35  est  l’angle  réduit  au  centre. 

On  a déterminé  le  signe  de  chaque  résultat  partiel , en  ayant 
égard  à la  règle  des  signes  observée  dans  la  multiplication  ( n°  32, 
Algèbre)  7 ainsi  quand  les  facteurs  négatifs  sont  en  nombre  impair, 
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le  produit  doit  être  affectédu  signe  moins  ; c'est  le  contrairequand  Px.  X. 
les  facteurs  négatifs  sont  en  nombre  pair. 

a/f8.  Il  arrive  aussi  très-souvent  que  les  objets  sont  sensible- 
ment au-dessus  ou  au-dessous  de  l’horizon  de  la  station  ; alors  les 
angles  entre  ces  objets  sont  tellement, inclinés,  qu’il  n’est  pas  per- 
mis de  faire  abstraction  de  cette  inclinaison,  lorsque  l'on  est  obligé 
de  disposer  le  limbe  de  l’instrument  dans  le  plan  des  objets.  Voici', 
dans  ce  cas,  comment  on  réduit  à l’horizon  les  angles  observés 
dans  un  autre  plan. 

Soient  A,  B,  C,  trois  points  inégalement  éloignés  du  plan  ho- Fig. 190. 
rizontal  A' CB1.  Si  des  points  B,  A,  on  abaisse  sur  ce  plan  les 
perpendiculaires  BB1  , AA* , l’angle  A* CB*  sera  la  projection  ho- 
rizontale de  l’angle  ACB  incliné.  Pour  avoir  les  éléinens  de  la. ré- 
duction de  cet  angle,  on  observera  les  distances  zénithales  des 
points  A et  B.  Soit  za  zz  $ la  distance  au  zénith  du  point  A , 
zb  — V la  distance  au  zénith  du  point  B,  ACB  = C l’angle 
observé,  et  C'  sa  projection  horizontale  A* CB*  ; on  aura  cette  „ 
projection  à l’aide  de  la  formule  suivante  , démontrée  au 

n”  224. 


(yS  Sin  1 

r;+"  O”-1 

^ sin.  <T  . sin.  J'1 

C’est-à-dire  que  le  sinus  de  la  moitié  de  l’angle  réduit,  est 
égal  à la  racine  quarrée  du  produit  des  sinus  des  différentes 
des  deux  distances  au  zénith  à la  demi-somme  des  trois  angles 
observés  , divisés  par  le  produit  des  sinus  des  mêmes  distances  au 
zénith. 

Afin  de  faire  une  application  de  cette  formule,  nous  suppo- 
sons que  = 86sr-  a5;  , f zz  855r-  40  , et  que  l’angle  C — 
65sr-  45'  60". 

’ X 

De  la  on  aura 

£±±±J-  — n86r-55'3o"  ii8«r-55'3o"  , 

et  à cause  de 

f = 86,  a5  <f>  — 85,  40 


il  s’ensuit  que 

C + + •/=  32.  3o  3o;  _/'  = 33,  ,5  3o. 
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Maintenant  opérant  par  les  logarithmes,  on  trouvera,  en  dési- 

t ' f -t-  f1 

gnant  par  la  demi -somme . 

a a 

log.  sin.  £-1 <f  = 3ar-,3o3  J 9,6865639 


Jog.  sin. 


in.  £-1 t'=z  33,  i53j 


9,696833a 


compl.  arithm.  log.  sin.  «T  0,0103095 

compl.  arithm.  log.  sin.  f o,oii5aa4 


Somme  1 9,405  ia8o 

donc  (n°  16a,  Algèbre)  log.  sin.  j O 9,7026640  = 336r-,6392. 
Donc  la  projection  C'  de  l’angle  C zz  676T-27'84". 

Soit  encore,  en  employant  la  division  sexagésimale, 

C = 6i°  9'  27", 3 t = 91°  3a'  45"  F zz  910  a5'  5i" 
on  aura 
C + -f  f 


— iaa°  4'  i</,65 

et  à cause  de 

£ — 91  3a  45 


12a0  4*  1^,65 
F zz  91  a5  5i 


— *=  3o°3i/i6»,65;  ^~H“f  J' — 

a ' 2 


-F—  3o°38'io",65 


Désignant  toujours  par  la  demi  - somme  — ^ ***  , on 

aura  , 

log.  sin.  — — J'  — 3o°  3t'  x 6#/,65^J  9,7067427 

log._sin.  — J'1  zz  3o°  38'  io",65^J  9,7072179 

comp.  sin.  {■ o,oooi58i 

comp.  sin.  o,oooi3!j6 


log.  sin.*  i C1 19,41 3a543 

log.  sin.  j C1 9,7066271 

qui  répond  à 3o*  3Ï'  a4",9  ; donc  l’angle  .réduit  à l’horizon 
' =:  6i°  xo'  49,,) t8. 

Ce  calcul  devient  inutile  quand  on  se  sert  d’un  cercle  garni  de 
lunettes  plongeantes  (n°  228). 


Digitized  by  Google 


LEVÉ  DES  PLANS.  . 3^9 

2.4ç)-  Les  méthodes  que  nous  avons  indiquées  ci-dessus  pour  Pl.  IX 
former  le  mis-au-net~du  canevas  d'une  carte,  ne  sont  pas  celles 
qui  procurent  la  plus  grande  exactitude  possible,  parce  que  la 
' position  d’un  point  dépendant  essentiellement  de  celles  des  autres 
points  déjà  placés,  il  arrive  qu’une  erreur  commise  dans  la  dé- 
termination graphique  d’un  de  ces  points,  influe  sur  celles  de  tous 
les  autres  points  subséquens.  Mais  eu  les  fixant  à l’aide  de  leurs 
distances  à la  méridienne  du  lieu  principal  et  à sa  perpendicu- 
laire, on  rend  par  là  leurs  positions  indépendantes  les  unes  des 
autres.  Cette  nouvelle  méthode  exige  alors  que  l’on  calcule  les 
distances  dont  il  s’agit  , au  moyen  des  triangles  et  de  l’azimut 
observés. 

Pour  fixer  les  idées  à ce  sujet,  soit  AX  la  méridienne  du  lieu^'g^O 
A et  AY  sa  perpendiculaire,  et  supposons  que  les  triangles  AMM', 

AmM 1 , etc.  , fassent  partie  d’un  réseau  trigonométrique  ; on  de- 
mande les  coordonnées  des  points  m , M , M' , etc c’est-à-dire 

les  distances  Ap , pm  ; AP  , PM  ; AP1,  P 1 M' , etc.  Si  l’angle  mAP 
est  l’azimut  observé  , il  est  clair  que  tous  les  triangles  seront  orien- 
tés, et  que  l’on  connaîtra  très-aisément  les  autres  azimuts  MAP , 
Al'AP1,  puisque  les  angles  MAM 1 , M' Am  sont  connus.  Ainsi  en 
menant  par  les  sommets  de  tous  les  triangles  de  la  chaîne,  des  pa- 
rallèles à la  méridienne  et  à la  perpendiculaire  , comme  on  le  voit 
à l’inspection  de  la  figure,  les  côtés  de  ces  triangles  seront  les 
liypothénuses  de  triangles  rectangles  que  l’on  pourra  résoudre  par 
le  premier  principe  du  n°  itiy.  Par  exemple,  la  résolution  des 
triangles  rectangles  APM,  AP'  AT, donnera  les  coordonnées  despoints 
AfyM1;  la  résolution  du  triangle  M'  M"b  fera  de  même  connaîtreles 
distanpesôAf,,)  bM'  ; et  comme  les  coordonnées  du  point  M " sont 
AP",  P"  M" , on  aura 

AP"  = AP'  4-  bM',  P"M»  = P’M'  — bM". 

Pareillement  lorsque  l’on  aura  calculé  les  distances  dAf,  dM 111  , 
on  aura 

AP"1  — AP"  + dM" , P">  M"'=.  P"M"  dM"'  ; 
et  ainsi  du  reste.  • 

C’est  de  cette  manière  que  les  distances  des  lieux  de  la  France 
à la  méridienne  et  à la  perpendiculaire,  qui  passe  par  l’Observa- 
toire, ont  été  calculées  pour  former  la  carte  de  ce  pays,  et  dé- 
terminer les  latitudes  et  les  longitudes  de  toutes  les  villes  qui  en 
font  partie. 

Opérations  de  détail. 

a5o.  Lorsque  l’on  a seulement  pour  objet  de  lever  une  très- 
petite  étendue  de  terrain,  comme  un  champ  de  bataille , le  plan 
d'une  place  forte , etc. , il  u’est  pas  absolument  nécessaire  d’établir 
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Pt.  I7C.  d’abord  un  canevas  trigonomélrique;  niais  quand  il  s’agit  de  faire 
Fig.igi.  ]a  reconnaissance  exacte  d’un  grand  pays,  il  est  impossible  d’opé- 
rer autrement.  Alors  l’officier  chargé  de  figurer  les  détails  , doit 
choisir  parmi  les  côtés  des  triangles,  ceux  auxquels  il  peut  lier  plus 
aisément  ses  opérations. 

- De  tous  les  instruraens  dont  on  peut  se  servir  pour  lever  les 
plans,  la  planchette,  la  boussole  et  l’équerre  d'arpenteur,  sont 
les  seuls  dont  nous  indiquerons  l’usage. 

Des  levés  a la  planchette. 

25  l . Cet  instrument,  l’un  des  plus  utiles  pour  figurer  de  suite 
le  terrain , est  composé  d’une  tablette  quarrée  portant  sur  un 
genou  que  soutient  un  pied  à trois  branches  , et  ayant  la  liberté 
de  se  mouvoir  en  tous  sens.  Ce  genou  doit  être  d’une  construc- 
tion telle  que  l’on  puisse  imprimer  à la  tablette  un  mouvement  de 
rotation  lent  et  doux  , sans  toutefois  que  ce  mouvement  la  dérange 
de  la  position  horizontale  qu’elle  doit  avoir  pendant  la  durée  des 
observations. 

Aux  deux  côtés  opposés  delà  tablette  sont  ordinairement  adaptés 
deux  rouleaux,  dont  chacun  des  axes,  soutenu  par  deux  crapau- 
dines,  porte  un  rocket  ou  pignon  denté  à l’un  de  ses  bouts.  Ces 
rouleaux  servent  à tendre  et  à rouler  à fur  et  mesure  le  papier  sur 
lequel  on  trace  les  opérations. 

On  donne  la  position  horizontale  à la  planchette  , au  moyen  d'un 
niveau  à bulle  d’air,  ou  d’un  niveau  à perpendicule  (n°2o4).  Mais 
avec  un  peu  d’habitude,  l’œil  supplée  à ces  instrumens. 

Comme  la  planchette  ne  doit  pas  servir  uniquement  de  petite 
table  à dessiner,  on  se  sert , pour  prendre  des  alignemens,  d’une 
alidade  en  cuivre  à pinnules  ou  à lunettes  plongeantes  ; l’un  des 
bords  de  cette  alidade,  que  l’on  nomme  ligne  Je  collimation  , dé- 
termine sur  le  papier  adapté  à la  planchette,  la  direction  des 
rayons  visuels  partant  du  point  où  l’on  est,  et  aboutissant  aux  ob- 
jets environnans. 

25a.  En  général , il  y a deux  méthodes  de  lever  les  détails,  quel 
que  soit  l'instrument  que  l’on  adopte  à cet  effet.  La  première  est  de 
tracer  autour  de  l’espace  à figurer,  un  polygone  quelconque  du 
plus  petit  nombre  possible  de  côtés;  ou,  si  cet  espace  est  consi- 
dérable, de  le  diviser  en  polygones  partiels  , d’en  mesurer  exacte- 
ment les  angles  et  les  côtés  ; puis  d'abaisser  de  petites  perpendi- 
culaires de  toutes  les  sinuosités  du  terrain  sur  ces  côtés  pris  pour 
bases,  ainsi. qu’on  le  voit  ( iig.  19a),  et  enfin  de  dessiner  tous  les 
objets  renfermés  dans  ces  polygones. 

Si  l'espace  était  un  bois  tellement  épais  qu’il  fût  impossible 
d’y  pénétrer,  on  l’inscrirait  entièrement  dans  un  polygone.  Les 
lignes  d’opération  se  traceraient,  au  contraire,  dans  l’intérieur. 
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si  cet  espace  était  une  île  ou  un  champ  entouré  de  bois  ou  de  Pl.  IX. 
marais. 

La  seconde  méthode,  qui  ne  s’emploie  ordinairement  qne  quand 
une  seule  ligne  ou  base  est  accessible  , consiste , comme  au  n°  246, 
à relever  tous  les  angles  que  forment , avec  cette  base  connue  , les 
rayons  visuels  dirigés  de  ses  deux  extrémités  à tous  les  points  vi- 
sibles qui  sont  tant  à sa  droite  qu’à  sa  gauche;  mais  l'on  conçoit 
qu'il  importe  d’éviter  les  angles  trop  aigus  et  trop  obtus  , parce 
que  la  position  d’un  point  donné  par  l’intersection  de  deux  lignes, 
est  d’autant  plus  exacte  que  ces  lignes  se  coupent  moins  obli- 
quement. 

L’emploi  de  cette  méthode  suppose  que  le  contour  du  terrain 
est  composé  d’un  assemblage  de  lignes  droites;  car  s’il  était  courbé 
et  ondulé,  on  ne  pourrait  souvent  en  déterminer  qu’un  petit 
nombre  de  points,  et  il  faudrait  même,  dans  ce  cas,  en  des- 
siner à vue. les  parties  qui  n’auraient  pas  etc  déterminées  avec 
l’instrument. 

a53.  Application  df.  la  première  méthode.  Supposons  que  les  Fig.191. 
points  AH  , extrémités  d'un  côté  des  triangles  formés  sur  le  terrain  , 
soient' , sur  la  planchette , représentés  respectivement  par  a et  h ; ou 

propose  de  lever  C espace  accessible  ABCD ■>  et  de  l'orienter  par 

rapport  à la  base  AH. 

On  placera  la  planchette  horizontalement  au  point  A , et  de 
manière  que  a lui  corresponde  le  plus  exactement  possible,  ce  à 
quoi  l’on  parviendra  aisément,  surtout  si  cet  instrument  est  doué 
d'unmouvement  lent  de  translation.  A près  cette  disposition,  on  pose 
l'alidade  sur  la  planchette,  en  faisant  coïncider  la  ligne  de  collimation 
avec  la  droite  ah  tracée  sur  le  papier  , et  l’on  fait  tourner  la  plan- 
chette sur  son  pivot,  jusqu’à  ce  que  l’axe  de  la  lunette  soit  dans  la 
direction  de  la  base  AH  ; alors  la  planchette  est  orientée,  et  ne 
doit  plus  être  dérangée  tant  que  l’on  observe  à la  même  station. 

On  pique  ensuite  une  aiguille  verticalement  au  pointu;  et  pour 
relever  l’angle  BAH,  on  fait  tourner  légèrement  l’alidade  autour 
de  cette  aiguille,  jusqu’à  ce  que  l’on  aperçoive  dans  la  lunette 
le  jalon  B,  ou  tout  autre  placé  dans  l’alignement  AB.  Enfin  l’on 
trace  au  crayon  une  ligne  indéfinie  le  long  de  la  règle  et  du  côté 
de  l’aiguille  , et  l’on  a,  sur  le  papier,  la  ligne  ab  faisant  avec  ah 
l’angle  bah  — BAH  ; pourvu  cependant  qu’après  cette  seconde 
opération  , la  ligne  ah  coïncide  avec  AH , ce  qu’il  est  important 
de  vérifier. 

Ayant  de  quitter  la  station  A , on  fera  mesurer  la  distance  AB , 
on  prendra  sur  l’échelle  du  plan  le  nombre  de  mètres  trouvés , et 
l’on  portera  la  longueur  obtenue  de  cette  manière , (le  a en  b.  On 
fera  en  outre  mesurer  les  parties  de  la  ligne  AB  , ainsi  que  les  pe- 
tites perpendiculaires  abaissées  des  points  de  la  courbe  sur  celle 
ligne,  et  on  les  rapportera  sur  le  plan  , comme  011  a rapporté  la 
ligne  entière  AB.  Si  l’on  a bien  opéré , il  faudra  que  toutes  les 
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Va.  IX.  distances  partielles  Ax,  xy ....  soient  Égales  à AB.  Lorsque  la 
l ijt.iga.  courbe  Ax'y' ....  B serpente  beaucoup  , il  est  nécessaire  de  multi- 
plier, autant  qu'il  est  possible,  les  perpendiculaires  xx1,  yy' 

et  il  est  commode  , dans  ce  cas , de  les  rendre  équidistantes.  Pour 
abaisser  ces  perpendiculaires  , on  se  sert  de  la  boussole  ou  de  l’é- 
querre d’arpenteur  (n°*  suivans)  ; d’ailleurs,  quand  elles  sont  fort 
courtes,  on  juge  assez  bien,  à l’œil  simple,  de  leur  direction; 
mais  quand  les  points  x>  , y> , sont  fort  éloignés  de  la  ligne  AB, 
on  peut  les  déterminer  à la  planchette , par  le  deuxième  procédé, 
en  prenant  AB  pour  base. 

En  quittant  la  station^,  on  y plantera  un  jalon , et  l’on  ira 
placer  la  planchette  horizontalement  au  point  B ; en  ayant  soin, 
après  avoir  ôté  le  jalon#, 'de  faire  convenir  le  point  b du  plan 
avec  celui  dont  il  s’agit.  On  orientera  de  rechef  l’instrument , ou  , 
ce  qui  est  de  même,  on  rendra  sa  nouvelle  position  parallèle  à la 
première  : et  à cet  effet  on  mettra  , comme  précédemment , le  bord 
de  l’alidade  sur  la  ligne  nb ; puis  l’on  fera  tourner  la  planchette, 
jusqu’à  ce  que  l’axe  optique  de  la  lunette  ou  des  pinnulcs  passe 
par  le  jalon  A.  Dans  cet  état,  la  planchette  sera  orientée.  Ensuite 
pour  relever  l’angle  ABC , on  fera  tourner  l’alidade  autour  de  l’ai- 
guille b ; et  lorsque  le  rayon  visuel  passera  par  le  jalon  C , on  aura 
sur  le  plan  la  direction  bc  correspondante  à BC  ; par  conséquent 
abc  sera  égal  à ABC. 

11  est  de  la  plus  grande  importance  de  vérifier  ses  opérations  à 
chaque  station  ; ainsi  sans  déranger  la  planchette , on  mettra  le 
bord  de  l’alidade  sur  la  ligne  bh,  et  si  l’on  ne  s’est  pas  trompé  sur  la 
mesure  de  AB,  ou  en  orientant  l’instrument , il  faudra  que  l’axe 
optique  de  la  lunette  ou  des  pinnules  passe  en  même  temps  par  le 
point  H du  terrain.  Dans  le  cas  où  ce  point  serait  invisible,  on  diri- 
gerait des  rayons  visuels  sur  d’autres  points  connus  et  déjà  repré- 
sentés sur  le  plan.  On  continuera  de  la  même  manière  pour  lever  le 
reste  du  contour  de  la  figure  ABC...  ; et  ce  sera  une  dernière  preuve 
de  la  justesse  de  toute  l’opération,  si,  après  avoir  orienté  la  plan- 
chette en  £ , le  rayon  visuel  eb  coïncide  exactement  avec  l’aligne- 
ment JE B. 

2 54-  Nous  avons  prescrit  de  mesurer  tous  les  côtés  du  polygone, 
et  cela  est  de  rigueur  pour  bien  figurer  le  contour  Ax'y' ...  B ; mais 
lorsque  les  lignes  AB,  BC...  sont  les  limites  mêmes  du  terrain,  et 
que  l’on  peut  sans  inconvénient  sacrifier  quelque  ehose  de  la  pré- 
cision géométrique,  la  mesure  d’une  seule  base  suffit.  , 

En  effet , si  après  avoir  déterminé  d’une  part  la  longueur  de  la 
ligne  ab , et  de  l’autre  l’angle  abc  — ABC,  on  se  transporte  en  C ; 
que  l’on  fasse  correspondre  la  ligne  bc  du  plan  avec  la  ligne  BC  du 
terrain  pour  orienter  la  planchette;  et  qu’ayant  placé  une  aiguille 
en  a,  l’on  fasse  mouvoir  autour  d’elle  une  alidade,  jusqu’à  ce  que 
- le  rayon  visuel  aboutisse  au  jalon  A,  la  ligne  de  collimation  cou- 
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pera  la  droite  indéfinie  bc  en  un  point  c,  qui'  sera  sur  la  carte  la  Pl.  IX. 
position  de  la  station  C. 

Pour  déterminer  maintenant  le  point  d,  faites  d’abord  convenir 
le  point  c avec  celui  qu’occupait  le  jalon  C , et  voyez  si  la  plan- 
chette est  bien  orientée;  ensuite  cherchez  avec  l’alidade  la  direc- 
tion de  l’alignement  cd , en  visant  en  D ; puis  après  vous  être 
transporté  en  D,  et  y avoir  orienté  l’instrument,  faites  comme 
ci-dessus  tourner  l'alidade  autour  du  point  a.  Lorsque  le  rayon 
visuel  passera  par  le  point  A , le  bord  de  la  règle  coupera  la 
ligne  cd  en  un  point  d , qui  sera  celui  que  l’on  cherchait , et  ainsi 
de  suite. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède , qu’il  était  nécessaire 
de  rattacher  les  details  à des  points  donnés  d’avance  par  une  trian- 
gulation, et  rapportés  déjà  sur  le  papier;  mais  quand  on  a seule- 
ment pour  but  de  figurer  isolément  une  petite  étendue  de  terrain, 
le  premier  point  a peut  être  pris  arbitrairement  sur  la  planchette; 
et  si  l’on  veut  ensuite  orienter  le  plan  par  rapport  à un  méridien 
terrestre,  on  fait  usage  du  déclinatoire , ainsi  qu’il  suit. 

2 55.  Du  déclinatoire.  Tout  le  monde  sait  que  l’une  des  pointes 
de  l’aiguille  aimantée,  mise  en  équilibre  sur  un  pivot,  se  dirige  vers 
le  pôle  nord,  et  que  la  déclinaison  de  cette  aiguille,  maintenant 
occidentale,  est,  à Paris,  de  22°  environ  (division  sexagési- 
male). Cette  même  aiguille  eit  renfermée  dans  une  boite  rectangu- 
laire, au  fond  de  laquelle  est  une  ligne  appelée  nord-sud , parallèle 
a l’un  de  ses  côtés.  C’est  à cet  instrument  que  l’on  a donné  le  nom 
de  déclinatoire^ , parce  que  l’on  s'en  sert  pour  connaître  l’angle 
qu'une  ligne  tracée  sur  le  terrain  fait  avec  le  méridien  magnétique. 
Supposons,  par  exemple,  qu’il  faille  marquer  sur  le  plan  la  direc- 
tion de  la  méridienne  terrestre;  on  orientera  d’abord  la  planchette 
comme  on  l’a  dit  précédemment , c’est-à-dire  que  l’on  fera  convenir 
la  ligne  ab  du  plan  avec  sa  correspondante  AB  ; ensuite  on  posera 
le  déclinatoire  sur  la  planchette  rendue  fixe,  et  on  le  fera  tourner 
jusqu'à  ce  que  les  deux  pointes  de  l'aiguille  aimantée  tombent  sur 
la  ligne  nord-sud.  Cette  coïncidence  étant  obtenue,  on  tirera  une 
ligne  au  crayon  le  long  d’un  des  plus  grands  côtés  du  déclinatoire, 
ligne  qui  sera  par  conséquent  parallèle  à l’aiguille  ou  au  méridien 
magnétique.  Pour  avoir  ensuite  le  véritable  méridien  terrestre , il 
ne  s’agira  que  de  tracer  une  nouvelle  ligne  qui  fasse  avec  la  pre- 
mière un  angle  égal  à la  déclinaison  de  l’aiguille;  mais  si  l’on  se 
propose  seulement  de  rendre  toutes  les  positions  de  la  planchette 
parallèles  entre  elles  , en  quelque  point  du  plan  que  l’on  opère,  on 
voit  bien  qu’il  faudra  faire  tourner  la  planchette  sur  son  pivot  , 
afin  que  l’aiguille  du  déclinatoire  couvre  de  nouveau  la  ligne  nord- 
sud  , supposée  d’abord  parallèle  à la  ligne  représentant  sur  la  carte 
le  méridien  magnétique.  A la  rigueur,  ce  parallélisme  ne  sera  ja- 
mais parfait , non-seulement  parce  que  la  déclinaison  de  l’aiguille 
aimantée  varie  souvent  d’un  lieu  à tin  autre,  et  quelquefois  aussi 
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Fl.  IX.  dans  le  même  le  lieu  , à différentes  heures  de  la  journée,  mais  en 
outre  parce  que  les  méridiens  magnétiques  sont  des  lignes  concou- 
rant vers  le  pôle.  La  proximité  de»  matières  ferrugineuses  est  aussi 
une  des  causes  qui  font  dévier  l’aiguille.  Ainsi  quoiqu’on  accélère 
de  beaucoup  les  levés  en  orientant  la  planchette  avec  le  déclinatoire, 
il  vaut  mieux  l’orienter  par  alignement,  comme  nous  l’avons  en- 
seigné plus  haut. 

25fi.  Application  de  la  seconde  méthode.  Il  serait  superflu 
d’entrer  dans  beaucoup  de  dévcloppemens  relativement  à la  ma- 
nière de  fixer  les  points  d’un  plan  par  intersections,  puisqu'elle  ne 
diffère  presque  en  rien  de  celle  adoptée  dans  la  triangulation.  Nous 
nous  bornerons  donc  à observer  que  si  l’on  ne  pouvait  mesurer 
Fig.193.  que  la  ligne  AE , et  qu’il  fallût  cependant  relever  les  points  envi- 
ronnons BCDF...  on  se  placerait  en  A pour  y orienter  la  plan- 
chette, s'il  était  nécessaire,  ou  l’on  tirerait  sur  le  papier  qui  cou- 
vre l’instrument  une  ligne  ae,  à laquelle  on  donnerait  autant  de 
parties  de  l’échelle  que  AE  contient  de  mètres.  On  ferait  corres- 
pondre respectivement  le  point  a et  cette  ligne  avec  la  station  A et 
la  base  AE , et  l’on  dirigerait  successivement  l’alidade  tournant 
autour  de  a sur  les  différens  objets  B,  C,  F...,  afin  d’obtenir  les 
rayons  ab,  ac,  ensuite  on  irait  au  point  E répéter  les  mêmes 

opérations  qu’on  a faites  au  point  A , c’est-à-dire  que  l’on  déter- 
minerait les  rayons  cb,  ce,  cf...,  qui,  par  leur  intersection  avec  les 
premiers,  achèveraient  de  déterminer  les  points  b,  c,f;  alors  le 
plan  abcf  serait  semblable  à la  figure  du  terrain  ABLf , ou  pour 
parler  plus  exactement,  abcf  serait  la  projection  orthogonale  de 
ABCF.  Quant  au  point  D qui  se  trouve  presque  dans  la  direction 
de  AE,  on  le  déterminerait  de  même  par  intersection,  mais  en  pre- 
nant ec  pour  base. 

Il  serait  très-facile,  par  ce  moyen,  d’établir  le  canevas  d’un 
plan,  et  d'en  figurer  de  même  tous  les  détails,  indépendamment 
d'aucun  réseau  trigonométrique;  mais  il  y aurait  beaucoup  d’in- 
convéniens  à accorder  trop  de  confiance  à la  planchette , dont  la 
justesse,  dans  aucun  cas,  ne  peut  égaler,  celle  des  instrumens  em- 
ployés pour  la  détermination  géométrique  des  points  fondamentaux 
d’une  carte. 

267.  L’un  des  problèmes  importans  qui  se  présentent  fréquem- 
ment dans  les  levées  de  détail , consiste  à déterminer  sur  un  plan 
la  position  de  tel  point  qu’on  voudra  du  terrain,  pourvu  toutefois 
que  de  ce  point  l’on  voie  des  objets  dont  la  position  soit  déjà  con- 
nue. Voici  comment  on  le  résout  à l’aide  de  la  planchette. 

Fig.  194.  Supposons  que  les  trois  points  A , B , C.  soient  donnés  sur  te  plan 
qui  couvre  la  planchette  ; on  demande  d‘y  fixer  la  position  du 
point  D. 

Ier.  Cas.  On  altaihcra  sur  la  planchette  un  papier  verni  et  très- 
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transirent;  et  autour  du  point  d pris  à volonté,  mais  correspon-  Pr.  IX, 
dant  à D , on  fera  tourner  l’alidade  pour  la  placer  successivement 
dans  la  direction  des  trois  points  A,  B , C.  Les  droites  indéfinies 
r/a,  db  , de  tracées  sur  le  papier  verni,  formeront  entre  elles  les 
mêmes  angles  que  les  droites  ZL<  , DB,  DC.  Cela  fait,  on  déta- 
chera ce  papier  , et  on  le  disposera  sur  le  plan  de  manière  qu’il 
ne  gode  pas,  et  que  les  trois  droites  r/a,  db , de , passent  respec- 
tivement par  les  points  a , b,  c donnés  sur  ce  plan.  Lorsque  cette 
circonstance  aura  lieu,  le  point  d sera  placé  à l’égard  des  autres 
a,  b , c,  comme  le  point  D du  terrain  l'est  à l’égard  de 
A , B , C.  Il  faudra  donc  décalquer  le  point  d sur  le  plan  dont  il 
s’agit. 

Si  l’on  n’a  point  de  papier  transparent , alors  sur  ab  et  bc , 
comme  cordes,  on  décrira  des  arcs  de  cercle  adb , bdc , respecti- 
vement capables  des  angles  observés  bda , cdb  ( n°  96),  et  ces 
arcs  se  couperont  en  un  point  J,  qui  séra  le  point  demandé.  Ce 
point  sera  beaucoup  mieux  déterminé  de  cette  manière  que  par  le 
procédé  précédent , surtout  si  les  arcs  de  cercle  dont  il  repré- 
sente l’intersection  ne  se  coupent  pas  trop  obliquement.  Dans  le 
cas,  cependant,  où  les  quatre  points  a , b,  c,  d seraient  sur  une 
même  circonférence  , cette  détermination  ne  pourrait  plus  avoir 
lieu  à l’aide  des  seuls  points  A,  B , C,  puisque  ces  deux  ares 
se  confondraient.  Ainsi  il  faudrait,  pour  parer  à cet  inconvé- 
nient, combiner  deux  des  points  A , B , C,  avec  un  quatrième  point 
connu. 

On  conçoit  combien  ce  problème  est  utile  pour  fixer  en  peu  de 
temps,  sur  une  carte  militaire  peu  détaillée  , les  différentes  posi- 
tions qu'occupe  une  armée. 

IIe  Cas.  Supposons  maintenant  que  du  point  de  station  D,  l'on 
n’aperçoive  que  les  deux  points  A,  B donnés  sur  le  plan  en  a et  b; 
on  demande  de  déterminer  la  position  du  point  1) , connaissant 
d’ailleurs  sur  la  planchette  la  direction  de  la  droite  ab  à l’égard  du 
méridien  magnétique. 

Pour  cet  effet,  on  orientera  la  planchette  à l’aide  du  déclinatoire 
(n°  a54);  ensuite  on  visera  successivement  sur  les  points  A , B , 
en  faisant  passer  l’alidade  par  les  points  correspondans  a,  b du 
plan;  et  le  point  cherché  r/sera  l’intersection  des  deux  rayons  da  , 
db , si  toutefois  la  déclinaison  de  l’aiguille  aimantée  est  constante, 
ce  qui  est  évident  ; mais  à cause  de  sa  variabilité,  cette  solution , 
quoique  extrêmement  simple,  est  rarement  aussi  exacte  quel’une  des 
précédentes.  Aussi  voilà  pourquoi,  en  pareil  cas,  les  ingénieurs 
n’emploient  le  déclinatoire  que  le  moins  possible. 

Des  levés  à la  boussole. 

258.  La  boussole  est  un  instrument  qui,  malgré  son  imperfec- 
tion, présente  à l'ingénieur  plus  d’avantages  que  tout  autre,  pour 
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Pl.  IX."  lever  avec  promptitude  tous  les  objets  destinés  à remplir  et  orner 
Fig.  1^4.  les  petites  masses  figurées  à la  planchette,  ou  pour  faire  des  recon- 
naissances militaires. 

Cet  instrument  est  composé,  comme  le  déclinatoire,  d’une  aiguille 
aimantée  mise  en  équilibre  sur  un  pivot  extrêmement  délié,  et  en- 
fermée dans  une  boite  quarrée  dont  le  fond  est  garni  d’ùn  cercle 
de  métal  divisé  en  36o  degrés,  ou  en  400  grades;  il  est  même 
utile  que  ce  cercle  soit  divisé  en  demi-grades.  Au  fond  de  la  boite 
sont  marqués  les  quatre  points  cardinaux , et  la  ligne  nord-sud  nu- 
mérotée os^aooS1,  est  parallèle  à l’un  des  côtés  de  la  boite.  'A  l’un 
de  ces  mémés  côtés  est  adaptée  une  alidade  à visière  ou  à lunette, 
qui  peut  prendre  toutes  les  inclinaisons  possibles  à l’égard  de  l’ho- 
rizon, sans  cependant  se  mouvoir  dans  un  plan  autre  que  celui  qui 
est  perpendiculaire  au  contour  gradué.  La  boussole  est  mobile  sur 
un  genou  à coquilles  réuni  à un  pied  à trois  branches,  et  que  l’on 
peut  détacher  de  la  boite  pour  faire  usage  de  cet  instrument  comme 
du  déclinatoire.  » 

Lorsque  l’on  observe  avec  la  boussole,  il  faut  lui  donner  la  po- 
sition horizontale,  et  pointer  constamment  du  même  côté  pour 
éviter  toute  méprise;  c’est-à-dire  amener  toujours  llalidade  à sa 
gauche  ou  à sa  droite.  On  compte  ensuite  les  grades  consécutive- 
ment depuis  o jusqu’à  4ooS1'.  Bien  entendu  qu’en  regardant  au  tra- 
vers de  l’alidade,  on  doit  prendre  pour  oculaire  le  petit  trou  qui 
est  à son  extrémité , et  pour  objectif  la  languette  correspondante. 

La  plupart  des  anciennes  boussoles  sont  graduées  de  part  et 
d'autre  de  la  ligne  nord-sud,  depuis  odjusques  à t8od.  Alors  on  est 
obligé  de  noter  sur  le  brouillon  si  l’angle  observé  est  à l’est  ou  à 
l’ouest  de  la  ligue  nord-sud  de  la  boussole  : ce  soin  est  d'autant 
plus  nécessaire,  que  sans  cela  il  est  impossible  de  construire  le  mis- 
au-net.  L’autre  système  de  graduation  est  donc  préférable. 

Nous  aurions  peu  de  chose  à dire  sur  l’usage  de  la  boussole, 
parce  que  tout  ce  qui  précède  trouve  ici  ses  applications;  mais 
afin  que  les  Elèves  puissent  mieux  juger  de  l’analogie  qui  existe, 
à certains  égards,  entre  cet  instrument  et  la  planchette  orientée  à 
l’aide  du  déclinatoire,  nous  résoudrons  de  nouveau  deux  des  pro- 
blèmes prccédens. 


Fig.ig5. 


a5q.  Lever  le  plan  du  polygone  ABCDEF,  dont  tous  les  points 
sont  accessibles. 


On  placera  horizontalement  la  boussole  au  point  A,  et  on  la 
fera  tourner  sur  son  pivot,  jusqu’à  ce  que  le  point  JB  soit  dans  la 
direction  de  la  visière  ou  de  l’axe  optique  de  la  lunette.  L’aiguille, 
après  son  mouvement  oscillatoire,  prendra  la  direction  nord  ; ainsi 
en  comptant,  suivant  l’ordre  naturel  des  numéros  de  division,  le 
nombre  de  degrés  ou  de  grades  compris  depuis  le  rayon  visuel  AB, 
ou,  ce  qui  est  de  même,  depuis  le  zéro  de  la  ligne  nord-sud  jusqu’à 
la  pointe  boréale  de  l'aiguille,  on  aura  la  mesure  de  l’angle  formé 
par  la  direction  AB  et  le  méridien  magnétique. 
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Lorsque  les  mesures  prises  sur  le  terrain  ne  sont  pas  rapportées  Pi,.  IX. 
de  suite  à l'aide  de  l’échelle  et  du  rapporteur  (nos  101  et  i c5),  on  Fig-igS- 
forme  le  croquis  du  plan  sur  lequel  on  écrit  toutes  ces  mesures; 
mais  quelquefois,  pour  éviter  la  confusion,  Pon  enregistre  à part 
les  angles  observes  au  même  point,  et  l’on  met  alors  des  lettres  ou 
de>  numéros  de  renvoi  pour  se  reconnaître  en  construisant  le  mis- 
au-net.  Supposons  que  abc...  soit  le  brouillon  dont  il  s’agit,  on 
écrira  donc  au  point  a le  nombre  de  grades  tronvés  à la  station  A , 
et  en  supposant  que  ab  représente  l’alignement  AB.  on  écrira 
aussi  sur  cette  ligne  le  nombre  de  mètres  contenus  dans  AB.  On 
placera  de  même  la  boussole  horizontalement  au  point  B , et  l’on 
observera  l’inclinaison  de  la  droite  BC,  en  ayant  soin  de  l’écrire 
au  point  b du  brouillon.  L’on  continuera  de  la  même  manière,  jus- 
qu’à ce  que  l’on  soit  revenu  à la  première  station  A. 

Un  des  moyens  de  s’assurer  qu’il  ne  s’est  pas  glissé  d’erreur  no- 
table dans  la  mesure  des  angles,  est  de  voir  si  ceux  intérieurs  du 
polygone  forment  ensemble  autant  de  fois  deux  angles  droits  qu’il 
y a de  côtés  moins  deux  (n°  44  );  mais  comment  connaître  chacun 
de  ces  angles,  puisqu’ils  n'ont  pas  été  observés  immédiatement? 

La  réponse  à cette  question  est  facile.  Les  directions  de  l’aiguille 
aimantée  étant  censées  parallèles  pour  tous  les  points  du  plan , 
l’angle  abc,  par  exemple,  sera  égal  à nab-^-s'bc ; mais  nab—l^ao 
— 355  =458r,  et  a' Z>c=:  3og  — aoo=  loyK1;  donc  abc  — i^S  -|-  109 
= i548r;  ainsi  des  autres  angles. 

A l’égard  de  la  vérification  des  côtés , on  ne  pourra  la  faire  qu’en 
construisant  le  polygone  au  moyen  .du  rapporteur  et  de  l’échelle 
du  plan  : on  verra  alors  si  la  figure  se  ferme  bien.  Pour  effectuer 
cette  construction  de  la  manière  la  plus  simple  et  la  plus  exacte, 
on  tirera  sur  le  papier  un  grand  nombre  de  lignes  parallèles  qui 
représenteront  lés  directions  de  l’aiguille  aimantée,  et  serviront  à 
déterminer  la  position  du  rapporteur  aux  divers  points  du  plan. 

La  méthode  précédente  s’emploie  avec  succès  pour  lever  le  cours 
des  rivières , les  sinuosités  des  chemins,  les  contours  des  petites 
propriétés,  les  îles  de  maisons,  en  un  mot  tous  les  détails  minu- 
tieux qui  ne  pourraient  être  pris  que  difficilement  ou  fort  lente- 
ment avec  la  planchette  ; mais  à mesure  que  l’on  figure  à vue  et 
au  moyen  de  la  boussole  , il  faut  rapporter  sur  la  planchette  les 
détails  que  l’on  a obtenus , afin  d’être  a même  de  faire  les  vérifica- 
tions nécessaires,  et  de  mieux  exprimer  la  forme  du  terrain  que 
l'on  a encore  sous  les  yeux,  ou  dont  on  conserve  parfaitement  le 
souvenir.  Il  est  même  nécessaire  d’arrêter  tous  les  soirs  son  dessin 
à l’encre  de  la  Chine , afin  de  ne  pas  risquer  d’effacer  ce  qui  a été 
déjà  dessiné. 

2ÜO.  Puisque  tous  les  méridiens  magnétiques  peuvent,  dans  un 
petit  espace  , être  regardés  comme  parallèles  , il  s’ensuit  qu’il  n’est 
pas  absolument  nécessaire  de  faire  des  stations  au  sommet  de 
chaque  angle  du  polygone  à lever.  Par  exemple,  on  peut  se  dis- 
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Pl  IX.  penser  d’observer  en  B,  parce  que,  connaissant  l’inclinaison  de 
BC  sur  le  méridien  s[,n" , on  aura  celle  de  ce  même  côté  par  rap- 
port au  méridien  de  B.  En  effet,  les  angles  intérieurs  du  même 
côté  étant  supplémens  l’un  de  l’autre  ( nos  29  et  214),  le  nombre 
de  grades  trouvés  au  point*  C , diffère  de  celui  que  l’on  aurait  ob- 
tenu au  point  B,  de  200  S1;  ainsi,  lorsque,  dans  la  construction  de 
la  figure,  on  veut  au  point  b déterminer  la  direction  de  bc  au 
moyen  de  l’observation  faite  en  c,  il  faut  prendre  sur  le  rappor- 
teur le  numéro  diamétralement  opposé  à celui  que  l’on  a trouvé 
en  C ; de  cette  manière  on  diminue  de  beaucoup  le  nombre  des 
stations. 

Il  résulte  encore  de  la  propriété  énoncée,  que  l’on  peut  mener 
d'un  point  quelconque  B une  parallèle  à la  ligne  AC.  Pour  cet  effet , 
on  observera  en  A l’inclinaison  de  la  ligne  AC,  et  l’on  mettra  en- 
suite la  boussole  au  point  B,  absolument  dans  la  même  position 
qu’au  point  A.  Alors  l’alidade  Bx  sera  parallèle  à la  ligne  AC.  On 
voit  bien  aussi  comment  il  faudrait  s’y  prendre  pour  mener  une 
perpendiculaire  à une  ligne,  d’un  point  donné  sur  elle  ou  ailleurs. 

Fig.196.  36  I • Deux  points  A , B , du  terrain  étant  donnés  sur  la  carte  en 

a et  h,  et  de  plus  la  direction  de  V aiguille  aimantée  étant  connue 
relativement  à la  droite  ab , déterminer  sur  cette  carte  la  station  M . 

On  mesurera  en  M les  inclinaisons  des  rayons  visuels  MA , MB, 
par  rapport  au  méridien  magnétique,  et  sur  la  carte  ab  on  tracera, 
au  moyen  du  rapporteur,  les  lignes  méridiennes  sn  , sn'.,.  Cela 
fait,  pour  fixer  l'inclinaison  de  am  à l’égard  de  sn ^ on  prendra, 
comme  ci-dessus,  le  numéro  diamétralement  opposé  à celui  que 
l’on  a trouvé  en  M.  On  en  fera  de  même  relativement  à la  ligne 
nb,  et  l’intersection  m de  ces  deux  lignes  sera  le  point  demande. 

Si  l'on  connaissait  plus  de  deux  points,  il  conviendrait,  pour 
vérifier  l’opération , de  mener  d’autres  rayons  visuels,  et  d'en  dé- 
terminer de  même  la  direction  sur  la  carte;  ces  nouveaux  rayons 
passeraient  aussi  par  le  point  m , à moins  qu'il  n'y  eût  erreur  dans 
la  première  opération  ou  dans  l’une  de  celles-ci. 

Entre  autres  procédés , celui  que  nous  venons  d’exposer  peut 
servir  pour  marquer,  sur  un  plan  levé  en  partie,  plusieurs  points 
de  la  crête  des  montagnes,  la  position  des  plateaux  , la  naissance 
et  la  fin  des  pentes , etc.  Cependant  ces  déterminations  géomé- 
triques ne  suffisent  pas  , il  faut  encore  , pour  faire  mieux  sentir  les 
différentes  formes  du  terrain,  indiquer  par  des  bacliures  légères  , 
faites  à la  plume,  le  sens  des  lignes  de  plus  grande  pente , c'est-à- 
dire  des  courbes  que  tracent  sur  les  versans  des  montagnes  et  sur 
les  plaines  inclinées,  les  eaux,  et  en  général  tous  les  corps  obéis- 
sait à la  loi  de  la  pesanteur;  ou  bien  marquer  par  des  traits  con- 
tinus les  tranches  horizontales  équidistantes  où  courbes  de  nivcaa , 
déterminées  par  des  nivcllemens  , et  d'après  lesquelles  ou  peut  se 
représenter  de  la  manière  la  plus  naturelle  tous  les  accidens  du  ter- 
rain. En  un  mot,  il  est  convenable  d’exécuter  avec  goût  et  netteté. 
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conformément  aux  règles  du  dessin  d'imitation  et  aux  conventions 
établies,  tout  ce  qui  doit  composer  une  carte  topographique  dont 
l’utilité  est  reconnue. 

Des  levés  à l'équerre  d'arpenteur. 

262-  En  général,  l’équerre  d'arpenteur  est  peu  commode  pour 
lever  le  plan  d’un  terrain  très-accidenté  et  très-couvert,  cepen- 
dant on  en  peut  faire  usage  dans  un  pays  de  plaine  qui  ne  présente 
pas  cet  inconvénient. 

Cet  instrument  est,  pour  l’ordinaire,  un  cercle  de  cuivre  de 
9 à xo  centimètres  de  rayon,  divisé  en  quatre  parties  égales  par 
deux  lignes  qui  se  coupent  à angles  droits,  et  aux  extrémités  des- 
quelles s’élèvent  perpendiculairement  au  limbe  quatre  pinnules 
rivées  ou  assujéties  par  des  vis.  L’équerre  s’ajuste  de  même  que  la 
boussole  sur  un  pied  à trois  branches , et  l’on  observe  comme  avec 
les  alidades  des  planchettes.  11  est  très-important  que  les  pinnules 
soient  toutes  les  quatre  perpendiculaires  à l'horizon  quand  on 
opère;  car  sans  cela  la  droite  que  l’on  ferait  tracer  sur  un  terrain 
en  pente,  dans  l’alignement  de  deux  pinnules  obliques,  aurait  une 
fausse  direction , ainsi  qu’il  est  aisé  de  s’en  convaincre. 

Quand  on  lève  un  champ  à l’équerre,  on  mène  dans  l'intérieur 
et  dans  le  sens  de  la  longueur  une  droite  que  l’on  nomme  base  ou 
directrice.  On  abaisse , de  tous  les  angles  du  périmètre , des  per- 
pendiculaires sur  cette  base.  On  mesure  ces  perpendiculaires  à la 
chaîne  ou  au  double  mètre,  ou  bien  au  pas  si  l’on  ne  veut  que 
figurer  le  terrain  à peu  près , et  l’on  mesure  de  même  tous  les  seg- 
mens  de  la  base.  Il  résulte  de  là  que  le  terrain  est  décomposé  en 
triangles,  trapèzes  ou  rectangles,  et  que  l’on  peut  aisément  en 
déterminer  l’étendue  superficielle , et  former  le  mis-au-net  par  la 
méthode  exposée  au  n°  ioo. 

S’il  s’agissait  de  mesurer  un  terrain  dont  l'intérieur  fût  inacces- 
sible, mais  dont  le  pourtour  fût  libre,  on  lui  circonscrirait  un 
triangle,  un  rectangle,  ou  bien  un  trapèze,  ou  enfin  tout  autre 
polygone  à angles  droits. 

Voici  maintenant  comment  on  trouve,  avec  l’équerre,  le  pied  Pl.VIII. 
des  perpendiculaires  que  l’on  veut  abaisser  sur  une  ligne.  Pour  Fig.174. 
déterminer,  par  exemple,  le  point  D où  tomberait  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  de  l'angle  B sur  la  base  AC , on  placera 
le  centre  de  l’instrument  aux  environs  de  Z),  en  dirigeant  deux  des 
pinnules  dans  l’alignement  AC,  et  voyant  si  le  pointé?  se  trouve 
dans  la  direction  des  deux  autres  pinnules;  mais  à moins  d'un  ha- 
sard singulier,  ce  point  sera  à gauche  ou  à droite  de  cette  direction. 

S’il  est  à gauche , par  exemple , l’on  reculera  par  estime  l’instru- 
ment vers  le  point  A , et  l’on  recommencera  la  vérification.  Après 
quelques. essais  pareils,  le  centre  de  l’instrument  se  trouvera  en  D. 

a63.  Nous  ne  parlerons  point  des  levés  à vue,  parce  que  l’on 
Géométrie.  a4 
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ne  peut  acquérir  du  tact  en  ce  genre  que  par  l'usage  des  instru- 
raens  décrits  ci-dessus.  C’est  surtout  lorsque  l’on  doit , un  jour, 
être  chargé  de  faire  , avec  célérité,  des  reconnaissances  militaires  , 
qu’il  est  essentiel  de  s’exercer  à figurer  le  terrain  à l’aide  du  seul 
coup  d’oeil,  et  desepénétrer  des  préceptes  de  l'art  de  la  guerre,  afin  de 
représenter  seulement  sur  la  carte  les  objets  que  le  Général  8.  intérêt 
de  connaître  pour  assurer  le  succès  de  son  année,  ou  se  prémunir 
contre  les  attaques  de  l’ennemi. 


. X.'X.'X.'X.'X.'X. 


CHAPITRE  V. 

PRÉCIS  DE  QUELQUES- CNES  DES  MÉTHODES  GRAPHIQUES 
EMPLOYÉES  POUR  COPIER  OU  RÉDUIRE  LES  PLANS. 

264  • En  supposant  d’abord  qu’il  faille  copier  un  plan  de  même 
grandeur,  on  pourra,  comme  nous  l’avons  enseigné  au  n°  85,  et 
après  avoir  tracé  les  lignes  du  cadre,  déterminer  par  intersections 
les  positions  des  principaux  points  , c’est-à-dire  , construire  sur  la 
copie,  des  triangles  égaux  à ceux  que  l’on  imagine  ou  que  l’on  trace 
au  crayon  sur  l’original.  Ensuite  pour  figurer  les  lignes  courbes  , 
on  emploiera  la  méthode  du  n°  a5a.  Lorsqu’il  y a un  grand  nombre 
de  lignes  droites  , on  pourra  encore  déterminer  leurs  positions  en 
les  concevant  prolongées  jusques  aux  lignes  du  cadre  , et  en  mar- 
quant ensuite  sur  la  copie  les  points  d’intersection  de  ces  memes 
lignes. 

Au  lieu  d’employer  ce  moyen  , qui  ne  laisse  pas  d’être  fort  long  , 
surtout  lorsque  le  plan  contient  beaucoup  de  details,  on  calque  le 
plan  à la  vitre  , si  cela  est  possible  , ou  bien  l’on  dessine  d’abord 
l’original  sur  du  papier  vernis  ou  huilé,  puis  on  calque  à la  vitre 
celte  première  copie  sur  une  feuille  mince  de  papier  de  Hollande  , 
ayant  soin  toutefois  de  rectifier  au  crayon  les  parties'du  second  des- 
sin qui  auraient  pu  être  altérées  par  cette  dernière  opération  ; mais 
lorsque  les  lignes  dessinées  à l’encre  de  la  Chine  sur  le  papier  trans- 
parent ne  paraissent  pas  suffisamment  au  travers  de  la  copie  , on 
réduit  de  la  mine  de  plomb  en  poussière  très-fine  que  l’on  étale 
sur  le  côté  du  papier  transparent,  opposé  à celui  sur  lequel  on  a 
dessiné,  et  l’on  fixe  cette  poussière  en  frottant  légèrement  avec  -> 
un  morceau  de  papier  on  un  petit  tampon  de  linge.  On  étend  sur 
du  papier  à dessiner  cette  feuille  préparée  de  la  sorte,  en  mettant 
la  partie  plombée  en  contact  avec  le  papier;  et  enfin  l’on  Suit  avec 
une  pointe  à calquer  tous  les  traits  de  la  première  copie,  en  ap- 
puyant assez  pour  que  la  mine  de  plomb  puisse  se  déposer  sur  le 
papier  de  Hollande.  Par  ce  moyen , l’on  a très=exactement  le  se~ 
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cond  calque  de  l’original.  Celle  opération  s’appelle  décalquer  un  Pt.  IX. 
dessin. 

Supposons  maintenant,  pour  plus  de  généralité,  que  les  lignes 
de  la  copie  doivent  être  à celles  de  l’original  dans  le  rapport  de 
m : n.  On  construira  sur  l’original  ABCD  un  grand  nombre  de  pe-  Fig.jgy. 
tits  quarrés  tracés  légèrement  au  crayon;  l’on  formera  un  rectangle 
abcd  semblable  au  premier,  c’est-à-dire,  de  manière  que  AB  soit  à 
ab  ::  AC  ! ac\  \m  : n (n°  97  ) : ensuite  l’opération  sera  réduite  à 
figurer  dans  chaque  petit  quarré  de  la  copie  abcd , les  objets  qui 
sont  dans  les  quarrés  correspondans  de  l’original;  et,  pour  cet 
effet,  l’on  pourra  adopter  la  méthode  des  intersections,  en  rédui- 
sant , bien  entendu , dans  le  rapport  de  m ",  n toutes  les  dimensions 
prises  sur  l’original.  Pour  effectuer  ces  réductions,  on  fait  ordinai- 
rement usage  de  F angle  réducteur.  Supposons,  par  exemple,  que 
le  triangle  ADE  soit  isocèle,  et  que  l’on  ait  fait  ADssAEszrn , puisFig.198. 
DE~n;  alors  si  AB^AC  est  une  ligne  quelconque  de  l’original, 
sa  réduction  sera  représentée  par  la  ligne  BC.  On  pourrait  aussi 
rapporter  tous  les  points  renfermés  dans  un  quarré,  d’après  leurs 
distances  à deux  des  côtés  de  ce  même  quarré  (n°  248). 

Si  l’original  était  trop  précieux  pour  qu’il  fût  permis  d’y  tracer 
le  treillis  ABCD , on  le  couvrirait  d’un  papier  verni  ou  d’une  glace 
sur  laquelle  on  aurait  tracé  ce  treillis. 

Lorsque  les  aires  des  deux  figures  doivent  être  dans  le  rapport 
de  p ! q,  pour  lors  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues  sont  pro- 
portionnels à ces  mêmes  aires;  et  l’on  a,  en  désignant  par  A une 
des  lignes  de  l’original,  par  a la  ligne  homologue  de  la  copie, 

p : q ::  A*  : a1,  d’où  a — |/— A’. 

Y p 


Ainsi  a serait  moyen  proportionnel  entre  A et 


Voici  une  construction -géométrique  qui  résout  cette  dernière  p- 
question.  Sur  AB  , comme  diamètre  égal  à p -j-  q , on  décrira  une 
demi-circonférence;  et  de  l’extrémité  F du  segment  AF—p,  on 
élèvera  FD  perpendiculaire  à AB;  puis  l’on  mènera  les  droites  in- 
définies DA  H,  DBK.  Alors  les  quarrés  des  cordes  AD , BD  étant 
dans  le  rapport  des  segmens  AF,  BF,  ou  de  p ; q (n°  54),  il  est 
clair  que  si  on  prend  DH  égal  à une  ligne  quelconque  de  l’original, 
et  que  par  le  point  H on  mène  HK  parallèle  à AB,  la  droite  DK 
sera  la  ligne  homologue  de  la  copie. 

Il  est  encore  plus  commode  de  construire  d’avance  l’échelle  de 
la  copie,  et  d'en  faire  usage  dans  les  petits  détails , ponr  réduire  les 
distances  prises  sur  l’original  et  comparées  avec  son  échelle  (n°  101). 
Cette  opération  est  d’autant  plus  facile  pour  les  dessins  relatifs  aux 
services  publics,  que  leurs  échelles  ont  entre  elles  des  corrélations 
fixes;  mais  il  n’arrive  presque  jamais  alors  que  l’on  ait  à réduire 
isolément  des  dessins,  si  ce  n’est  pour  les  réunir  lorsqu’ils  repré- 

24* 


,199. 
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sentent  des  objets  qui  sont  de  nature  à pouvoir  se  grouper  comme 
les  détails  de  machines,  d’instrumens , ou  ceux  qui  forment  la  to- 
pographie d’un  pays  représenté  sur  plusieurs  feuilles,  et  d'après 
différentes  échelles. 

Ces  diverses  méthodes  de  copier  ou  de  réduire  les  plans , et  qui 
sont  simples  en  elles-mêmes,  sont  cependant  à peu  près  imprati- 
cables pour  les  cartes  qui  présentent  une  grande  variété  de  contours 
et  de  nombreux  détails,  tant  à cause  de  la  multiplicité  des  opéra- 
tions qu’elles  exigent,  que  par  la  longueur  du  temps  qu'il  faut  y 
sacrifier  pour  atteindre  toute  l’exactitude  possible  ; aussi  se  sert-on 
en  pareil  cas  du  pantogmphe , dont  la  propriété  est  de  copier  ra- 
pidement tontes  sortes  de  dessins.  Mais  pour  que  ces  copies  soient 
bien  fidèles,  le  pantographe  doit  être  d’une  exécution  parfaite;  et 
celui  qui  s’en  sert  doit  le  faire  manœuvrer  avec  beaucoup  de  pré- 
caution et  de  dextérité. 
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Fl.  IX: 

' LIVRE  VI. 

NOTIONS  SUR  L’APPLICATION  DE  L'ALGÈBRE 
A LA  GÉOMÉTRIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

ÉQUATIONS  DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DES  COURBES  DU 
SECOND  DEGRÉ. 

265.  Lorsqu’une  question  de  géométrie  est  énoncée  en  langage 
algébrique,  c’est-à-dire  lorsque  les  quantités  connues  et  celles  que 
l’on  cherche , sont  liées  entre  elles  par  des  équations , la  solution 
de  cette  question  est  purement  du  ressort  de  l’algèbre  ; c’est  ce  que 
l’ou  a eu  déjà  occasion  de  voir  anx  n°*  117  et  171.  Ainsi,  écrire  en 
analyse  les  propositions  de  géométrie,  ou  traduire  en  géométrie 
les  résultats  de  l'analyse,  voilà  ce  qui  constitue  l 'application  de 
l’algèbre  à la  géométrie.  Ne  pouvant  donuer  ici  que  des  notions 
sur  cette  branche  étendue  des  mathématiques,  nous  analyserons 
d’abord. rapidement  les  propriétés  de  la  ligne  droite,  et  quelques- 
unes  de  celles  des  courbes  du  second  degré.  Ensuite  nous  résou- 
drons un  petit  nombre  de  problèmes  de  la  géométrie  aux  trois  di- 
mensions. 

266.  Un  point  est  donné  sur  un  plan  par  ses  distances  à deux 
droites  fixes  tracées  dans  ce  plan,  de  même  qu’il  est  donné  dans 
l’espace  par  ses  distances  à trois  plans  connus  (n°  180).  Les  deux 
lignes  AX , AY,  auxquelles  on  rapporte  le  point  M du  plan  qu’elles  Fig.xoo. 
forment,  se  nomment  axes  des  coordonnées.  Nous  supposerons 
toujours  ces  axes  rectangulaires. 

Toute  distance  telle  que  AP,  s’appelle  abscisse  ; et  toute  perpen- 
diculaire telle  que  i*Af,  senomme  ordonnée.  Les  axes  AX,  AY,  aux- 
quels le  point  M est  rapporté,  se  nomment  aussi  respectivement 
axe  des  abscisses  et  axe  des  ordonnées , et  le  point  A en  est 
l’origine. 

On  est  convenu  de  prendre  positivement  toutes  les  ordonnées 
PM  qui  se  trouvent  au-dessus  de  l’axe  X'X,  et  négativement  toutes 
celles  pin  qui  se  trouvent  au-dessous.  On  considère  de  même  comme 
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Pi»  IX.  positives,  les  abscisses  qui  se  comptent  de  A vers  X;  et  comme 
négative,  celles  qui  se  comptent  de  A vers  X' . 

Équation  de  la  ligne  droite.  v 

Fig.aoo.  267.  Soit  la  ligne  droite  donnée  BM,  dont  il  s’agit  d’exprimer 
la  nature  par  une  équation.  Puisque  cette  droite  est  connue  de  po- 
sition à l’égard  des  axes  A X,  A Y,  faisons  AB—b;  et  désignons  la 
tangente  trigonométriqne  de  l’angle  B RA  par  a;  puis  faisons 
APzzx,  PM—y.Ce\ai  posé,  le  triangle  rectangle  B EM  donnera,  à 
cause  de  ME  —y — b,  et  en  représentant  le  rayon  des  tables  par 
l’unité  ( n°  aao) , 

1 : a ! î * I y — b,  d’où  y=ax b. 

Telle  est  l’équation  de  la  droite  BM,  ou  la  relation  qui  existe 
entre  l'abscisse  et  l'ordonnée  d’un  point  quelconque  M de  cette 
droite.  Dans  cette  équation,  les  deux  quantités  a,  b sont  des  con- 
stantes, et  lesdeux  autres  x , y,  sont  des  variables  ; d’où  il  suit  que 
deux  conditions  suffisent  pour  déterminer  une  droite;  savoir,  l’an- 
gle qu’elle  fait  avec  l’axe  des  abscisses  et  le  point  où  elle  coupe  un 
des  axes. 

Si  dans  cette  dernière  équation  l’on  fait  xzzo , il  en  résulte  que 
Fig.aoi .y  — b;  c’est  la  valeur  de  l’ordonnée  positive  .zf C du  point  C.  Si  au 

contraire  on  y fait  y — o’,  on  obtient  x — — — et  c’est  la  valeur  de 

l’abscisse  négative  AR. 

Si  la  droite  donnée  passait  par  l’origine  des  axes , son  équation 
serait  seulement, 

y = ax, 

parce  qu’alors  l’ordonnée  b correspondante  au  point  A serait  nulle  ; 
ainsi  y—ax  est  l’équation  de  la  droite  A M. 

Toute  droite  CD  parallèle  à AM,  a donc  pour  équation , 

J—  ax  + b ; 

ainsi  lorsque  deux  droites  sont  données  par  les  équations  générales 
y=ax-\-  b,  y — a'x-+-b', 
il  faut  qu’on  ait  cette  équation  de  condition , 

a — a1, 

pour  que  ces  droites  soient  parallèles. 

268.  Trouver  l’équation  d'une  droite  assujétie  à passer  par  deux 
points  donnés. 

Soient  x',y'  ; x",j",  les  coordonnées  respectives  des  points  M', 
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M11.  L’équation  de  la  droite  cherchée  sera  généralement  de  la  Pt.’X. 
forme 

yz=Ax-{ -B;  (i) 


la  question  consiste  c^onc  à déterminer  les  constantes  A,  B ; or,  il 
est  évident  que  puisque  cette  droite  doit  passer  par  les  points  M\ 
M",  ces  deux  conditions  seront  exprimées  par  les  équations 

jA  — Ax'  •+■  B , (a) 

y»-Aaj>+B,  (3j 


à l’aide  desquelles  on  obtiendra  les  valeurs  de  A et  B.  Par  exem- 
ple , en  soustrayant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre , on  a sur- 
le-champ  , 


A = 


y —y* 

V — x" 


et  de  là  B == 


A y"  — x"S 
xr  — x".  ‘ 


Maintenant  si  l’on  introduit  ces  valeurs  dans  l’équation  (i),  il 
viendra 


y 


— y 

~~  x!  — A' 


x 4. 


<r"  - «y 

A — x" 


pour  l’équation  de  la  droite  cherchée. 

Cette  forme  n’est  ni  la  plus  simple  ni  la  plus  symétrique  que  l’on 
puisse  obtenir  ; en  effet,  si  l'on  soustrait  successivement  l’une  de 
l’autre  les  équations  (i)  et  (a),  et  celles  (a)  et  (3),  on  aura 

y — y'  — A {x — X1  ) , et  y' — y11  — A ( x'  — X11  ); 

le  premier  résultat  est  l’équation  d’une  droite  assujétie  à passer  par 
un  des  points  donnés;  mais  en  y substituant  la  valeur  de  A , prise 
dans  le  second  résultat,  on  a 


y — y" 

y — y'  = (*  — *'  ) 

pour  l’équation  de  la  droite  passant  par  les  deux  points  donnés. 

269.  Trouver  l’équation  d’une  droite  perpendiculaire  à une 
autre  droite  donnée. 

Soit  BC  la  droite  donnée , son  équation  sera 

y — ax-tf-b.  (1) 

Il  s’agit  d’obtenir  l’équation  d’une  autre  droite  telle  que  DE , per- 
pendiculaire à B C. 

Par  l’origine  A , menez  AG  parallèle  à BC , et  Ain'  perpendicu- 
laire à AG  ; alors  l’équation  de  celte  dernière  sera  {prn)  = ax , et 
celle  de  Arn'  parallèle  à DE ; sera  {pué  )=«'x;  mais  à cause  de 
la  similitude  des  triangles  rectangles  Ajnn  , Apm' , on  a ( n°  53  ) , 

(/>" 0 X {pm')  = Ap1-, 
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de  plus , pm  et pm'  sont  de  signes  contraires  ( n°  266  ) , par  consé- 
quent — aa' x,=x'1,  ou  simplement, 

— aa1  = 1 , d’où  a'  •=  — — i-, 

a 

4 

Ainsi  lorsque  l’équation  de  AG  est  yzzax , celle  de  la  droite  qui  lui 
est  perpendiculaire,  est  x , donc  l’équation  de  DE  est 

en  général  , 


y—  — * + B; 

si  eette  droite  était  en  outre  assujétie  à passer  par  un  point  donné 
x’  y1 , son  équation  , d’après  ce  qui  précède,  serait 

y — y'  = — ( * — *'  ).  (2) 


Quand  on  a pour  but  de  déterminer  les  coordonnées  du  point 
d’intersection  de  deux  droites,  il  faut,  dans  leurs  équations,  attri- 
buer aux  variables  x et  y les  mêmes  valeurs;  alors  la  question  con- 
siste à résoudre  deux  équations  du  premier  degré  entre  deux  incon- 
nues. Qu’on  se  propose,  par  exemple,  de  trouver  la  longueur  P de 
la  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  x'y'  sur  la  droite  BC  donnée 
par  l’équation  (1),  alors  en  désignant  par  x y les  coordonnées  du 
pied  de  cette  perpendiculaire,  on  aura  ( n°  77  ), 

P — y (*—*'/  + (y  — jr»  )». 


Reste  à éliminera;  et  y de  cette  expression,  en  tirant  les  valeurs 
de  ces  coordonnées  des  équations  (1)  et  (2)  qui  ont  lieu  à la  fois  ; 
mais  pour  effectuer  cette  élimination  de  la  manière  la  plus  simple 
et  la  plus  élégante,  on  substituera  d’abord  dans  P,  pour  y — y'  sa 
valeur  (2) , et  l’on  aura 


l/l+o'i 


puis  l'on  mettra  l’équation  (1)  sous  la  forme 

y — y1  = ax  -f-  b — y1  -f-  ax'  • — ax', 
ou  plutôt  sous  celle-  ci  : 

y —y'  =a(x  — xl)  + b ax' — y' -, 
ensuite  égalant  cette  valeur  dey  — _/  à celle  (2),  on  obtiendra 


* — x' 


a ( y ' — ax'  — b) 

1 H-  a1 


et  de  là 
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_ y — ax'  — b — ; y — ax'—  b 

' I i TI  ’ ' * > 
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Pl.  X. 


1 -f-  a? 

•telle  est  l’expression  cherchée 


V , + a1  ’ 


27O.  Les  équations  des  deux  droites  étant  données,  trouver 
l’angle  qu’elles  forment. 

soit  y — ax  b l’équat.  de  la  droite  BD , 

et  y — a'x  -j-  b'  , celle  de  la  droite  B'D  ; 


il  s’agit  de  déterminer  l’angle  D' CD  s=  C.  Or  cet  angle  étant  la 
différence  des  angles  DCK,  D' CK  que  les  droites  données  BD, 
B1  D' , font  respectivement  avec  l’axe  des  x , il  est  évident  que  par 
le  n°  ai7,  on  a 

“ _ tang.  D“CK  — taDg.  DCK 

tang.  C — j + ^g.  jyCK  X tang.  DCK  * 

Mais  ici  tang.  DCK  = a,  et  tang.  D1  CK  — a 1 ; donc  la  tangente  de 
l’aDgle  cherché , ou 


tang.  C — 


a'  — a 
1 4-  a' a ‘ 


(0 


Si  la  première  droite  avait  la  direction  bd,  l’angle  dCK  serait 
obtus,  et  par  conséquent  la  tangente  a serait  négative;  de  sorte 
que  la  tangente  de  l’angle  D>  Cb  aurait  pour  expression , 

tang.  D' Cb  = ° ■ (1) 


La  relation  a' a -4-  x — o qui  a lieu  lorsque  les  deux  droites 
données  sont  perpendiculaires  entre  elles,  est  un  cas  particulier  de 
la  formule  (1);  en  effet,  l’angle  C étant  alors  égal  au  quadrant,  on 
a tang.  C=oo  , c’est-à-dire  tang.  C égale  l’infini.  Or,  pour  que 
celte  circonstance  ait  lieu,  il  faut  que  le  dénominateur  1 -f-  a' a 
• o;  — a , 

de  la  fraction  — — — 7—  soit  = o;  donc  a1  a -4-1=0,  comme  par 


le  n°  précédent. 

On  parvient  à l’équation  (i)  par  une  antre  méthode  bien  moins 
directe  à la  vérité,  mais  qui  a l’avantage  d’étre  générale;  la  voici  : 
Menons  par  l’origine  a des  coordonnées  deux  droites  aM , aM' 
respectivement  parallèles  aux  droites  données  BD,  B'D ';  leurs 
équations  seront 


y — ax , y — a'x. 

Désignons  par  x y,  x'y'  les  coordonnées  des  points  M,M'  -,  fai- 
sons aM  — aM’  — r;  alors  les  deux  équations  précédentes  devien- 
dront 

y — ax , y'  — a'x' 
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et  on  aura  en  outre 

/*  = *•-*- y»,  r*  = *'»  + r'\ 


(3) 


Cela  posé,  le  quarré  de  la  droite  MM'  — u aura  généralement 
pour  expression,  (n°  77  ) , 

«•=(*_*»)» + (y-/)\ 

ou  développant  et  réduisant  à l’aide  des  relations  (3) , on  aura  plus 
simplement 

u*  — ir1  — a {xx'  -t-jr?'), 

et  comme  le  triangle  aMM1,  dans  lequel  l’angle  Ma , M*  — C , 
fournit  cette  relation  ( n°  a 2 3 ), 

u1  — irx  — ar*  cos.  C, 

on  a , en  égalant  ces  deux  valeurs  de  u* , 

cos  .C=^-+”i. 

Maintenant  soient  X , X1  les  angles  que  les  droites  aM,aM'  font 
chacune  avec  l’axej  des  x ; on  aura  évidemment 


x = r cos.  X,  yzzr  sin.  X 


et  par  conséquent 


y 

X 


sin.  X „ 

ZZX  = tan8’  X= 


par  la  même  raison , 


V sin.  X , 

= =>  = tang.  X1—  a 

x'  cos.  X’  6 

partant 

cos.  C = cos.  X cos.  Xi-\-  sin.  X sin.  X' 

ZZ  cos.  X cos.  X1  ( 1 -{-  aa'  ). 

Mais  la  première  relation  (3)  pouvant  être  écrite  ainsi  : 

\ ' 

r*  = aï*  ( 1 4 - a1  ) = r*  cos.*  X ( 1 + o*  ) , 


on  a 


cos.  X — 


partant 


V14.  a> 

cos.  C — 


de  même  cos.  X1  zz 


1 aa' 

V\  + a*  VTf 


Vi  + a'»  ’ 
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sin.  C y'  “ 


379 


Enfin  à cause  de  tang.  C — „ 

0 cos.  C 

comme  ci-dessus , 


cos  * C El.  X* 

L°5,  , on  a 


cos.  C 


tang 


' C~  ^(*  + a')  ( 1 + a — (1  + on')  —V^(a' — a)1  — - — ° 


1 + aa ’ 


aa? 


1 ■+■  aa' 


On  verra  dans  la  géométrie  aux  trois  dimensions , une  autre  ap- 
plication de  cette  méthode. 


■Équation  du  cercle. 


371.  En  supposant  que  le  cercle  donné  C ait  pour  rayon  R,  ctFjg.ÎOi. 
que  les  coordonnées  de  son  centre  soient  a et  b,  la  distance  de  ce 
point  à tout  autre  M pris  sur  sa  circonférence , aura  pour  ex- 
pression , 

CM  on  R — V'~CDZ  = r (*  — a)*-*- (y  — b)1  (n°n\ 

x et  y étant  les  coordonnées  du  point  M.  C’est  là  l’équation  la 
plus  générale  de  la  circonférence  du  cercle , rapportée  aux  coor- 
données rectangles  AX , AY.  On  l’écrit  le  plus  souvent  ainsi  qu'il 
suit , 

te-  by  + (x-ay=R\  (I) 

Si  l’origine  des  coordonnées  était  placée  à l’extrémité  £ du  dia- 
mètre EF,  l’ordonnée  b serait  évidemment  nulle,  et  pour  lors 
l’équation  précédente  se  réduirait  à 

: r* -H* -«)*=*% 

ou  à cause  de<z  = ü dans  cette  circonstance,  on  aurait  simplement, 
y1—  iRx — xl  =.  x (a/î — x). 

Ce  résultat  est  la  traduction  analytique  de  la  propriété  démontrée 
au  n°  54- 

Lorsque  l’on  place  l'origine  des  coordonnées  au  centre  duTcercle, 
l’équation  (i)  se  simplifie  davantage , parce  que  a et  b sont  nuis  à la 
fois  j on  a donc  pour  l’équation  la  plus  simple  du  cercle, 

f + R't 

laquelle  exprime  de  même  la  propriété  dont  il  s’agit , puisqu’elle 
peut  s’écrire  de  la  manière  suivante , 

= +x)  (R  — x). 

L’équation  la  plus  générale  du  cercle  renfermant  trois  cons- 
tantes , il  faut  nécessairement  trois  conditions  pour  le  particula- 
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. X.  riser.  On  trouvera  des  exemples  de  cette  remarque  dans  les  deux 
jo5.  problèmes  suivans. 

3 7 2.  Faire  passer  une  circonférence  de  cercle  par  trois  points 
donnés. 

Les  trois  points  donnés  M',  M11,  M ayant  respectivement 
pour  coordonnées  xP,  ÿ1;  xnl,y,,'t  et  l'équation  de  la 

circonférence  cherchée  étant  de  la  forme 


(j  — ? )’  ■+•  (* — pY  — R1) 

p et  q désignant  les  coordonnées  du  centre,  on  aura  les  trois  autres 
équations 

( y — ? )*  ■+■  ( *'  — p y = R1  » 

u"  - q y + ( *"  -p  y = *i  > (-o 

cy"  -7  q y ■+■  ( - p y = **  \ 

desquelles  on  pourrait  déduire  les  valeurs  des  trois  constantes 
inconnues;  mais  au  lieu  d’effectuer  ce  calcul,  oft  peut  se  borner  à 
vérifier  cette  propriété  par  l’analyse  ; savoir  : que  le  centre  du 
cercle  à décrire  est  à l'intersection  des  perpendiculaires  élevées  sur 
le  milieu  des  droites  qui  joignent  deux  à deux  les  points  donnés. 
Pour  cela,  on  développera  les  puissances  indiquées;  et  des  (ae)  et 
(3e)  équations  du  groupe  (A) , l’on  retranchera  successivement  la 
première , et  l’on  obtiendra  celles-ci , 

a (j/1 — y11  )</-+-  a (x1 — x"  )p-\-ÿli  — y'*- f- *"*  — ^'’rro 
a (y1  — y111)  q -j-  a (x1—  xu>  ) p •+-y,n* — ’jr,x  -j-  x1"1—  x1*  =o 


que  l’on  peut  mettre  sous  les  formes  suivantes , 

(-7  —y  \y-)  (y  — y'  ) ■+•  (p  — x 1 x ) (*'— ®"  )=o 

(?  _ y (rr  — y»i  ) -f-  (p  — X---X  (x'— *'")=o, 

ou  bien  sous  celle-ci , 


Maintenant  si  l’on  compare  l’une  de  ces  équations,  la  première  , 
par  exemple,  à la  dernière  du  n°  a68,  on  reconnaîtra  sans  peine 
qu’elle  représente  l’équaliou  d’une  droite  passant  par  un  point  dont 
xf  -f-  x*1  y1  •+•  y" 

les  coordonnées  sont  — , ■ ■ , et  faisant  avec  Taxe  des 

2 9 2 9 

• ~~~  . • 
abscisses  un  angle  dont  la  tangente  est  — — — — -•  Ainsilecen- 
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tre  du  cercle  est  sur  une  droite  divisant  en  deux  parties  égales  cha-  Pt.  X- 
cune  de  celles  qui  joignent  les  points  donnes.  Mais  l’équation  de 

la  corde  HT  M"  étant ,(n°  268),  y — y'  — y * (x - x>  ) 

' ^ _ _ jçt  t \ J 9 

la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  l’axe  des  x, 
eSt  x’  — x"'  ’ ^onc  ( n°  a^9)  droite  qui  a ( B ) pour  équation  est 
perpendiculaire  à cette  dernière , ce  qu’il  fallait  prouver. 


273.  Décrire  un  cercle  qui  soit  tangent  h une  droite  donnée,  et 
qui  passe  par  deux  points  donnés. 

Prenons,  ce  qui  est  permis,  pour  axe  des  abscisses  la  droite 
donnée  AX,  et  pour  son  origine  le  point  A où  la  droite  M'  M'< , Fig.206. 
menée  par  les  deux  points  donnés,  rencontre  l’axe  des  x. 

D’abord , en  vertu  de  ce  qui  a été  démontré  dans  le  numéro 
précédent,  le  centre  C du  cercle  cherché  se  trouve  sur  la  droite 
NC,  élevée  perpendiculairement  au  mileu  de  M1  JW.  Reste  donc  à 
trouver  le  point  de  contact  P. 

Soit  AP  —p , PC—  q,  et  x1,  y';  x11,  y11  les  coordonnées  respec- 
tives des  points  M1,  AP1.  L'équation  du  cercle  rapporté  aux  axes 
rectangles  AX,  A Y,  sera , à cause  de  PC—  rayon  , 

(r— î)  * + (x—Py=q% 

et  par  rapport  aux  points  donnés,  elle  devient  successivement , 

( y 1 — <i  )'  + —p  y = q* , 

(y  •—?)*  + (x"  — py  = 

d’où  l’on  tire,  comme  précédemment , 

,TM-+-xm  — 2 qy> — zpx’  -f-  p*  — o\ 

2 (y—  y')?  + 2 (x,—xll)p  — y'*-\-xUi — x'*=o]  ' 

mais  y11*  + X11*  AM 1,1  = P1*  , y1'  -+-  x1'  — AM,Z  — k,%  ; et 
parce  que  les  trois  points  AM'M 11  sont  en  ligne  droite,  on  a les 
relations 


*'  _ f— y _ y 

X — — x" 

Maintenant  si  on  prend  la  valeur  de  q dans  la  première  équation 

(A),  l’on  obtiendra  q — ; et  si  on  la  substitue 

dans  la  seconde  équation , ensuite  que  l’on  réduise  à l’aide  des 
relations  ci-dessus,  on  aura  pour  résultat, 


P'=VP< ; 
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Pt.  X. c’est-à-dire  que  l’abscisse  AP  du  centre  du  cercle  à décrire,  est 
moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière  AM' 1 et  sa  partie 
AM 1 hors  du  cercle;  propriété  déjà  démontrée  au  n°  56. 


Équation  de  l'Ellipse . 


Fig.aoy.  * 274-  Lne  des  propriétés  de  cette  courbe  est  que  si  on  mène  de 
chacun  de  ses  points  M à deux  points  fixes  F,  F1 , les  droites  MF, 
MF1,  la  somme  de  ces  lignes  sera  toujours  constante.  Nous  donne- 
rons (n°  279)  les  moyens  de  décrire  l’ellipse  par  points  ou  par  un 
mouvement  continu,  lorsque  l’on  connaît  les  foyers  F,  F 1 et  la 
somme  des  rAyons  vecteurs  MF,  MF1 . 

Représentons  par  aa  la  ligne  donnée,  et  par  ac  la  distance  FF1; 
prenons  pour  origine  le  point  C , milieu  de  FF 1 et  faisons  CP  = 
x,  PM— y. 

Les  triangles  rectangles  FPM,  F' PM,  donnent , à cause  de  F P 
— c — x , et  de  F P = c -f- x, 

MF— Y (c  — *)’-+-/,  MF’  = V (c  + * )*  + y; 

et  puisque  par  la  nature  de  la  courbe,  MF •+•  MF'  =:  2 a,  il  s’en- 
suit que 

aa  =V  ( « + *)*+/  + V (c-xf+y*. 

Faisant  passer  la  première  quantité  radicale  dans  le  premier 
membre; élevant  ensuite  les  deux  membres  au  quarré,  et  réduisant, 
il  vient  , 

a1  -|-  ex  = a ( c -J-  x f -[s1  ; 

élevant  encore  au  quarré  les  deux  membres  de  cette  nouvelle  équa- 
tion , et  réduisant , on  trouve 

a? y*  -f-  ( a1  — c*  ) x1  — a* . — a*c’; 

enfin,  si  l’on  fait  o1 — c*  — b *,  on  aura 

a'/  -f  A***  = «‘i1.  (1) 

Telle  est  l’équation  de  la  courbe  A MB  qui  jouit  de  la  propriété 
énoncée.  La  valeur  de_y,  déduite  de  ce  résultat,  étant 

y — ± ~ Va*  — x , 

et  se  trouvant  toujours  réelle  tant  que  x,  positive  ou  négative,  sera 
plus  petite  que  a , il  en  résulte  que  la  courbe  est  entièrement  fer- 
mée. On  détermine  les  points  où  elle  coupe  les  axes  des  coordon- 
nées, en  faisant  successivement  x — o,y — o , dans  l’équation  (1). 
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La  première  supposition  donne  y =±  b ; c'est  la  valeur  de  CD  ou  Pt.  X. 
de  CE.  Üa  deuxième  supposition  donne  x=z±a;  c’est  la  valeur  Figaoy. 
de  CE  ou  de  JC.  Ainsi  la  courbe  passe  par  les  points  J,  D,  B,  E\ 
et  ne  passe  pas  au-delà  : on  a donc  AB  — 2a,  I)E  — 2 b.  Ces  deux 
dernières  lignes  se  nomment  les  axes  de  l’ellipse,  et  le  point  C en 
est  le  centre.  Lorsque  a > b,  2a  est  le  grand  axe  ou  le  premier 
axe,  et  a b est  le  petit  axe,  ou  le  second.  Mais  lorsque  a — b,  on 
retrouve  l’équation  du  cercle  y*  -J-  xz  a%.  On  peut  donc  consi  - 
dérer un  cercle  comme  une  ellipse  dont  les  deux  axes  sont  égaux. 

Il  est  clair  alors  que  les  deux  foyers  coïncident  avec  le  centre , ou 
que  1’  excentricité  CF  est  nulle. 

Pour  compter  les  abscisses  à partir  du  sommet  A de  l’ellipse,  on 
voit  bien  qu’il  faudra , dans  l’équation  précédente  de  celte  courbe, 
faire  ao—X1  — a,  puisque  CP  = A P — AC;  ainsi  l’on  aura,  toute 
réduction  faite , 

y'  — ( 2ax'  — x"  )•  (*} 

Telle  est  l’équation  de  l’ellipse  rapportée  au  sommet  de  celte 
courbe. 

La  double  ordonnée  qui  passe  par  l’un  des  foyers  de  l’ellipse  se 
nomme  le  paramètre  : si  on  le  désigne  par  p,  l’abscisse  correspon- 
dante sera  z=  c =z  }/  a1  — ï*",  et  pour  lors  l’équation  (1)  donnera 


26’  ai  X 2i 


c’est-à-dire  que  le  paramètre  est  une  troisième  proportionnelle  au 
grand  axe  2a,  et  au  petit  axe  ai. . 

Dans  l’ellipse , les  qnarrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme 
les  produits  des  abscisses  correspondantes.  En  effet,  si  on  désigne 
par  X1  et  Y les  coordonnées  d’un  point,  autre  que  celui  qui  a x1 
pour  abscisse,  l’équation  (a)  se  changera  en  celle-ci, 

r = — ( 2 aX<  — X'3 1, 

a*  v * 

et  l’une  et  l’autre  fourniront  la  proportion  , 

y»:  r*::x'(2a—x'):x'  (a a—x<). 

Si  on  circonscrit  à l’ellipse  BMA  un  cercle  du  rayon  CB— a,  et 
qu’on  désigne  par  Y l’ordonnée  P N correspondante  à l’abscisse 
CPzxzx  ; on  aura  , par  la  propriété  du  cercle , 

I'1  — a*  — x* , 

et  par  celle  de  l’ellipse  rapportée  à son  centre, 
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r*  : y1  ::  i : — > ou  r : y : : a : b : : %a  : *b  ; 


c’est-à-dire  que  les  ordonnées  du  cercle  circonscrit  et  de  l'ellipse , 
correspondantes  à une  meme  abscisse,  sont  entre  elles  comme  le 
premier  et  le  second  axes  de  cet  ellipse . 


275.  Quadrature  de  d’ellipse.  En  menant  à volonté  des  ordon- 
nées communes  à l’ellipse  et  au  cercle  circonscrit,  et  considérant 
leurs  extrémités  comme  les  sommets  des  angles  des  polygones  in- 
scrits BMM 1 AP1...,  BNN 1 N1...  à ces  deux  courbes;  un  quel- 
conque des  trapèzes  PP'  NN' , aura  pour  mesure, 


j,],+ry'(fj>,)0u  -Lt.r 


{*  — *')=  r. 


Le  trapèze  correspondant  PP1  M'M  aura  de  même  pour  mesure , 
Mais  parce  qui  précède, 

r:y::r>  :y  a:b; 


par  conséquent  (n°  87,  Algèbre), 

y + y . y +y  .. 

2 * 2 •• 


b 


T:t , 


ou  bien  — — — — • 

* O 

Pour  deux  autres  trapèzes  correspondans  T1,  t',  on  aurait  de 
même 

T'  a . . 

— y = — , et  ainsi  de  suite. 


Donc  en  désignant  par  P l’aire  du  polygone  BNN1  N11 ...,  et  par  p . 
celle  du  polygone  BMM'M11...,  on  aura,  à cause  de  l’égalité  des 
T 7*  7*' 

rapports  —,  -p- , -pg-  , etc. 

T+  F + V...  _ P _ a 
t -f-  tf  t"...  ~p~  b ' 

Or,  plus  on  multipliera  le  nombre  des  côtés  de  ces  polygones, 
moins  P et  p différeront  respectivement  de  l’aire  E du  cercle  et  de 
celle  e de  l’ellipse;  donc  la  limite  du  rapport 

P B a „ bB 

— = — = -7-,  donc  enfin  e — ; 

p e b a 

c’est-à-dire  que  l'aire  de  l'ellipse  est  égale  à celle  du  cercle  circon- 
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crit  multipliée  par  le  rapport  du  second  axe  au  premier.  Mais  l’aire  Pt.  X. 
du  cercle  circonscrit  a pour  expression  * a1  (n°  yü  ) , 

Donc  ez=*ab. 

Ainsi  l’aire  d’une  ellipse  est  aussi  égale  au  produit  de  scs  demi- 
axes  , multiplié  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Ce 
rapport  n'étant  qu'approché,  il  s’ensuit  que  l’ellipse  ainsi  que  le 
cercle  ne  sont  pas  des  courbes  exactement  quarrables. 


Équation  de  V hyperbole. 

276.  Dans  cette  courbe,  la  différence  des  rayons  vecteurs  estFig.ao8. 
toujours  constante.  Nous  verrons  (n°aj9')  comment,  à l’aide  de 
cette  propriété,  on  peut  décrire  l'hyperbole,  soit  par  points,  soit 
par  un  mouvement  continu. 

Si  F,  F'  sont  les  foyers  de  la  courbe,  et  que  l’origine  /f  des  abs- 
cisses soit  prise  au  milieu  de  FF1,  on  aura,  comme  dans  len°  74  et 
en  adoptant  la  même  notation, 

FM  = [/  (c  — xf  +f,  F'M  = = V/  lc  +x/+/; 
et  si  l’on  désigne  par  ia  la  différence  F'M — FM,  on  aura 

atI  = V (c  -t-'Jt)*  -\-y‘ — »/  (c  — *)'  -hjr’. 

Opérant  comme  dans  le  n°  cité,  et  faisant  b‘—ck — a’,  on  trouvera 
pour  l’équation  de  la  courbe  actuelle , 

b x% — a*y'=a*b*. 

Le  moyen  de  déterminer  les  points  où  cette  courbe  rencontre 
l’axe  des  x et  celui  des  y,  est  de  faire  successivement  dans  ce  ré- 
sultat, y=zo,  et  30—0.  , 

La  première  hypothèse  donne  x=zzt:a  ; c’est  la  valeur  du  demi- 
grand  axe  AB  ou  AB'. 

La  seconde  hypothèse  donne  y-±V—b\ 

quantité  imaginaire  ; mais  pour  conserver  l’analogie  entre  l’hyper- 
bole et  l’ellipse,  on  est  convenu  de  supposer^-  =±i/ù*  ou  y — 
zklb , et  dans  ce  cas  l’on  fait  ACixzb  et  AC'  — — b. 

Lorsque  les  deux  demi-axes  a et  b sont  égaux,  l’équation  (1)  se 
réduit  à 


Cette  dernière  est  analogue  à l'équation  du  cercle,  et  l’hyperbole 
qui  en  dérive  se  nomme  hyperbole  équilatère. 

En  résolvant  la  même  équation  (1)  par  rapport  à y,  on  ob- 
tient 

Géométrie.  • 25 
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r=±4*  V *'  — ^7 

et  comme  la  quantité  sous  le  signe  radical  est  toujours  positive, 
tant  que  x positive  ou  négative  est  plus  grande  que  a,  on  doit  en 
conclure  que  l'hyperbole  a deux  branches  MBm....  M'B'm  .... 
coupées  symétriquement  par  l’axe  des  x , et  qui  s étendent  indéfi- 
niment à droite  et  à gauche  du  centre  A de  cette  courbe. 

Lorsque  l'on  veut  transporter  l’origine  des  coordonnées  à l'un 
des  sommets  B 1 de  la  courbe,  on  fait  x — x 1 — a dans  l’équa- 
tion (i) , laquelle  devient  alors 

v*  — — ( a ax1  — x,%  ) (a) 

J a 

C’est  l’équation  de  l’hyperbole,  lorsque  l’origine  des  coordonnées 
est  au  sommet  de  cette  courbe. 

On  démontrerait  comme  pour  l’ellipse,  t°  que  le  paramètre 

„ — J^L.  ; c’est-à-dire  que  dans  l'hyperbole  , il  est  de  même 
• i a f 

une  troisième  proportionnelle  aux  deux  axes  ; 

a°  Que  les  quarrés  des  ordonnées  sont  entre  eux  comme  les  pro~ 
* duits  des  abscisses  correspondantes. 

3°  Que  l’aire  d’une  hyperbole  quelconque  comprise  entre  deux 
ordonnées,  est  à l’aire  de  l’hyperbole  équilatère  correspondante , 
comprise  entre  les  mêmes  ordonnées  , comme  le  second  axe  est  au 
premier.  Mais  la  méthode  par  laquelle  on  détermine  les  aires  Ab- 
solues de  ces  courbes  n’est  pas  de  nature  à être  exposée  dans  cet 
ouvrage. 

Equation  de  la  parabole. 

377.  La  propriété  caractéristique  de  cette  courbe , est  que  tous 
Fig.109.  ''ints  sont  autant  éloignés  d une  droite  donnée  AC,  que  d’un 
point  fixe  ou  foyer  F également  donné.  Nous  donnerons  n° 
le  tracé  de  cette  courbe. 

Soit  AP  = ar,  PM  — y,  et  AFz=  ; on  aura  PF—x—^ 


la  re- 
lation 

x -\/  (*  - V )*  + 


Puisque  l’on  doit  toujours  avoir  CM  — MF,  et  que. 
MF  — y » , il  est  évident  que  l’on  a 


386 
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Elevant  le  tout  aü  quarré,  développant  et  réduisant,  on  obtient 

S = px-  4-  (1> 


Pl.  X. 
Fig.aog. 


Telle  est  l’équation  de  la  parabole.  Lorsque  y — o , on  a pour 
l'abscisse  du  sommet  B, x zz:  ; ainsi  ce  sommet  est  au  milieu 

de  la  distance  AF.  En  y plaçant  l’origine  des  coordonnées , au- 
quel cas  x — x'  l’équation  précédente  se  réduit  à la  sui- 

vante , 

y * = P*'t  (a) 

qui  est  l’équation  au  sommet  de  la  parabole  : de  là  on  tire 

y = ± V Px>  • 

De  ce  résultat  l’on  doit  iuférer  que  la  courbe  est  partagée,  par 
l’axe  des  x,  en  deux  parties  symétriques  , qu’elle  s’étend  à l'infini, 
mais  du  côté  des  x positives  seulement. 

Si  l’on  cherchait  la  valeur  de  la  double  ordonnée  qui  passe 
par  le  foyer , on  la  trouverait  égale  à p ; en  effet , on  a alors 
/ P 

x ■=.  - ; parlant, 

f — P • -J-  = "X . ou  = P- 

Concluons  de  là  que  le  paramètre  mm1  de  la  parabole,  est  le 
quadruple  de  la  distance  du  sommet  au  foyer. 

Pour  un  autre  point  ayant  pour  coordonnées  X1  et  Y,  on  aurait 
de  même , 

Y*  — p X1  ; 

ainsi, 

y : Y’::  x1  : x> , 

c’est-à-dire  que  dans  la  parabole  les  quarrès  des  ordonnées  sont 
entre  eux  comme  les  abscisses  correspondantes. 

5»  ’ 

Si  dans  l’équation  (a)  du  n°  17  4 > l’on  met  pour  sa  valeur 


■ P ■ , elle  deviendra  , 

ia  ’ 1 

y=~^ax'  - x'*); 
et  si  dans  celle-ci  l’on  fait  a infini,  elle  se  réduira  à 

y%  —px1  ; 
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1*l.  X.  ce  qui  apprend  que  la  parabole  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe 
I ig.209.  est  infini.  On  verra  en  Mécanique  que  cette  courbe  représente  la 
route  que  suivrait  un  projectile  lancé  dans  le  vide. 

278.  Quadrature  de  la  parabole.  Par  les  extrémités 
M , M 1 , M11....  des  ordonnées  PM,  P'M',  Pf,M"....  Menons  les 

droites  MJV,  M1  N1,  M^N" parallèles  à l’axe  des  x , et  joi- 

* gnons  les  points  MM* , M'AP1...;  alors  il  en  résultera  le  polygone 
MM1  M11 ....  B inscrit  à la  parabole;  et  si  xy , x'y'  , x’y, ....  sont 
les  coordonnées  des  points  M , M1,  M{'.... , on  aura  par  la  pro- 
priété de  cette  courbe , 

J'*  — px,  y<*  — px',  y"*  = px",  etc.  (m) 

Cela  poséj  les  aires  des  trapèzes  intérieurs  PM' , P1  M11 .... 
seront 


*±*L(x  — x>)x=  Q,  y-^{x  ' — ^)  = Q',etc. 

et  celles  des  trapèzes  extérieurs  NM' , N'M11 


(y  — y')  = q, 


X • -h  x ‘ 


(y  —y")  = etc. 


Ainsi 


Q Çy  + y)  (*  — *') 
q “ [y— y1)  (*  -*•  «'C 


Q'_ 

?' 


(y  +y")  [x'-x") 


,;>  etc. 


(y— y1)  (*'  + *") 

En  soustrayant  la  a®  équation  (//>)  de  la  première,  il  vient 

_ y— y*_(>+y)  Cr— y ) 

x — - x ' ZH  - 1 zxx  — - ■■  - - 

p . p 

et  substituant  cette  valeur  dans  le  premier  rapport  précédent,  on 
a , après  avoir  réduit, 

q _ {y  * y y . 

q i>(*  + *')  ’ 

Or,  rien  n’empêchant  de  prendre  le  point  M'  aussi  près  qu’on 
voudra  du  point  M , il  s’ensuit  que  les  différences  x — x'  et  y — y' 
pourront  être  au-dessous  de  toute  grandeur  assignable;  l’ex- 
Q t . 2V1 

pression  du  rapport  aura  donc  pour  limite  ~ ’pX~  =a  5 donc 
alors 

O Q'  O" 

— = a ; dans  la  même  circonstance  , • — y-  = a,  — — — = a , etc. 

q q q 

Tous  ces  rapports  étant  égaux  , on  a 

Q + Q'  + Q"-  _ 

q + q1  + q".... 
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Mais  le  numérateur  <?+<?'-+-  <?"....  exprime,  dans  cette  hy- 
pothèse, l’aire  S du  segment  parabolique  MM'  M" ....  BP,  et  le 
dénominateur  représente  l’aire  s de  l’espace  mixtiligne  MM' M" .... 

BN : ces  deux  aires  réunies  constituent  celle  du  rectangle  circons- 
crit BPMN ; on  a donc;  en  désignant  simplement  par  P l’aire  de 
ce  rectangle, 

— — i,  P — S s , et  enfin  S = us  — p. 

Il  suit  de  là  que  l’aire  de  t espace  parabolique  BMP  est  les  deux 
Tiers  du  rectangle  PN  circonscrit.  Ainsi  la  parabole  est  une  courbe 
exactement  quarrable. 

379.  Le  cercle,  l’ellipse,  l’hyperbole  et  la  parabole,  sont  des 
courbes  du  second  degré  ou  du  second  ordre,  parce  que  leurs 
équations  renferment  les  secondes  puissances  des  variables.  Nous 
allons  donner  la  discussion  complète  d'une  équation  générale  du 
second  degré  entre  deux  variables,  afin  de  faire  voir  qu’une 
telle  équation  ne  peut  donner  naissance  qu’à  l’une  des  courbes 
dont  nous  venons  de  parler.  Ce  sont  ces  courbes  que  les  anciens 
nommaient  sections  coniques , parce  qu’en  effet  on  les  obtient  en 
coupant,  suivant  certaines  conditions,  un  cône  par  un  plan. 

Supposons  pour  exemple,  que  la  génératrice  SB  du  cône  BSC  à Pl.  IV. 
base  circulaire  soit  prolongée  du  côté  du  sommet,  dans  toutes  ses^ig-iaS. 
positions  possibles;  de  prolongement  de  cette  génératrice  engen- 
drera le  second  cône  B' SC1  qui  aura  même  sommet  S que  le  pre- 
mier, et  dont  l’axe  SA'  fera  le  prolongement  de  AS.  Cela  posé  , 
t°  si  le  ptan  coupant  bc  est  parallèle  à la  base  BC,  la  section  sera 
un  cercle;  20  si  ce  plan  coupe  les  deux  côtés  SB,  SC  du  premier 
cône,  la  section  sera  une  ellipse;  3°  si  ce  plan  est  parallèle  à l’un 
de  ces  côtés,  la  section  sera  une  parabole;  4°  enfin,  si  ce  même 
pian  coupe  les  deux  cônes  opposés  BSC,  B' SC' , sans  passer  par 
le  sommet  S,  la  section  sera  une  hyperbole. 

Le  tracé  de  ces  courbes  se  déduit  immédiatement  de  leurs  pro-Pu.  X. 
priétés.  Etant  donné  la  distance  des  foyers  FF1  = ac  de  l’ellipse  , Fig-a^. 
et  la  somme  des  rayons  vecteurs  ==  aa,  on  en  conclut  le  demi 

grand  axe  rr  a et  le  demi  petit  axe  ô \/  a*  — c’ . Cela  posé  on 
marquera  sur  une  ligne  droite  la  distance  a c = le  demi  grand 
axe,  et  la  distance  bc  = le  demi  petit  axe;  puis  ayant  mené 
AB , ED  à angles  droits , on  fera  mouvoir  la  ligne  a b c de  manière 
à ce  que  a , b se  trouvent  constamment  sur  deux  côtés  de  cet  angle  ; 
le  point  c décrira  l'ellipse. 

En  effet  soit  abM,  une  des  positions  de  la  ligne  décrivante,  les 
triangles  semblables  aCb,  bMP,  donnent  Cb  ; bP  ::,ab  : bM  ou 
Cb  -H  bP  ; bP  ab  -f-  bM  : bM , ou  en  désignant  toujours  par 
a le  demi  grand  axe,  et  par  b le  demi  petit  axe,  et  par  <s,  y,  les. 
coordonnées  du  point  M. 
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v x : bP  a : b 
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mais  bP  = ^ b‘  — y1';  donc  bx  — a \/  b1  — y*. 

Elevant  an  quarré  et  transposant,  on  obtient 
b‘  x' a' f =z  a%  b' 

qui  est  précisément  l’équation  connue  de  l’ellipse  ( n°  274);  cette 
méthode,  très-commode  pour  être  employée  sur  le  papier,  ne  con- 
serve pas  le  même  avantage  lorsqu'on  veut  tracer  en  grand;  on  la 
remplace  alors  par  celle-ci. 

On  fixe  aux  points  F et  F1  les  extrémités  d’un  cordon  dont  la 
longueur  est  celle  du  grand  axe,  ou  de  la  somme  des  rayons 
vecteurs;  on  tend  ce  cordon  à l'aide  d’un  style  qu’on  fait  glisser  le 
long  de  ce  cordon  lui-même,  jusqu’à  ce  qu’il  revienne  au  point 
d'où  il  est  parti.  Son  extrémité  a tracé  alors  la  courbe  demandée. 

Fig.208.  Pour  décrire  une  portion  quelconque  d'hyperbole  par  un  mou- 
vement continu,  on  assujettit  une  règle  à tourner  autour  du  point 
F1,  on  fixe  à l'extrémité  R de  cette  règleet  au  point  F , un  fil  dont 
la  longueur  soit  moindre  que  F1  R de  la  quantité  RB1  ; on  fait 
ensuite  tourner  la  règle  en  appuyant  contre  elle,  avec  un  style  M, 
le  fil  RMF , de  manière  qu’il  demeure  toujours  tendu;  le  style 
trace  ainsi  un  arc  de  courbe  qui  appartient  à l'hyperbole  dont 
l'axe  est  BB\  et  dont  les  foyers  sont  A F1 . Nous  ne  nous  arrêterons 
. point  à la  construction  de  cette  courbe  par  points. 

Fig.269.  La  construction  de  la  parabole  résulte  de  sa  propriété  caracté- 
ristique ( n°  277  );  pour  décrire  celte  courbe  par  points,  il  faut 
d un  rayon  FM"  > BP , mais  d’ailleurs  arbitraire,  décrire  un 
cercle  , faire  AP11  — FM"  , et  mener  par  P11  parallèlement  à AC 
une  droite  P11  M11  ; le  point  Al11  où  cette  droite  coupera  le  cercle, 
appartiendra  à la- parabole  demandée;  car  il  est  évident  que  CM11 
étant  parallèle  et  égale  à AP11,  sera  égale  à FM".  Pour  tracer 
cette  courbe  par  un  mouvement  continu  , on  place  le  long  de  AC 
une  règle  sur  laquelle  on  fait  mouvoir  une  équerre  dont  l’un  des 
côtés  est  représenté  par  C'R;  on  attache  au  point  F l’extrémité  d’un 
fil  dont  la  longueur  est  CR  , et  dont  l'autre  extrémité  est  fixée  au 
point  R ; on  tend  ce  fil  par  un  style  en  l’appliquant  contre  le 
côté  CR,  et  le  style  décrit.une  portion  de  parabole. 
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CHAPITRE  II. 

TRANSFORMATION  UES  COORDONNEES  ; PROPRIETES  DES 
COURBES  DU  SECOND  ORDRE. 

280.  L’équation  la  plus  générale  du  second  degré  à deux  va- 
riables, est 

Ay'  + Bxy  + Cx%  -f-  Dy  -+-  Ex  = F,  (t) 

les  coefficiens  A , B , C , Z>,  E , F étant  des  quantités  connues.  Si 
on  la  résolvait  par  rapport  à y,  on  aurait 

Bx  -f-  D 

y- zr- 

± — — \f (B‘  — 1>AC)  x'->ri  (Bn  — iAE\  i-4-Z)  4-  4 AF.' 

Or  en  supposant  toujours  que  la  courbe  à laquelle  cette  équation 
appartient,  soit  rapportée  à des  axes  rectangles,  il  est  évident 
qu'il  existe  deux  ordonnées  pour  une  même  abscisse  x.  De  sorte 
que  si  l’on  attribuait  à cette  abscisse  toutes  les  valeurs  possibles, 
tant  positives  que  négatives,  on  aurait  les  valeurs  correspondantes 
de  y,  et  par  conséquent  les  ordonnées  réelles  ou  imaginaires  de 
tous  les  points  de  la  courbe  cherchée,  ce  qui  ferait  connaître  l’é- 
tendue et  les  limites  de  cette  courbe  ; mais  pour  ne  pas  nous  enga- 
ger dans  de  trop  longs  calculs,  et  né  pas  dépasser  d’ailleurs  les 
bornes  d’un  ouvrage  destiné  à de  jeunes  militaires  qui  ne  peuvent 
faire  des  sciences  mathématiques  le  principal  objet  de  leurs 
études,  nous  exposerons  seulement  ici  la  méthode  de  la  trans- 
formation des  coordonnées  : méthode  qui  consiste  à réduire  à 
sa  forme  la  plus  simple  l’équation  généraient;,  sans  toutefois 
lui  rien  ôter  de  sa  généralité,  ni  changer  la  nature  des  courbes 
qu’elle  exprime. 


Formules  pour  la  transformation  des  coordonnées. 

281 . Puisque  nous  avons  en  vue  de  conserver  le  degré  de  l’é- 
quation (1),  il  faut  nécessairement  que  les  valeurs  que  nous  sub- 
stituerons pour  x et  y soient  de  la  forme  suivante  : 

x — mt  H-  pu  -+-  a. , y — nt  4-  qu  -J-  0 ; 

3»  et  y étant  les  coordonnées  primitives , et  t,  u les  nouvelles 
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Pu.  X.  coordonnées.  Quant  aux  constantes  m,  n,  p,  q,  a,  fi,  elles 
déterminent  la  positiou  des  nouveaux  axes  par  rapport  aux  pre- 
miers. 

Fig.aio.  Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  second  système 
seulement  soit  oblique,  et  que  celui-ci  et  le  premier  aient  la 
même  origine  A.  Par  exemple,  soient  AX  et  AYfes  axes  des 
coordonnées  rectangulaires,  et  AT,  AU  les  axes  des  coordonnées 
obliques;  puis  désignons  par  x, y les  coordonnées  AP,  PM  du 
point  M,  relatives  au  premier  système;  et  par  t , u les  coordon- 
nées AK  , KM  du  même  point,  relatives  au  second  système.  Enfin 
soit  nommé  tp  l’angle  TAX , et  6 l’angle  UAX ; on  aura,  à cause 
des  triangles  rectangles  ARK , KGM , et  en  supposantle  rayon  des 
tables  = 1 , 

AR  — t cos.  <p  , RK  — t >in.  <p  , 

KG  = « cos.  8 , GM  = u sin.  8 ; 

or  AP  = AR  -f  KG  , et  PM  = RK  + GM, 

donc  x — t cos.  tp  -J-  u cos.  8 , y = t sin.  <p  -H  u sin.  8 ; 

ou  bien  , faisons  pour  abréger,  cos.  t)—m,  sin.  ip  zzn  , cos.  8 — p, 
sin.  8 q ; on  aura 

x mt  -J- pu  , y =znt  -}-  qu. 

Ainsi  en  substituant  dans  une  équation  en  x et  y,  les  valeurs 
mêmes  de  ces  variables,  on  parviendra  à une  transformée  en  t et 
en  u , qui  sera  du  même  degré  , et  la  courbe  représentée  par  cette 
nouvelle  équation  sera  rapportée  à des  coordonnées  obliques  fai- 
sant entre  elles  l'angle  8 — <p. 

382.  Si  les  axes  du  second  système  étaient  eux-mêmes  rectan- 
gulaires, cet  angle  8 — q)  serait  égal  au  quadrant,  c’est-à-dire  que 
l’on  aurait 

8 — <P  = ioo*r,  et  par  conséquent  8 ~ ^00  -f-  ip  ; de  là 
( n°*  ai4  et  ai6  ),  et  à cause  de  sin.  ioosr  = 1 , cos.  ioob1  = o , 

t 

l’on  conclut  sin  8 = cos.  <p , et  cos.  8 = — sin.  <p  ; 

partant  les  valeurs  ci-dessus  de  a;  et  de  y , seraient  simplement, 
x = t cos.  ip  — u sin.  1 T) , y — t sin.  <p  -f-  u cos.  g); 
ou  bien 

x — mt  — nu , y = nt  -f-  mu. 

Dans  la  même  hypothèse,  si  on  changeait  la  position  de  l’ori- 
Fig.2tl.g;ne  ^ on  aurait  ’ > 

SC  = mt  — nu  -{-  a. , y — nt  -f-  mu  -f.  fi  ; 
a et  £ désignant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  rapportée 
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au  système  primitif.  En  effet , soit  a l’origine  primitive  , et  A la  Pl.  X. 
nouvelle  origine  ; il  est  évident  que  l’on  a 

ap  — AP  + ab , pM  zz  PM  -+-  Ab  ; 
mais  ab  — a , Ab  fi , et  ap  — x , pM  — y S 

donc  x zz  mt  — nu  4*  a,  y zz  nt  4“  mu  4"  £. 

28^.  Dans  bien  des  cas , il  est  commode  de  fixer  la  position  Fig.aia. 
d’un  point  à l’aide  de  sa  distance  à l’origine  et  de  l’angle  que  cette 
ligne  fait  avec  celle  des  x. 

Soit  AM  — r,  angle  MAP  = «p  ; on  aura  par  la  propriété  du 
triangle  rectangle , 

AP  — r cos.  <p,  et  PM  — r sin.  <p  ; 
ou  x — r cos.  H>,  et  y zz  r sin.  <p. 

Dans  ce  cas  , la  ligne  AM  ou  r s’appelle  le  rayon  vecteur  du 
point  M , et  l’origine  A de  ce  rayon  vecteur  se  nomme  le  pâle. 
Lorsque  dans  l'équation  d'une  courbe  on  introduit  ces  dernières 
valeurs  de  x et  de/,  cette  courbe  est  dite  rapportée  à des  coor- 
données polaires. 

Discussion  de  V équation  générale  du  second f degré 
à deux  variables. 

V • 

a84-  Passons  maintenant  à l’usage  des  formules  que  nous  ve- 
nons d'obtenir,  pour  simplifier  l’équation  générale  . 

Ay*  -+-  Bxy  4-  Cv*  -f-  Dy  4-  Ex  F.  (1) 

Si  nous  transposons  d’abord  les  axes  parallèlement  à eux-mêmes, 
on  aura 

x = x'  •+•  «,  / = y'  + 0 ; 
et  l’équation  (1)  deviendra 

Ayi'  H-  Bx'y'  + Cx>‘  "J 

-f-  ( iA£  -\-Bol  -4-  D\)>  + (sCa-f-  B$-t-E)x'  l = o.  (2) 

—J—  ^ /8a  —J—  B a.  R -(-  C et’  — D & -f-  F * — F J 

Or  comme  nous  pouvons  disposer  des  quantités  a et  g,  qui 
sont  absolument  arbitraires,  nous  supposerons  , afin  de  faire  dis- 
paraître les  termes  affectés  de  X1  et  de/'  , que  leurs  valeurs  ré- 
sultent des  équations , 

2 A fl  -f-  B a.  4""  El  2 o , 2C  a 4"  P & 4-  E zz  o j 
et  que  l’on  a par  conséquent, 

. _ BD  — 2 AE  BE  — 2 CD 

“ — 4 'AC  — B^'  * ~ lAC  — ~ B:  ’ 
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d’où  il  suit  que  l'équation  (a)  est  ramenée  à cette  forme, 

Ay>'  + Bx'y'  + Cx>*  — F'  = o.  (3) 

Il  n’est  donc  pas  possible,  par  ce  moyen,  de  chasser  le  rec- 
tangle x]y'  des  coordonnées,  puisque  le  coefficient  B est  indé- 
pendant des  quantités  a.  et  fi;  mais  cette  transformation  réussira, 
si  dans  la  dernière  équation  (3) , l’on  introduit  les  valeurs 

x1  — mt  — nu  y y1  — nt  - J-  mu; 

parce  qu’alors  elle  deviendra 

( Am'  — Bmn  -{-  Cri’  ")«’  1 

-f-  [ a ( A — C)mn  + B ( m‘  — n’  ] ] ut  > =:  o.  (4) 
( An'  -f-  B mn  C m1  ) t‘  — F 1 J 


et  que  l'on  pourra  disposer  d’une  des  quantités  m et  n , qui  ne 
doivent  satisfaire  qu’à  l'équation  m'  n' ~ 1,  pour  égaler  à 
zéro  le  coefficient  de  ut;  ce  qui  donnera  cette  nouvelle  relation 
entre  m et  n , 

a ( A — C)  mn  -{■  B (m*  — n*  ) ==  o. 

Ainsi  l’équation  (4)  sera  ramenée  à la  forme  suivante; 

A 1 u'  + C'  t‘  = F', 

en  y faisant  ^ 

Arn‘  — Bmn  -J-  Cn'  ~ A' ■ î 

An'  -j-  Bmn  -J-  Cm'  — Cf  5 

Pour  avoir  des  valeurs  de  A 1 et  de  C1  indépendantes  de  rn  et 
de  n , il  faudra  déduire  celles  de  ces  dernières  quantités  , des 
équations 

a ( A — C ) mn  -}-  B ( m ’ — n”)  = o, 
m'  -J-  n'  = 1 ; 

or,  de  la  première  on  lire 


(5) 

m 


mn  = 


B (m*  — n* ) 
x(C-2)' 


Elevant  cette  valeur  au  qnarré,  et  substituant  dans  le  résultat , 
pour  n’  sa  valeur  1 — tn'  ; on  obtiendra,  en  faisant  d’ailleurs 


;=  k , cette  équation 


/n4  — m'  — — 


i + bit1  ’ 


de  laquelle  on  tire 


a . I 


_ 1 _ C — A _ 

m — ‘ — a y/  , + 4 ~ ‘ ( C — Af+  B 
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et  par  suite 
par  conséquent 


’V  I + 4*-  * 3V’(C—  Ayjf  B'’ 


C — A 


, mn  : 


— « — • , . — — . - 

V(C  — ^4- B*  2V(C-4+fi* 

Maintenant  si  l’on  combine  les  équations  (iW)  par  voie  d’addi- 
tion et  de  soustraction,  l’on  obtiendra 


A'  + O = A + C, 

A'  — C — ( A — C)  («1*  — n *)  — a Bmn  ; 

donc  en  vertu  du  principe  du  n°  59  Algèbre , on  aura,  après  avoir 
éliminé  iw"  — , et  mn  , 

A'  = \A  ■+■  C)  -f  i V ( C — A y A-  B\ 

O = \ {A  + C)~/(C-i)‘  + A*. 

Ces  dernières  expressions  prouvent,  i°  que  A'  et  C'  seront  tou- 
jours des  quantités  réelles  ; a0  que  A'  peut  toujours  être  rendu 
positif;  car  si  A et  C sont  tous  deux  négatifs,  il  n’y  aura  qu’à 
changer  tous  les  signes  de  l’équation  (1);  si  au  contraire  A et  C 
sont  de  signes  diff'érens,  A pourra  être  pris  positivement,  et  pour 
lors  C sera  négatif  : d’où  l’on  voit  que  la  partie  radicale  de  A 1 , 

qui  devient  dans  ce  cas  ^ [/  ( C A 1*  -J-  B' , l’emportera  néces- 
sairement sur  la  partie  rationnelle  j ( A — C). 

Quant  à la  quantité  O , elle  sera  positive  lorsque  A et  C étant 
de  cette  nature,  on  aura  , 

C+A  > V {C  — A)%  + B\ 
ou  + (C  — Ay  + B*, 

ou  bien  2 AC  > — 2 AC  -f-  JS'  , 

ou  ce  qui  est  de  même , lorsque 

4 AC  > B’ , 


expression  qui  constate  que  la  quantité  ltAC  — 2C  est  positive. 

A11  contraire,  C1  sera  négative  , si  A et  C sont  de  signes  diffé- 
rens  ; car,  dans  ce  cas,  sa  partie  radicale  l’emportera  sur  sa  partie 
rationnelle,  et  la  valeur  de  I^AC  — B ’ sera  négative. 

Il  résulte  de  là  que  le  signe  de  t}'  dépend  uniquement  de  celui 
de  l’expression  l^AC  — B ’. 

9.85-  Il  reste  à examiner  le  cas  ou.  4 AC  — B1  : or  cette  rela- 
tion donnant  C'=  o,  l’équation  (5)  est  réduite  à A' F1,  et  les 
valeurs  précédentes  de  a et  £ deviennent  infinies.  Il  n’est  donc 
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plus  possible  de  faire  disparaître  à la  fois  de  l’équation  (a)  les 
termes  en  x'  et  en  y.  Mais  voici  comment  on  évite  cette  difficulté. 
Mettant  dans  l’équation  (i)  les  valeurs 

x — rnt  — nu , y nt  -J-  mu , 
on  aura  la  transformée , 

A<  /,'  -+-  O? 

-{-[z(A  — C)  mn  -+-  B (m*  — n*  ) ] uf 
-f-  ( Dn  -|-  Etn  ) t -f-  ( Dm  — En  ) u 

— . F 

et  faisant,  comme  ci-dessus, 

a ( A — C ) mn  B ( «i*  — n*  ) = o , 

t 

on  obtiendra  pour  m,  n,  A'  et  C , les  mêmes  valeurs  qu’on  a 
trouvées  précédemment;  de  sorte  que  l’équation  (6)  sera  réduite 
à celle-ci, 

A’u%  + C't*  -h  (Dm  — En  j u 1 

+ (/)«+  E/n)  t y J = o.  (6'j 

Cette  opération  ne  fait  qne  changer  la  direction  des  axes;  pour 
déplacer  l’origine,  il  faut  ici  supposer 

t + a' , n = a'  + 


et  l’on  aura  cette  nouvelle  transformée  , 

A'u’’  -f  C'til-\-(iA'Q'+Dm  — En)u' 

(a C* a Dn  -\-Emjl1 

-\-A*Px+  C'a1'-)-  (D/n — En)  (Dn-\-E/n)a'  ' 

— F 


o 


(?) 


de  laquelle  il  ne  sera  pas  possible  de  faire  disparaître  le  terme 
en  t1 , quand  on  aura  C1  — o ; car  dans  cette  circonstance , a1  se- 
rait infinie.  La  réduction  qui  réussit , est  lorsque  l’on  a entre  a.1  et 
les  relations 

a A^fc1  -+-  Dm  — En  ~ o 1 
A>\ Dm- En)  /3'  + (Dn  + £m  )a>— F = o S 

c’est-à— dire  lorsque  l’on  transporte  1 origine  des  coordonnées  à 
un  point  de  la  courbe;  puisque  celte  seconde  relation  n est  autre 
chose  que  celle  (6'),  dans  laquelle  t et  u sont  changées  respective- 
ment en  a*  et  &< . Ainsi  toutes  les  fois  que  l’équation  (i)  sera  ef- 
fectivement celle  d’une  courbe , elle  pourra  être  ramenée  à la 
forme 

T A'u'‘  -f-  C'i'x  — E't'  =r  o;  (:') 
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en  faisant,  dans  la  transformée  (7) , le  coefficient  de  u' égal  à 
léro,  ainsi  que  toute  la  quantité  indépendante  de  u'  et  de  t!  : c’est- 
à-dire  que  les  relations  précédentes  (IV)  fourniront  des  valeurs 
réelles  pour  a!  et  /S'.  D’ailleurs,  c’est  cc  qu’il  est  facile  de  prouver 
à priori  lorsque  C'  = o;  seul  cas  qu’il  s’agit  d’examiner  en  ce  mo- 
ment , et  pour  lequel  l’équation  (7')  se  réduit  à 

A1  un  — E'  t1  z=  o.  (8) 

En  effet,  simplifions  d’abord  la  seconde  relation  (IV),  en  re- 
tranchant celle-ci  de  la  première  multipliée  par  g;  on  aura,  à cause  , 
de  C'  = o, 

a^'/3'  Dm  — En  = o ï 
AU S'1  — (J On  -f-  Em  ) a!  + F = o J 

équations  qui  dpnneront  nécessairement  des  valeurs  réelles,  puis- 
qu’elles peuvent  se  résoudre  comme  celles  du  premier  degré. 

Si  en  même  temps  que  C1  — o,  on  avait  Dn  -f-  Em  — o , il  ne 
resterait  que  l’inconnue  j8'  dans  les  relations  (iV()  , et  alors  il  pour- 
rait arriver  qu’elles  ne  s’accordassent  point  pour  de  certaines  va± 
leurs  particulières  des  constantes;  mais  les  mêmes  hypothèses 
réduisent  la  transformée  (6')  à 

A'  -J-  {Dm  — En)  u z=.  F, 

©u  pour  abréger  , à 

A1  u*  •+■  D'  u — F, 
résultat  indépendant  de  la  coordonnée  t. 

386.  Concluons  de  cette  analyse  , que  l’équation  générale  (1) , 
peut,  par  des  transformations  convenables  de  coordonnées, 
prendre  l’une  des  trois  formes  suivantes  i, 

A>  u * 4-  C t1  — F' 

A'u1'  = E<  t', 

A'  u*  -f  D'u  — F , 

et  que  la  première  a lieu  lorsque  4 riC  > ou  •<  B‘,  tandis  que  les 
deux  autres  répondent  au  cas  où  4 AC  B . 

Maintenant  il  importe  d’assigner  la  forme  des  courbes  repré- 
sentées par  ces  dernières  équations.  Supposons  premièrement  que 
les  trois  quantités  A',  C'  et  F1  soient  positives  , et  rapportons  la 
courbe  donnée  par  l’équation 

A'u’  -b  C>  F = F' 
à des  coordonnées  polaires,  en  faisant 

t ss  r sin.  <p , « = r cos.  p ; 

on  aura 
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OU 

A'r*  cos.”  ç -f-  Or'  sin.”  <p  = F1 

on  a donc 

A1  cos.'ç-f-  C1  sin.'tp  — ) 

~ (^A1  Cos.1  Hf  -J-<  C'  sin.2  <p^  1 


quantité  toujours  réelle,  quel  que  soit  l’angle  <p  ; mais  lorsqu’on 
suppose  r infini , l’équation 

A 1 cos.”  <p  C'  sin.  2 <p  = o, 

montre  que  la  valeur  de  <p  est  imaginaire,  puisque  l’on  en  tire  ' 


sin.  <p  j A1 

= tang.  <j>  ==  ±1/  ~ — : 

cos.  ip  ° r C' 

P> 

or  le  rayon  vecteur  r,  -mesure  toujours  la  distance  de  l’origine  ou 
du  pôle,  à un  point  quelconque  de  la  courbe;  et,  dans  le  cas  ac- 
tuel, ce  rayon  peut  prendre  toutes  les  positions  possibles  autour 
de  ce  point;  donc  la  courbe  que  nous  discutons , est  fermée  : c’est 
celle  à laquelle  on  a donné  le  nom  d 'ellipse. 

11  est  remarquable  que  les  valeurs  de  r sont  égales  et  de  signes 
contraires;  par  conséquent  pour  chaque  valeur  de  <p,  toute  corde 
à la  courbe,  qui  passe  par  l’origine  des  coordonnées,  est  coupée 
en  deux  parties  égales  par  ce  point.  Dans  ce  cas , celte  corde  se 
nomme  un  diamètre  , et  lè  point  qui  la  partage  ainsi  en  deux  par- 
ties égales,  est  le  centre  de  cette  courbe. 

On  obtient  les  points  où  elle  coupe  les  axes  des  t et  des  u , en 
faisant  successivement  dans  son  équation,  u — o,  t — o;  et 
l’on  a * 


ce  procédé  est  conforme  à ce  qui  a été  dit  au  n°  a74 , pour  déter- 
miner les  sommets  de  la  courbe. 

Si  F1  seulement  était  négatif,  l'équation  A' u -j-  C't‘  =:  — F1, 
n’appartiendrait  à aucune  courbe , cela  est  év  ident  ; mais  si  F1 
était  nul , on  aurait 

A'u*  -J-  C't*  — o; 

équation  qui  se  vérifierait  en  faisant  à la  fois,  t = o,  u — o , 
et  qui  ne  représenterait  alors  qu’un  point  placé  à l’origine  même 
des  coordonnées.  • 

Supposons  que  A 1 et  C1  soient  de  signes  difïérens  , auquel  cas 
4 AC  — B * est  négatif  : on  a 
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A'u'  — C't1  = F ', 
et  pour  l’équation  polaire, 

(A1  cos.*  <p C'  sin.1  «p  ) F — F, 


39i) 


ou 


A ' cos.’  <p  — C'  sin.*  <p  sz ; 


par  conséquent 


— ± V^  A' 


cos.*  <p  — C sin.*  <p 


La  valeur  de  r sera  donc  positive  ou  négative,  réelle  ou  imagi- 
naire ; elle  sera  réelle  tant  que  F f étant  positif,  on  aura 

A'  cos.’  <p  > C'  sin.’  <p , 

A' 

ou  tang-*  <P 

ou  bien,  lorsque  F'  étant  négatif,  on  aura 


tang.’  <p  > 


C'. 


et  elle  sera  imaginaire  dans  des  circonstances  contraires. 
De  l’hypothèse  r 0 , on  déduit 

A1  cos.1  <p  — C1  sin.1  <p  = o , 


et  partant , 


tang 


Donc , dans  ce  cas , l’angle  <p  a deux  valeurs  réelles  de  signes 
contraires;  donc  la  courbe  actuelle  a des  points  situés  à l’infini 
dans  deux  sens  opposés;  c'est  l’ hyperbole.  Cette  courbe  a , comme 
l’ellipse , une  infinité  de  diamètres;  car  les  deux  valeurs  réelles  de  r 
sont  égales  et  de  signes  contraires  , et  doivent,  pour  cette  raison, 
être  portées  sur  la  même  ligne  à droite  et  à gauche  de  l’origine 
des  coordonnées  ou  du  centre  de  la  courbe  dont  il  s’agit. 

On  obtient  les  deux  sommets  réels  de  cette  courbe,  en  faisant 
dans  son  équation  , t = o , ce  qui  donne 

u=± 

ces  deux  sommets  sont  donc  sur  l’axe  des  u à égales  distances  de 
l’origine  ou  du  centre.  L’hypothèse  de  u =1  o , donne 

r = ±l/-^ÿ-. 

Ainsi  l’hyperbole  ne  rencontre  point  l’axe  des  l ; mais  en  considé- 
rant celte  dernière  expression  comme  réelle,  ou  a la  grandeur  du 
second  deini-axede  cette  courbe  ( n°  *76). 
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Si  on  avait  F'  ir:  o,  l’équation  A'  a*  = C'i*,  ou 

« = ±^  \/ -J-, 

donnerait  lieu  à deux  droites  placées  symétriquement  au-dessus 
et  au-dessous  de  l’axe  des  t,  et  passant  par  l’origine. 

Enfin , il  est  aisé  de  s'assurer  que  la  courbe  donnée  par  l’équa- 
tion A'u'1  zzF't1,  s'étend  seulement  à l’infini,  à droite  ou  à gauche 
de  l’axe  des  a'  ; c’est  la  parabole. 

287.  Il  est  utile  de  remarquer  que  les  trois  espèces  de  courbes 
que  nous  venons  de  reconnaître  dans  l’équation  (1)  , sont  com- 
prises dans  la  transformée 

A'u''  -f  Ct '*  - E't'=zo, 

qui  donne  l’ellipse,  lorsque  l\AC  — B 1 est  positif,  l’hyper- 
bole dans  le  cas  contraire;  et  qui  comprend  la  parabole,  lorsque 
l\AC  ss  B1. 

Mais  qu’est-ce  que  peut  représenter,  en  Géométrie,  l’équation 
A'  il  + ü'u  = F? 

c’est  ce  qui^nous  reste  à examiner.  En  la  résolvant  par  rapport 
à u , l’on  trouve 

— Zy  d t V kA'F  4-  JD1  » 


Cette  expression  étant  indépendante  de  l’abscisse  t,  et  susceptible 
de  deux  valeurs,  il  s’ensuit  qu’elle  représente  deux  droites  paral- 
lèles à l’axe  des  t , et  distantes  de  cet  axe , 


l’une,  de  la  quantité 


— Z>'-f  V 4A‘F+  D" 
a A> 


, et  l’autre,  de  la 


quantité 


— D>  — V itA'F  + D'* 


Propriétés  des  courbes  du  second  degré  , déduites  de 
la  transformation  des  axes. 


288.  Nous  avons  fait  voir  dans  les  numéros  précédens  , com- 
ment on  parvenait  à des  équations  fort  simples  des  courbes  du 
second  degré , en  prenant  leurs  axes  mêmes  pour  ceux  des  coor- 
* données,  et  leur  centre  ou  leur  sommet  pour  origine.  On  pourrait 
demander  s’il  existe  effectivement  d’autres  systèmes  d’axes  rectan- 
gulaires ou  obliques , par  rapport  auxquels  les  équations  de  ces 
courbes  ont  le  même  degré  de  simplicité  et  la  même  forme  que  rc- 
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lativement  aux  axes  principaux  dont  il  est  question  : aussi , c’est 
à quoi  nous  allons  répondre. 


Propriétés  de  l'ellipse  rapportée  à ses  diamètres  conjugués. 

289.  D’abord , l’équation  de  l’ellipse  A * a'  -j-  Ct ' — F1,  peut 
être  ramenée  à la  forme  symétrique  suivante  : 

a'y'  + bw  = a'b' , (,) 

obtenue  au  n°  274  > et  cela  en  changeant  t en  x , et  u en  y t puis 
faisant 


an  étant,  comme  l’on  sait,  le  grand  axe,  et  aô  le  petit  axe.  Or, 
si  l’on  change  seulement  la  direction  des  coordonnées , et  qu’on 
laisse  indéterminé  l’angle  qu’elles  forment  entre  elles,  on  aura 
( n°  a8i  ) , 

x — mt  4-  pu  , y r=  nt  -f-  qu , 
et  en  vertu  du  n°  ai5 , on  aura  en  outre  les  relations 


ira’  -f-  n’  = 1 , p'  q'  — 1. 

De  la  substitution  des  valeurs  de  « et  y dans  l’équation  (1) , il 
résulte  que 


a’  ( nt  -f-  qu  )’  -f-  b'  ( irai  -f-  pu  )'  = a'b ' ,• 
ou  en  développant  et  ordonnant , 

u 4-  a'  n'  t*  -f"  aa’rag  | ut  — a'b' 
4“  b'  ira’  -j"  a b'mp 


a q 
+ b'p' 


Telle  est  l’équation  de  l’ellipse  rapportée  à des  coordonnées 
quelconques.  Si  pour  faire  disparaître  le  terme  en  ut , on  pose 

a a'nq  4*  a b'mp  = 0, 
l’équation  précédente  se  réduira  à 

n’  4-s’  s’  I (’  = a'b' 

4 ~ b' m'  J 

et  la  courbe  sera  rapportée  à deux  diamètres  conjugués  quelconques. 

Pour  trouver  la  grandeur  de  ces  diamètres  , soit  fait  ici  succes- 
sivement u — o,  t — o (n°  274 )î  on  aura  , en  dénotant  respec- 
tivement par  a'  et  b ' , les  valeurs  résultantes  de  t et  de  u , 

a'b'  ...  a'b ' 


alq% 
+ b'P' 


„ . 

a'  n1  4 - b'  m'  ‘ " a'q'  4.  b'p' 

et  l’équation  de  l’ellipse  sera 

a'V  4-  V't'  = a1' b". 

Géométrie. 


W 


a S 
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Il  ne  doit  y avoir  aucun  doute  sur  la  possibilité  de  la  transfor- 
mation actuelle,  parce  qu'à  cause  des  trois  équations  de  con- 
dition 

m'  «+-  n*  = i , p’  -f-  q'  — i , 
a’nq  b ’ mp  — o , 

entre  les  quatre  quantités,  m,  n , p,  q , on  est  le  maître  de  dis- 
poser de  l’une  d'elles,  et  d’obtenir  toujours  des  valeurs  réelles 
pour  les  autres  quantités.  En  effet,  la  troisième  équation  de  con- 
dition pouvant  s’écrire  ainsi, 

1 I r mP 

a + b ~ o, 

• nq 

ou  a*  ■+■  b ' cot.  9 cot.  8 =.  o. 

nous  montre  que  quelque  valeur  qu’on  suppose  à 9,  celle  de 
cotang  6 sera  toujours  réelle;  il  y a donc  une  infinité  de  systèmes 
de  diamètres  conjugués,  dans  lesquels  l’équation  de  l’ellipse  est 
absolument  semblable  à celle  relative  aux  axes.  Voyons  mainte- 
nant si  cette  même  propriété  existe  lorsque  l’angle  des  nouvelles 
coordonnées  est  droit.  Pans  cette  hypothèse, 

8 <—  9 ~ ioo  gr. 

et,  comme  nous  l’avons  déjà  dit, 

sin.  8 = cos.  9,  cos.  6 =;  — sin.  9 ; 

les  deux  relations  m’-f-  n'  — i q'  — i , rentrent  donc  l’une 

dans  l’autre , ou,  ce  qui  est  de  même  , sont  identiques.  Quant  à 
l’équation  de  condition 

a'nq  -J-  b' mp  — o , 

elle  devient 

2 a’  sin.  <p  cos.  9 — a b*  sin.  9 cos.  9=0, 

ou,  parce  que  a sin.  9 cos.  9 = sin.  a 9 ( n°  317  ),  elle  se 
change  en  celle-ci , 

(a’  — b’)  sin.  39  = o ; 
laquelle  donne  uniquement 

sin.  39  = 0,  ou  9 = o; 

ce  qui  nous  apprend  que  les  nouveaux  axes  rectangulaires  se  con- 
fondent avec  les  axes  primitifs  : conséquemment  il  n’existe  qu’un 
système  de  cette  nature  dans  lequel  l’équation  de  l’ellipse  puisse 
avoir  la  forme  (1).  Mais  si  on  avait  a — b , auquel  cas  l'ellipse 
se  changerait  en  cercle , la  relation 

(a’  — b%  ) sin.  39  = 0 


Digitized  by  Google 


GÉOMKTBIE  ANALYTIQUE.  4o3 
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serait  toujours  satisfaite , quelle  que  fût  la  valeur  de  ; donc  Pi»  X. 
cette  dernière  courbe  peut  être  rapportée  à une  infinité  de  sys- 
tèmes d’axes  rectangles  , par  rapport  auxquels  son  équation  a la 
forme  x‘  -f-y*  =:  a*. 

Les  relations  fa)  qui  ont  lieu  entre  les  quantités  a,  b , a1 , b',  ne 
sont  pas  les  plus  simples  qu’il  soit  possible  de  trouver.  En  effet , 
en  les  multipliant  l’une  par  l’autre , on  obtient 

a*  b* 

a1  bl%  = ; .. 

a4n2q2  + a2b2m2q2  + a2b2n7p2  + b*m2p2  9 

et  si  l’on  élève  au  quarré  l’équation  de  condition  a'nq  -j-  b * mp  — o , 
on  a 


ou 


a*n’q'  -+-  a a'b'mnpq  -J-  b<m’p‘  = o , 


ajn’q’  -j-  b*m'p'  — — la’b'mnpq; 

introduisant  cette  valeur  dans  le  dénominateur  de  la  valeur  de 
anb,% , ce  dénominateur  deviendra  un  quarré  parfait,  et  l’on 
aura  , après  avoir  simplifié  et  extrait  la  racine  quarrée  des  deux 
membres , 


mais 


a'b1 


ab 

mq  — np  ’ 


mq  — np  — cos.  <p  sin.  8 — sin.  <p  cos.  8 = sin.  (8  — <p)  ( n°  ai6  ), 
donc 


a1  h' sin.  (8  — <p  ) ==  ab,  ou  t,a!b'  sra.  (6  — <p)  — ia  X a b ; 


or,  si  l’on  fait  attention  que  a'b'  sin.  (8— <p)  est  l’aire  d’un  pa- 
rallélogramme dont  les  côtés  faisant  l’angle  8 — • <p,  sont  a'  et  b' 
on  conclura  de  ce  résultat,  que  le  rectangle  construit  sur  les  axes 
d’une  ellipse  est  équivalent  au  parallélogramme  construit  sur  ses 
diamètres  conjugués. 


Fig.2i3 


Cherchons  maintenant  une  propriété  absolument  indépendante 
de  l’angle  de  ces  diamètres  ; car , puisque  nous  avons  les  cinq 
équations , H 


(i),  m'-bn*  = i;  (a),  p'  + q'  = 
(3)  , a'nq  •+-  b'mp  — o ; 


(4),  «'*  = 


a’i* 

a*  n1  + b 1 ra* 


(5)  b’  = 


a^b1 


a'q*  b-p » ’ 


l’on  conçoit  que  celles  (i),  (a),  (4),  (5),  doivent,  par  le  procède 
de  l’élimination , faire  connaître  les  quatre  quantités  m,  n,  p,  q ; 
et  que  la  substitution  de  leurs  valeurs  dans  l'équation  de  condi- 
tion (3),  doit  mettre  cette  propriété  en  évidence.  Voici  une  manière 
fort  simple  d’effectuer  ce  calcul. 


a 6* 
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Les  équations  (i)  et  (4),  qui  ne  renferment  que  les  inconnue* 
m , n , peuvent  être  écrites  ainsi , 

m'  + n‘  = i ; 
a,‘a,n‘  -J-  a1  b' m'  — a* b'  ; 

or,  en  traitant  n’  et  m'  comme  des  inconnues  au  premier  degré  , 
puis  procédant  ainsi  qu'il  a été  dit  ( nu  63,  Algèbre ),  on  aura 

, oJ(o'»— 6»)  _t_  ^(a1  — a'») 

m — «'»{«>  — **)  ’ n ~ — b'  ) ' 

Le  second  système  d'équations 

ï*  + P*  = i . 

&\»V  ■+-  ft'V/»*  = a*b', 

étant  parfaitement  semblable  au  premier  système,  il  suffit,  pour 
déterminer  p‘  et  q ’ de  changer  a 1 en  b'  dans  les  valeurs  précédentes 
de  m * et  n’  ; ainsi  l’on  a de  suite  , 

a»  (5'»  — i1)  , *»(«•— 6») 

— >*(«,._*/)  » ? — 6'. (o’—  *»)* 

Cela  posé,  puisque  l’équation  de  condition  (3)  revient  à 
axnq  — — bxmp , • 

on  a , en  la  quarrant, 

a*nxql  = b*rnlpx. 

Substituant  ici  pour  n* , m* , p* , q' , leurs  valeurs,  et  effaçant  les 
dénominateurs,  vu  qu’ils  seraient  les  mêmes  dans  les  deux  membres, 
on  obtiendra 

(a*  — a'*)  («*—  &'*)—  (a'*  — £*)  (£'*  _«,*). 
Développant,  réduisant  et  décomposant  en  facteurs  , on  trouvera 

= o, 

puis  supprimant  le  facteur  commun  a’  — 6*,  on  aura  enfin 
n'*  + b”  — a'  -h  b\ 
ou  t\u"  + 46'*  zz;  4a*  ”1“  4^*  S 

donc , dans  l’ellipse / fa  somme  des  quarrés  des  diamètres  conjugués 
est  égale  à la  somme  des  quarrés  des  axes. 

Propriétés  analogues  de  f hyperbole. 

290.  L’équation  de  cette  courbe  rapportée  à ses  axes  , est,  par 
ce  qui  précède  , 

A>u'  — OC  ~ F’; 
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, JP  _ _P 

en  changeant u en/,/ en  x,  et  faisant  C*=  A'  — — gr~j 

celte  équation  prend  la  forme 

_ ay  + b'x'  = a'b', 

ou  a' y'  — b'x ' = — a'b', 

qui  est  celle  que  nous  avons  obtenue  par  une  autre  voie  (n°  476  ), 
et  qui  dérive  par  conséquent  de  l’équation  analogue  de  l’ellipse,  en 
y faisant  b'  négatif.  On  doit  penser  alors  que  si , pour  l’hyperbole, 
on  change  la  direction  des  coordonnées , on  parviendra  aux  mêmes 
conséquences  que  pour  l’ellipse  ; aussi  en  faisant  le  calcul , trouve- 
t-on  d’abord 


[a'n'  — b'm")  <’  -f-  a [a'nq  — b'mp)ut-\-{a'q' — b‘p')u  z 

puis  , pour  l’équation  de  condition, 

» a'nq  — b'mp  = o ; , 

enfin,  pour  les  valeurs  des  quarfés  des  demi-diamètres  conju- 
gués, 


o"  = 


a'b'  ...  — a'b' 

T»  = 


o*»» — b'm'  ’ " a'q'  — b'p1' 


11  ne  faut  pas  croire  que  ces  valeurs  soient  toutes  deux  de  même 
signe , car  si  l’on  suppose  que  la  seconde  soit  négative , ce  qui  a 
lieu  lorsque  a'q'  > b'p *,  on  aura  au  contraire 

a'n'  < b'm'. 

En  effet , il  résulte,  de  cette  hypothèse , que 


P ' ^ 

~bT  ’ 


P _ a 
°u~<  -jr; 


q'  " b'  ' " q " b 

et  comme , de  l’équation  de  condition  ci-dessus  , 011  tire 


p a'n 

q b'm  ’ 


il  s’ensuit  que 


a'n  a a m 

ou  -7-  < , ou  enfin  «n  < fa  : 

n 


b'm  b ' w“  b 

donc  alors  a”  est  positif,  et  b’'  négatif;  donc,  en  admettant 
que 

a'b'  . ..  a'b ’ 


a'n'  — b'm'  ’ 


b1'  = 


l’équation  de  l’hyperbole  rapportée  à scs  diamètres  conjugués  , 
deviendra 


ar‘u‘ 


b“ï  = 


a'q'  — b'p'  ’ 
dia 

a"b"  j 
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X.  ainsi  celle  courbe  a elle-même  une  infinité  de  diamètres  conju- 
gués, mais  elle  ne  coupera  jamais  l’axe  des  u. 

En  con  t mua  n t de  procéder  pour  l’hyperbole  comme  pour  l’ellipse, 
on  parviendrait  à ces  deux  conséquences,  Savoir  : 

ai4.  i°  Dans  f hyperbole , le  parallélogramme  construit  sur  les  dia- 
mètres conjugués  est  égal  au  rectangle  des  cures. 

2°  La  dtfjërence  des  quarrés  des  diamètres  conjugués  est  égale  à 
celle  des  quarrés  des  axes. 

Propriétés  de  la  pardbole  rapportée  à ses  diamètres  conjugués. 
2QI . L’équation  de  la  parabole  est  ( n01  277  et  286  ) , 

f = 

Elle  ne  peut  élre  transformée  en  une  autre  de  même  forme  par  le 
simple  changement  de  direction  des  coordonnées  , parce  que  les 
équations  de  condition  ramèneraient  aux  coordonnées  primitives; 
mais  en  déplaçant  en  même  temps  l’origine , la  transformation  a 
lieu  , comme  on  va  voir. 

Soit  donc , 

x — mt  -t-  pu  -f-  a , y — nt  qu  -f-  |8  ; 

on  aura 

m1  + /11  = 1 , px  •+•  ql  =*  1 ; 
et  l’équation  précédente  deviendra 

nlP  -j-  %nqut  -f-  q*ul  | 

-f-  ( 2jS n — km  )f  + ( iflq  — kp  )u > — o 

+ **  — ak  J 

Telle  est  celle  de  la  parabole  rapportée  à deux  axes  quelconques  : 
pour  la  ramener  à la  forme , 

«*  = k't 

faisons 

n ZZ  O,  nq  ZZ  O.  2/8  q — kp  — 0 , 13'  — ak  — O, 

ce  qui  est  permis  , puisque  les  indéterminées  sont  au  nombre  de  6. 
L’hypothèse  n — o,  ou  sin.  <p  zz  o satisfait  à la  seconde  équation 
nq  zz  o ; et  de  la  troisième  on  tire 

g — A 

p 2/3 

Il  suit  de  là  que  tous  les  diamètres  de  la  parabole  sont  paral- 
lèles à son  axe  principal , et  que  la  position  de  l’axe  des  u est  don- 
née par  l’équation 
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JL  — k x- 

P 

dont  le  second  membre  exprime  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  des  nouvelles  coordonnées;  or  la  relation 

jS1  — atk  = O , OU  g1  = ko. , 

signifie  que  la  nouvelle  origine  , dont  les  coordonnées  rectangu- 
laires sont  *,  £ est  un  des  points  de  la  courbe  ( n°  »68j;  et  parce 
que  a reste  indéterminée,  cette  nouvelle  origine  peut  être  prise 
partout  où  l’on  voudra  sur  les  branches  de  la  parabole;  donc -la 
valeur  des  angles  des  t,  u , dépendra  de  celle  qu'on  attribuera  à 
l'abscisse  ou  à l’ordonnée  de  cette  nouvelle  origine;  donc  l’équa- 
tion de  la  parabole  rapportée  à ses  diamètres  conjugués,  est 


Donc  enfin  les  quarrës  des  ordonnées  de  cette  courbe  sorti  pro- 
portionnels aux  abcisses  correspondantes  , quel  que  soit  l’angle  des 
coordonnées. 

Des  tangentes  aux  courbes  du  second  degré. 

2Q2.  Si  l’on  conçoit  que  la  partie  d’une  sécante  comprise  dans 
une  courbe  diminue  sans  cesse,  les  deux  points  d'intersection  s’ap- 
procheront de  plus  en  plus  l’un  de  l’autre,  et  lorsque  leur  distance 
sera  nulle,  la  sécante  deviendra  tangente  à la  courbe.  Voici  une 
des  méthodes  les  plus  simples  que  l'on  puisse  employer  pour  ex- 
primer cette  condition  par  l’analyse  algébrique. 

Remarquons  d’abord  que  l’équation  générale  des  courbes  du 
second  degré.  A' u»*  -f-  C’V * — E't'  — o , trouvée  au  n°  a85, 
peut,  en  y changeant  t en  x,  u'  en  y , et  en  divisant  tous  les 
termes  par  A' , être  mise  sous  cette  forme, 

y1  — mx  + nx1.  (i) 

Cela  posé  , soient*,  /3  les  coordonnées  positives  du  point  M ; 
l’équation  de  la  tangente  cherchée , assujétie  à passer  par  ce  point, 
sera  , n“  a68  , 

y — & = A {x  — (T) 

dans-  laquelle  A est  une  quantité  inconnue  qu’il  s’agit  de  détarmi- 
ner,etqui,  lorsque  les  coordonnées  sont  rectangulaires  , comme 
nous  le  supposons  ici,  exprime  la  tangente  trigonométrique  de 
l’angle  formé  par  cette  ligne  et  cejle  des  abscisses. 

Rapportons  les  points  de  la  courbe  Ni\t  à des  coordonnées  po- 
laires , et  pour  cet  effet  faisons  , n°  a8t  , 

x = xi  -+-  r cos.  <f , y — y1  -j-  r sin.  i p ; 
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Vi.  X.  ou  pour  abréger  , 

* = x'  4-  rp , y —y'  ■+•  rq,  (K) 

x' ,y>  désignant  les  coordonnées  AP1,  PNr,  da  point  Av  commun 
à la  sécante  NN ' et  à la  courbe  ; alors  on  aura  entre  ces  coordon- 
nées, la  relation 

y,%  — mx'  -f-  ntt1'  ; (a) 

puisque  dans  l’équation  (1) , x et  y doivent  se  changer  respective- 
ment en  x/  et  y1  ; et  cette  même  équation  (1)  deviendra,  en  y in- 
troduisant les  valeurs  (lf) , 

Ly'  + r(l  )*  = m («'  ■+•  rP  ) + n ( x’  + rp)'. 

Si  on  développe  cette  équation , et  qu’on  ordonne  par  rapport 
à r,  on  obtient 


r*  2 qyf 

— mp 

— mpx > 


r + y>%  — nxP  — mx 1 — o 


résultat  de  la  forme  suivante 


JMA  4-  Br  -f-  C 1x1  o j 
lequel  se  réduirait  à 

Mr  -J-  B -zz  o ; 

puisque  G,  qui  est  indépendant  de  r,  a pour  valeur^'*  — my — nx1', 
et  que  cette  valeur  est  nulle  en  vertu  de  la  relation  (a).  Ainsi , en 
supposant  que  la  partie  NN1  = r de  la  droite  MN  s’anéantisse , 
cette  droite  sera  tangente  à la  courbe , et  résoudra  la  question  ; 
donc  alors , 

B — o. 


Telle  est  l'équation  qui  exprime  la  condition  du  contact.  On 
peut  donc , dans  le  développement  dont  il  s'agit , n’avoir  égard 
qu’aux  termes  multipliés  par  la  première  puissance  de  r;  ainsi 
on  a 


B ~ 2 y'q  — mp  — a npx'  ~ o ; 


Fig.ai5.  d’oii 


P 

par  conséquent  l’équation  (T)  de  la  tangente  , devient 

an**  + m 


f-e  = 


ay' 


(.r  — a). 


(T') 


^et  ai*6  *e  P°*nt  M était  donné  sur  la  courbe  même,  on  aurait 
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a — x',  $ ~y't  pour  lors  l’équation  précédente  deviendrait , Pt.  X. 
en  ajoutant  mx>  — rnx1  dans  le  second  membre , 

a yj'  — x'  ( mx  -f-  m ) + tnx.  [T’) 

Soit  pour  exemple  la  parabole  dont  l'équation  est  y'*  r=  kx'  > 
on  a dans  ce  cas  m ^ /• , et  n — o ; ainsi  l’équation  {J11)  de  la 
tangente  à çette  courbe  , devient 

a yy'  = k ( x'  ■+•  x ) (<") 

Lorsque  l’on  assujétit  cette  droite  à passer  par  un  point  exté- 
rieur à la  courbe , et  dont  les  coordonnées  positives  sont  * et  fi , il 
est  évident  que  l'on  a 

a $Jf  — k (x'-ha). 

Or  en  combinant  cette  équation  avec  celle  y'*  kx'  de  la  courbe, 
on  aurait  les  valeurs  de  x ' et  dey',  c'est-à-dire  les  coordonnées 
des  deux  points  de  contact;  car  par  un  point  pris  extérieurement 
à la  parabole  on  peut  mener  deux  tangentes. 

Si  dans  l’équation  (t")  on  faity  o,  on  aura  AT1  ou  x — — x' ; Fig.217. 
c’est-à-dire  que  dans  l’abscisse  AT'  du  point  7’'  où  la  tangente 
rencontre  l’axe  des  x,  est,  abstraction  faite  du  signe,  égale  à 
l’abjcisse  AP  du  point  de  contact  M.  La  distance  PT ' se  nomme 
la  soutangente  ; ainsi  dans  la  parabole  la  soutangente  est  double  de 
l’abscisse  correspondante . 

2q3.  Une  transformation  absolument  semblable  à celle  quefig-aiyt 
nons  venons  d'effectuer  sur  l’équation  y1  = mx  -4-  nx*,  étant  ap- 
pliquée à l’équation 

A’u'  + CP  = F', 
ou  y'*  = m'xP  -f- 

commune  à l’ellipse  et  à l'hyperbole,  en  prenant  leurs  centres 
pour  origine  des  coordonnées  , conduirait  à l’équation  de  la  tan- 
gente rapportée  à la  même  origine  ; aussi  trouverait-on  pour 
cette  équation , 

m! x* 

y — t — —pr  (*  — «)»  (*') 

maijlorsque  le  point  donné  estcelni  de  contact,  on  a a—x'^—y', 
et  pour  lors  ce  résultat  se  change  en  cet  autre, 

yy'  = m'xx ' -J-  n'  ; (/") 

après  avoir  ajouté  du  même  côté  n'  — n',  et  avoir  réduit. 

Pour  appliquer  cette  dernière  formule  à des  cas  particuliers , 
soit  d’abord 
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. X.  a'y"  61*'1  =c  a'b"  ; 

ou 

b' 

alors  on  aura  ni*  = , n>  ~ b' , 

ai 

et  la  substitution  de  ces  valeurs  donne 

a' y y>  b‘xx!  — a'b' , 

pour  l’équation  de  la  tangente  à l’ellipse.  Lorsque  cette  ligne  est 
assujétie  à passer  par  un  point  extérieur  à cette  courbe,  on  change 
* en  a et  yen  fi,  puisque  l’on  suppose  que  a et  fi  sont  les  coor- 
données de  ce  point. 

Si  les  deux  axes  de  l’ellipse  étaient  égaux , cette  courbe  se  chan- 
gerait en  un  cercle,  et  dans  ce  cas  l’on  aurait  a — b ; donc  l’équa- 
tion de  la  tangente  au  cercle  , est 

yy 1 xx1  s:  a* , 

a étant  le  rayon. 

Enfin , l'équation  de  l’hyperbole  étant  — b'xi*  — — a’i‘, 
celle  de  sa  tangente  est  évidemment 

a’yy1  — b'xxf  zzz  — a'b ’. 

, Il  faudrait,  dans  ces  deux  dernières  formules,  changer  comme 
ci-dessus , x en  a,  ety  en  jS , sia,  fi  désignaient  les  coordonnées 
d’un  point  particulier  par  lequel  dût  passer  la  tangente. 

2g4'  Il  est  important  de  remarquer  que  l’on  parviendrait  en- 
core à des  résultats  semblables,  quand  même  on  combinerait  l’é- 
quation de  la  droite  avec  celles  des  courbes  du  second  ordre  rap- 
portées à leurs  diamètres  conjugués  ; mais  dans  ce  cas  cette  droite 
devrait. être  rapportée  au  même  système  de  coordonnées  obliques 
que  ces  courbes,  et  il  ne  serait  plus  vrai  de  dire  que  dans  l’équa- 
tion {T),  A — -y-  est  une  tangente  trigonométrique;  ce  coefficient 

serait  tout  simplement  le  rapport  d’une  ordonnée  q à l’abscisse 
correspondance^  d’un  des  poiuts  de  la  droite  dont  il  est  question. 

21g  2Q5.  On  entend  par  normale  à une  courbe  , la  perpendiculaire 

à la  tangente,  menée  par  le  point  de  contact.  La  longueur  de  la 
normale  se  compte  depuis  ce  point  de  contact  jusqu’au  point  où 
elle  coupe  l’axe  des  abscisses.  Ainsi  MN  perpendiculaire  à la  tan- 
gente MT  à l’ellipse,  est  la  normale  de  celte  courbe  : or  il  suit  de 
ce  qui  a été  dit  au  n°  269,  que  l’équation  de  la  normale  aux 
courbes  du  second  degré  est  généralement  , 

y—y  = — ~ «o 
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X> , y1  étant  le»  coordonnées  rectangulaire»  dn  point  de  contact , etPç-  *• 
x,y  celle»  d’nn  point  quelconque  de  la  normale  ; mais  à causcF,g2lG- 

JBï'  + 771 

de  A = ; ■ , on  a , 


y — y'  = — 


iy' 


in* r 


(*-*')• 


- , . # 

2Q(S.  Noos  ne  nous  arrêterons  pas  à faire  voir  comment  on 

peut  déterminer,  dans  les  courbes  actuelles,  l’expression  delà 
normale  i WN,  de  la  sous-normale  NP,  ainsi  que  des  autres  lignes 
que  l’on  a coutume  de  considérer;  mais  nous  allons  faire  connaître 
une  propriété  fort  remarquable  des  tangentes. 

Cherchons  d’abord  dans  l’ellipse  a’_y*  -(-  b*x‘  ~ a b , les  équa- 
tions des  rayons  vecteurs  FM , F1  M.  Le  premier  passant  par  le 
p«int  M,  dont  les  coordonnées  sont  x'y1 , a pour  équation 

y — y=zA{x  — xf); 

Mais  par  le  n°  274  , 'a  distance  AF  ~ c.  ~ \/  a1  — ô’;  et  parce 
que  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  MFB  est  négative 
( n°  214) , on  a 


par  conséquent  l’équation  précédente  devient 


D’un  autre  côté  la  tangente  MT  a pour  équation , 
b‘ixf 

y — j'  — — —p  (x — x'),  ou  simplement  y — y'  — A (x — x'). 

Ainsi  cette  ligne  et  le  rayon  vecteur  FM  forment  un  angle  dont  la 
tangente  trigonométrique^  pour  expression  (n°  217  ) , 

A — k 

* 1 * Ak 

mettant  ici  pour  A et  k leurs  valeurs,  et  réduisant  à l’aide  de  la 
relation  «t*  — b'  = c' , il  viendra 

6* 

tang.  F MT  — — — j— . 

Sans  entreprendre  un  calcul  analogue  à celui-ci , pour  détermi- 
ner l’équation  du  rayon  vecteur  FfM,  on  voit  bien  qu’il  suffit, 
dans  les  formules  précédentes  , de  faire  c négatif,  puisque  AF1  est 
situé  à l’opposé  de  AF  ; on  aura  donc  sur-le-champ, 


tang.  F1  MT  — 


— F 

cy‘ 
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Pt.  X.  Concluons  de  là  que  les  angles  FMT , F' MT  ayant  leurs  tan- 
gentes trigonométriques  égales  et  de  signes  contraires  , sont  sup- 
plcmens  l’un  de  l’antre,  etparconséquentquel’angle  T' MF'  —TMF  ; 
propriété  qui  a également  lieu  pour  l’hyperbole,  comme  il  est  aisé 
de  s’en  convaincre.  > 

On  démontre  en  physique  qu'un  rayon  de  lumière  venant  frap- 
per en  M un  corps  opaque,  est  réfléchi  par  la  surface  de  ce  corps  , 
de  telle  manière  que  l’angle  de  réflexion  est  égal  à l’angle  d’inci- 
dence; ainsi  un  rayon  lumineux  qui  partirait  du  point  F,  et  vien- 
drait frapper  en  Afune  surface  elliptique,  serait  réfléchi  en  F 

297.  Lorsque  le  grand  axe  d’une  ellipse  est  infini,  cette  courbe 
dégénère  en  parabole,  et  l’un  des  rayons  vecteurs  qui  prend  alors 
le  nom  de  diamètre , devient  parallèle  à cet  axe  ; donc  tous  les 
rayons  lumineux  parlant  du  foyer  d’une  surface  parabolique,  sont 
réfléchis  parallèlement  à l'axe  de  cette  surface:  c’est  en  effet  ce 
qu'apprendrait  la  méthode  de  calcul  précédente  , puisqu’on  trou- 
verait que  les  angles  FMT' , F1  MT  sont  égaux. 

Fig.aly.  jj  résulte  donc  de  ce  qui  précède  , que  dans  les  trois  courbes  du 
second  ordre  , la  normale  divise  toujours  en  deux  parties  égales 
l’angle  formé  par  les  deux  rayons  vecteurs  ; propriété  qui  offre 
un  moyen  bien  simple  pour  mener  une  tangente  à l’une  de  ces 
courbes  , lorsque  le  point  de  contact  est  donné. 


Des  asymptotes. 

Fig.218.  298.  On  sait,  par  ce  qui  précède , que  la  tangente  à l’hyperbole, 

menée  par  le  point  M , dont  les  coordonnées  JP,  PM  sont  x1 , y1 , 
a pour  équation  , 

a.'yy'  — b’xx 1 ~ — a'b ’ : 

or,  pour  déterminer  la  distance  P T,  (jui  se  nomme  la  sous-tan- 
gente, il  faut  d’abord  faire  y s=  o dans  cette  équation  , parce  qu’au 
point  T l’ordonnée  est  nulle;  on  aura  donc  ensuite , 

a1 

A T , ou  x = -p-, 

a * x '*  — a* 

delà,  PT  — J P — AT~.t' p-  = — p — • 

Il  est  remarquable  que  la  valeur  de  AT  décroîtra  d autant  plus, 
que  l’abscisse  AP  sera  plus  grande,  mais  que  l’on  n’aura  jamais 

. fl* 

AT  — o , puisque  le  numérateur  de  la  fraction  -p-  est  une 

quantité  constante  ; cependant  cette  valeur  pourra  être  prise  aussi 
petite  qu’on  voudra.  Ainsi  le  point  A est  la  limite  vers  laquelle 
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le  point  T tend  sans  cesse.  Dans  la  même  circonstance , l'angle  Pi~  X. 
MTP  diminue  de  plus  en  plus  ; et  comme  on  a Fig.ai8. 


tang.  MTP  zzi  A — 


b'x' 

a?y 


bx> 


en  faisant  attention  que  l’équation  de  la  courbe  donne 


y'  = 


frA*  — a’i1 
a* 


9 


on  peut  écrire 


tang.  MT  P — 


% • (J* 

D’où  l'on  voit  qu’à  mesure  que  la  fraction  — diminue , la  va- 
leur de  tang.  MTP  tend  à devenir  égale  à ; mais  si  au  som- 
met B de  l’hyperbole  on  élève  au  demi-axe  AB  la  perpendiculaire 
B K — b,  e t que  l’on  mène  AK!,  l’angle  B AK  aura  pour  tangente 
b 

trigonométrique  — ; donc  cet  angle  est  une  limite  que  celui  MTP 

ne  saurait  atteindre,  mais  dont  il  peut  cependant  approcher  sans 
cesse;  donc  la  droite  AKI  est  en  même  temps  la  limite  de  toutes 
les  tangentes  de  la  branche  BM  de  l'hyperbole.  C’est  cette  droite 
AKI  que  l’on  nomme  asymptote  ; il  en  existe  évidemment  une 
autre  AKT , située  au-dessous  de  l’axe  des  x,  et  faisant  avec  cet 
axe  le  même  angle  que  la  première.  Enfin  en  proloogcant-ces  deux 
asymptotes  du  côté  des  x négatifs , elles  seront  en  même  temps 
celles  des  deux  branches  de  l'hyperbole  opposée.  Il  est  donc  vrai 
de  dire  que  les  branches  de  cette  courbe  s’approchent  sans  cesse 
des  asymptotes,  sans  jamais  pouvoir  les  atteindre. 

Maintenant  pour  faire  connaître  la  simplification  dont  l’équa- 
tion de  l’hyperbole  est  susceptible,  lorsqu’on  choisit  ces  asymp- 
totes pour  axes  des  coordonnées  , nous  transformerons  dans  cette 
vue  l’équation  de  cette  courbe , à l’aide  des  formules  générales 

X ZZ.  mt  -f-  pu , y — nt  -J-  qu. 

Cette  équation  qui  est 

ay  — 4V  = — a'b * , 

deviendra  donc 

( a'q'  — b'p ’ ) 11’  -|-  a ( a'nq  — b ’ mp  ) ut 
^ („V  — b'm'  ) l'  = — «**’; 
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mais  dans  le  cas  actuel, 

— = tang.  B AK  = , et  J-  = tang.  B AK'—  — , 

m - a p a 

d’où 

n1  _ 

m1  a’  ’ p1  a’ 

relations  qui  nous  apprennent  que  les  coefficiens  de  u’  et  de  sont 
nuis  ; on  a donc  pour  équation  de  l’hyperbole, 

— a’i* 


n>  b'  g ' B1 

nT  ~âT  ' P1  o1  ’ 


ut  = 


a {aïnq  — b'mp) 


(0 


De  plus , à cause  de 


— ~ , et  de  m’  + n = i , (n°ai5) 

m*  a’ 


on  tire 


m m 


Va*  + t’ 
De  même,  à cause  de 


et  n — 


V a' 


a'  4-  6* 


on  tire 


JL  = i-  et  de  + q'  = i , 
n1  a* 


a , - b 

P = 1 . et  5 • 

V aï  -¥  b*  V a»  + />* 


Ici  nous  prenons  négativement  la  valeur  de  q , parce  qu’en 

vertu  de  la  relation  J-  =^,  > et  g doivent  être  de  signes 

contraires. 

Il  suit  de  là  que 

v , f a*  b*  \ 

i {a'nq  — b'mp)  — — 4 ) • 

par  conséquent  l’équation  (i)  de  la  courbe  est  simplement 


«*  + b'  — 

Ut  = 7 ~ /'7  • 


Telle  est  celle  que  nous  avions  en  vue  de  trouver.  Si  l’hyperbole 
était  équilatère,  son  équation  serait  évidemment 


a 2 

UtZH y 

2 


et  l’angle  des  asymptotes  serait  droit. 
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299.  Avant  de  passer  à d'autres  théories,  nous  démontrerons  Pu.  X. 
encore  une  autre  propriété  très-remarquable  de  l’hyperbole,  sa-  Fig.ai4. 
voir  : Si  par  un  point  M/  quelconque  de  cette  tourbe  on  mène  une 
sécante  M/N",  les  deux  parties  M'N',  de  cette  droite,  com- 

prises entre  chaque  branche  de  V hyperbole  à son  asymptote , se- 
ront égales. 

Prenons  pour  axes  des  coordonnées,  les  asymptotes  AN11,  AN 
et  désignons  par  x'yt , xllj'11  les  coordonnées  obliques  des  points 
M',  M"  de  l’hyperbole  par  lesquelles  passe  la  sécante  NtN1.  L’é- 
quation de  cette  droite,  en  tant  qu’elle  contient  le  point, M1 , sera 
de  la  forme  ( n°  a68  ) , 


y — y’  —A  (x  — x'); 


par  la  même  raison  , on  aura  relativement  au  point  M11 


et  par  suite 


y — y>' = A (x— -x"  ) 
y'— y"  = A ( x'—  x"  ) 


D'un  autre  côté  l’hyperbole  rapportée  à ses  asymptotes , four- 
nira par  ce  qui  précède  , ces  deux  relations 

x'y!  = M' , x"y"  = M’ , 

lesquelles  étant  soustraites  l’une  de  l’autre  , donnent  celle-ci , 


x'yt  — x?1  y — o , 


qui  peut  se  mettre  sous  cette  forme, 

x<  ( y t — y ) y — x11  ) — o , 
et  qui,  en  vertu  de  la  deuxième  { a ) se  change  en  cette  autre 
Ax1  ( xt  — x11  ) -j-  y ( x>  — x11  ) — o , 
ou 

» ( x1  — x"  ) ( y41  ■+•  Ax>^  — o. 


Or,  le  premier  facteur  de  cette  équation  ne  pouvant  être  nul, 
il  s’ensuit  que 

— y' 

y -f-  Ax>  — o , et  que  par  conséquent  x>  = — ; 

A 

c’est  là  l’expression  de  Q'N'; 

Faisant  ensuite  y — o dans  la  première  équation  (a)  , afin 
d’avoir  l’abscisse  x du  point  N 11  où  la  sécante  rencontre  l’axe 
AN1-,  on  aura 


c’est-à-dire  la  valeur  de  P11  N1  , 

donc  QtNt  — PHN1^  donc  (n°  18)  les  deux  triangles  Q'M /2V/  ,Fig.xi& 
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Pl.  X.  P"  WAP1  sont  égaux;  donc  enfin  N'AI'  — WAP1 , ce  qui  est  la 
Fig.318.  propriété  énoncée. 

II  suit  de  là  un  moyen  très-simple  de  mener  une  tangente  à 
l’hyperbole  rapportée  à ses  asymptotes , lorsque  le  point  par  le- 
quel cette  droite  doit  passer  est  donné  sur  cette  courbe.  En  effet , 
soit/n  le  point  de  contact  donné;  menez  mp  parallèle  à l'asymp- 
tote AJ , et  prenez  pn  = Ap;  la  droite  nmn ' sera  la  tangente 
demandée.  Cela  est  de  toute  évidence,  d’après  ce  qui  vient  d’être 
démontré. 


CHAPITRE  III. 


PRINCIPES  DE  LA  GÉOMÏTRIE  ÀÜX  TROIS  DIMENSIONS. 


300.  Nous  n’avons  considéré,  dans  les  chapitres  précédens, 
que  des  points  et  des  lignes  tracés  sur  un  plan,  et  rapportés  à 
deux  axes.  Maintenant  nous  envisagerons  la  chose  sous  le  point 
de  vue  le  plus  général  ; c’est-à-dire  que  nous  supposerons , comme 
dans  le  livre  111  , que  les  points  de  l’espace  sont  rapportés  à trois 
plans  coordonnés  rectangulaires;  mais  malgré  l’utilité  et  l’attrait 
de  ce  genre  de  considérations,  nous  entrerons  dans  peu  de  détails 
à cet  égard,  parce  que  nous  n’avons  pour  but  que  de  faire  l’ana- 
lyse du  petit  nombre  de  propositions  de  géométrie  susceptibles  de 
trouver  des  applications  dans  la  Mécanique  élémentaire. 


Pu.  V.  3o  I • Nous  avons  déjà  observé  qu’un  point  était  donné  dans 
Fig.iéi.  l’espace  par  ces  distances  à trois  plans  perpendiculaires  entre  eux. 
Ces  distances  se  nomment  les  coordonnées  de  ce  point.  Ainsi , 
an,  nM< , M' M sont  les  coordonnées  du  point  Al  situé  dans  l’es- 
pace. On  désigne  ordinairement  ces  distances  respectives  par  X,y,  z, 
lorsqu’elles  sont  censées  indéterminées,  ou  par  x',y,z',  lorsqu’elles 
sont  censées  connues.  Dans  ce  cas,  la  droite  ai  se  nomme  l’axe 
des  x ; la  droite  ac,  l’axe  des^y  ; la  droite  ad , l'axe  des  z. 

Les  trois  plans  rectangulaires  cab , cad , bad,  dont  les  axes 
x,  y,  z sont  les  intersections, étant  prolongés  dans  tous  les  sens, 
forment  évidemment  huit  angles  trièdes  égaux.  Lorsque  le  point 
de  l’espace  est  dans  la  région  bade,  ses  coordonnées  sont  posi- 
tives. II  sera  facile  de  déterminer  le  signe  de  chaque  coordonnée, 
si  l’on  fait  attention  que  l’axe  ab  prolongée  au-delà  de  l’origine  a 
est  négatif,  et  qu’il  en  est  de  même  des  autres  axes  ac,  ad. 


302.  Il  suit  du  n°  180 , que  si  l’on  désigne  par  r la  distance  aM, 
diagonale  du  parallélépipède  rectangle  anAl'Al , on  aura, 

r’  = x*  + / + z*. 
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Cette  équation , dans  laquelle  r peut  être  considérée  comme  con-  Pt.  VL 
stante,  etx , y,  2 comme  variables,  satisfait  nécessairement  à tous 
les  points  de  la  surface  d’une  sphère  du  rayon  r,  et  dont  le  centre 
est  l’origine  a des  coordonnées  ; aussi  c’est  pour  cette  raison  que 
l’on  dit  qu'elle  est  celle  de  la  sphère. 

Pour  trouver  l’équation  de  la  trace  de  la  surface  de  la  sphère 
sur  le  plan  bac  ou  xy,  on  voit  bien  qu’il  faut  faire  z — o , puisque 
tous  les  points  de  cette  trace  sont  dans  ce  plan  ; donc, 

^ 4-  y*  » 

est  l’équation  de  la  trace  dont  il  s’agit,  ou  du  cercle  générateur 
de  la  sphère.  Pareillement, 

^ = *‘  + z*,  et  +z* 

sont  respectivement  les  éqnatioDS  de  l’intersection  de  la  sphère 
avec  les  plans  xz  , yz. 

Maintenant  soient  x,y,  z les  coordonnées  du  point  M,  eti-jg,^. 
as' , y1 , z1,  celles  du  point  iV.  La  distance  de  ces  deux  points 
sera 

*=  v — + y )•  + (*-*)*. 

En  effet,  dans  le  trapèze  rectangle  Al'rnnN1 , on  a 
M'N/1  -f  ( M'm  — N'n)' 

= (*'—  *)’  -4-  (y  — r')*» 

de  même , dans  le  trapèze  rectangle  M'  MNN> , on  a 
= M'N'X  -+-  ( N N’  — MM'  )l 

donc , 

**  = (*  — ■*')*  + {y  — y' Y -f-(s  —*')*• 

Si  l’on  suppose  que  R soit  constant,  et  que  x' , y1 , z soient  les 
coordonnées  du  centre  d’une  sphère  du  rayon  fl,  cette  dernière 
équation  sera  celle  de  cette  sphère,  et  x,y,  z seront  les  coor- 
données d’un  point  quelconque  de  sa  surface. 

5o3.  Lorsqu’une  droite  est  située  dans  l’espace  , elle  est  donnée 
de  position  par  ses  projections  sur  deux  plans  coordonnés  (n°  181). 

Soit,  par  exemple,  MN  cette  droite;  l’équation  de  sa  projection 
horizontale  M' N'  sera  de  cette  forme, 

y = ax  + a; 

et  l’équation  de  sa  projection  verticale  sera  de  même, 
z =:  bx  -j-  (h. 

Géométrie.  27 
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Or,  si  l’on  voulait  avoir  la  projection  de  cette  même  droite  sur 
le  plan  cad  ou  des  yz  , il  faudrait  éliminer  x entre  ces  deux 
équations  , car  cette  troisième  projection  est  donnée  par  les  deux 
autres  ( n°  181  ). 

Si  la  droite  proposée  devait  passer  par  un  point  ayant  x',y',  z' 
pour  coordonnées,  les  équations  de  ses  projections  seraient , en 
opérant  comme  au  n°  a68, 

y — y<  — a (x  — x'), 

z — z'  = b {x  — en'), 

dans  lesquelles  x,y , z appartiendraient  à un  point  quelconque  de 
cette  droite. 

Si  en  outre  on  l’assujétissait  à passer  par  un  second  point  ayant 
■*">  Z1,  z>l  Pour  coordonnées,  on  aurait  évidemment , 

yii—yi  = «(*"  — x')  d’où  a = 

z»  — z>  — b ( x"  — x’  ) b — Z _ Z , 


et  pour  lors  les  équations  précédentes  deviendraient, 


y - y - Çzrr,  (•  — *')> 

7/  (*  — *')> 


X»  X1 

z"  — z' 
x1*  — x' 


Remarquez  bien  que  les  valeurs  ci-dessus  de  a et  de  b,  sont 
celles  des  tangentes  trigonoinétriques  des  angles  que  les  projec- 
tions de  MN  sur  les  plans  xy  et  xz  , font  respectivement  avec  l'axe 
des  x ; et  que  les  constantes  a,  £ seraient  nécessairement  nulles , 
si  la  droite  passait  par  l’origine  des  coordonnées. 

3o/(.  On  sait  par  le  n°  186,  que  lorsque  deux  droites  sont  pa- 
rallèles dans  l’espace  , leurs  projections  sur  chaque  plan  coordonné 
sont  elles-mêmes  parallèles.  Soient  donc  , 

y = ax  + a, 
z — bx  -+-  £ , 

les  équations  d’une  droite  : celles  d’une  autre  droite  , parallèle  à 
celle-ci,  seront  (n°a67); 

y — ax  -f-  «’ , 
z = bx  + & t 

«/  et  £'  restant  indéterminées,  puisqu'il  y a une  infinité  de  droites 
qui  peuvent  être  parallèles  à la  proposée;  mais  elles  cesseraient  de 
l'être  si  cette  seconde  droite  devait  passer  par  un  point  donné. 
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3o5.  Trouver  l’angle  de  deux  droites  situées  dans  l'espace  et  P t~  V. 
données  de  position  par  rapport  à trois  axes  rectangles. 

Supposons , pour  plus  de  simplicité,  que  ces  deux  droites  partent  Fig-i4i. 
del’originea  des  coordonnées  rectangles,  et  considérons  aM  comme 
l’une  d’elles  : cette  droite  sera  donnée  de  position  dans  l'espace,  si 
les  angles  Mab,  Mac,  Mad , qu'elle  fait  avec  les  axes  x,  y,  z,  sont 
connus.  Pareillement,  une  autre  droite  aN serait  donnée  de  posi- 
tion , si  les  angles  Nab,  Nac  , Nad , étaient  connus. 

Soient  alors  , 

Mab  = X et  Nab  = X? , 

Mac  = Y Nac  = Y’ , 

Mad  rz  Z Nad  = Z’ , 

puis  , prenons  aM  33  aN  ; faisons  aM  — r;  désignons  par  x,y,z, 
les  coordonnées  du  point  M\  et  par  x' , y1  ,zt , celles  du  point  N. 

Cela  posé,  on  aura  ( n°  3oa), 


r*  = x*  4-  f + a*  » 

r*  = y + a'*  j 


("*) 


mais  dans  le  triangle  aMn , rectangle  en  n , on  a ^ a®  aiq),  en 
faisant  le  rayon  des  tables  égal  à l’unité , 


an  33:  x — r cos.  X , 


de  même,  dans  le  triangle  rectangle  aMn' , on  a 
an  — y — r cos.  Y-, 
enfin,  dans  le  triangle  rectangle  aMn' * , on  a 
an11  33  z 3=  r cos.  ’Z, 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  première  équation  (m),  on  obtient 
cette  relation  remarquable , 

i ==  cos.’  X 4-  cos.’  Y -j-  cos’  Z.  (a) 

La  seconde  équation  (m)  donnerait  donc  de  même, 

i = cos.’  X1  cos.’  Y 1 4~  cos.’  Z1  ; (4) 

Ainsi  la  somme  des  quarrés  des  cosinus  des  angles  qu’une  droite 
Jait  avec  trois  axes  rectangles  est  égale  à l’unité , ou  au  quarré  du 
rayon  des  tables.  * 

Maintenant,  comme  par  le  théorème  du  n°  aa3  le  triangle  aMN 
donne 


MNZ  — a M1  -y-  a N2  — a aM  X aN  )<  cos.  P'; 

/'désignant  l’angle  des  deux  droites  aM,  aN,  on  a dans  l’hypo- 
thèse actuelle  , et  en  ayant  égard  aux  relations  obtenues  an  n°  3oa  , 

(x  — x<y  -+-  (j r — y'  )’  4-  ( 3 — z>  )’  — w*  — *r‘  cos.  V, 

zq* 
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ensuite  développant  et  réduisant  à l’aide  des  formules  (// 1) , on 
trouve 

xx‘  yy1  -f-  z*7  — r*  cos.  V. 

Enfin  substituant  pour  x, y,  z , etc. , leurs  valeurs  ci-dessus,  on  a 
définitivement 


cos.  V — cos.  X cos.  X'  -+-  cos.  Y cos.  Y'  -|-  cos.  Z cos.  Z (n) 

c'est-à-dire,  que  le  cosinus  de  l’angle  de  deux  droites  situées  dans 
l’espace  est  égal  à la  somme  faite  des  produits  des  cosinus  des 
angles  qu’elles  forment  respectivement  avec  chacun  des  axes  rectan- 
gulaires , le  rayon  des  tables  étant  toutefois  pris  pour  unité. 

On  peut  donner  à ce  résultat  une  toute  autre  forme  qu’il  im- 
porte de  connaître.  D’abord , remarquons  que  la  projection  sur 
le  plan  des  xy  de  la  droite  aM  est  aM',  laquelle  a pour  équa- 
tion ( n°  220  ), 

y — tang.  (M'ab)  x — aa 5; 


mais 


tang.  ( M'ab  ) zz: 


M>n 

an 


y cos.  .F 

x cos.  X 


a. 


Par  la  même  raison , puisque  la  projection  verticale  de  aM , est 
aM11,  et  que  l’équation  de  celte  projection  est 

s ss  tang.  ( M'ab  ) x zx  bx  , 


on  a 


tang.  (MUab) 


cos.  Z 
cos.  X 


= b; 


et  il  est  évident  que  pour  la  seconde  droite  aN,  dont  les  équations 
des  projections,  sont 

y — a'x,  z — b'x, 


on  a pareillement 


cos.  Y' 
cos.  X' 


cos.  Z' 
cos.  X1 


= b'S 


de  là 

cos.’  Y zz  a’  cos.’  X,  cos.’  Z zz  b’  cos’  X 

cos.’  Y'  zz  a' ’ cos.’  X',  cos.’  Z>  = b »’  cos.’  X'. 

Mettant  ces  valeurs  dans  les  relations  (a.)  et  ( b ) , on  obtient  aisé- 
ment 


cos.  X — 


1 VI  — 1 

, cos.  X'  — 


i +•  a*  ■+•  b7 


V7 1 ■+■  o,a  + 6’>  ’ 
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et  parce  que  l’équation  (n)  peut  être  mise  sous  cette  forme: 


cos.  Vi 


( 


i + 


cos.  Y cos.  Y' 


cos.  Z ccs.  Z' 


l ) C0S' 


cos.  X cos.  JC1  ' cos.  X cos.  X1 
il  est  évident  qu’èlie  peut  être  changée  en  celle-ci , 

cos.  y — [ f + -f-  bb1  ) cos.  X cos.  X' , 

ou  en  cette  autre , 

1 •+•  aa'  + bb' 


X cos.  X', 


cos.  y 


V x + a*  + b*  x + a,%  b'1 


(n<) 


Si  l'angle  des  deux  droites  proposées  était  droit,  l’on  aurait 
cos.  Y — o,  et  partant , 

i -f-  aa'  •+•  bb1  — o; 

telle  est  l’équation  de  condition  qui  existe  dans  cette  hypothèse. 

Quand  même  ces  droites  ne  se  couperaient  point , les  conclu- 
sions précédentes  seraient  toujours  les  mêmes,  parce  que  l’on 
pourrait  mener , par  l’origine  des  axes  , deux  autres  droiles  respec- 
tivement parallèles  aux  proposées,  et  qui  formeraient  absolument 
avec  ces  axes  les  mêmes  angles  que  celles-ci. 


De  l’équation  du  plan. 


3o6.  Pour  trouver  une  relation  entre  les  coordonnées  x,_y  , z 
de  tous  les  points  d’une  surface  plane , comme  nous  en  avons  déjà 
obtenu  une  pour  la  sphère,  supposons  qu'un  plan  soit  engendré 
par  le  mouvement  d’une  droite  tournant  autour  d’une  autre  droite, 
et  faisant  constamment  avec  cette  dernière  un  angle  de  toogr. 
Les  équations  de  la  ligne  fixe  assujétie  à passer  par  un  point 
xr,  / , z',  seront 


y — y'  = a (x  — æ'  ) 1 
z — z 1 — b (x  — .x1  ) \ 


O) 


Celles  de  la  droite  mobile  menée  par  le  même  point , seront  en 
général , 


y — y/  — a’  (x  — x'  ) 1 
z — z1  = b1  (x  — x1  ) i 

Mais  comme  cette  droite  doit  être  perpendiculaire  à l’autre , 
aura  par  le  n°  précédent , l'équation  de  condition 

1 -f-  aa'  bb'  — o; 


(3) 

on 


a'  et  b ' étant  constantes  pour  une  même  position  de  la  perpendi- 
culaire , mais  variables  en  passant  d’une  position  à une  autre.  Met- 
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tant  ici  pour  a’  et  b ' leurs  valeurs  déduites  des  équations  (q)  , on 
obtiendra 


x — x'  + a {y  —y)  -f.  b (z  — z')  = o,  1 
x -j*  ny  -4 - bz  — ( x'  -4-  fl/  bi'  ) ZZ1  o.  f 


(0 


C’est  là  l’équation  d’un  plan  mené  d’une  manière  quelconque 
dans  l’espace,  puisque  a et  b qui  déterminent  la  position  de  la 
droite  fixe,  et  les  coordonnées  x1 , y1 , z'  sont  tout-à-fait  arbi- 
traires. On  peut  dire  aussi  que  cette  équation  est  celle  d’un  plan 
perpendiculaire  à une  droite  donnée  par  ses  projections  ( p ) , et 
passant  par  un  point  donné  x1  y'z1 . 

Afin  de  rendre  les  calculs  plus  symétriques,  on  a coutume  de 
donner  à l’équation  générale  précédente  du  premier  degré  à trois 
indéterminées  , la  forme 


j4x  -f-  By  -|-  Cz  -t"  H rz~  o > 


O') 


auquel  cas , 
B 

~A  ~ 


C — h D 

~jT  — b ' ~Â 


— — (*'  -|-  ay'  -f-  bz1  ). 


Cependant  parmi  les  quatre  constantes  A , B,  C,  D,  trois 
seulement  sont  nécessaires  pour  particulariser  ce  plan.  Dans  les 
applicatibns  l’on  égale  à l’unité  une  de  ces  constantes , ou  bien  on 
la  détermine  par  des  conditions  particulières. 

11  est  évident  qu’on  aura  les  équations  des  deux  traces  du 
plan  (ij  sur  celui  des  xy  et  desxz,  en  faisant  successivement  z—o, 
et  y = o.  Ces  équations  sont 

Ax  -j-  By  -+•  D o 
Ax  -4—  Cz  -j-  D xx  o, 

et  les  deux  traces  se  rencontrent  sur  l’axe  des  x,  en  un  point  dont 
l’abscisse  est 


D 


en  effet,  à ce  point  l’on  a nécessairement  à la  fois  y — o , et 
z — o. 

Si  le  plan  (i1)  passait  par  l’origine  des  coordonnées,  on  aurait 
nécessairement  D — o;  car  lorsque  x et  y sont  nulles  en  même 
temps,  la  coordonnée  z correspondante  doit  être  nulle  aussi,  en 
vertu  de  l’hypothèse. 

307.  Maintenant  rien  n’est  plus  facile  que  de  résoudre  analyti- 
quement le  problème  du  n°  184  où  il  s’agit  de  déterminer  les  pro- 
jections de  l’intersection  de  deux  plans  donnés;  car  les  équations 
de  ces  plans  étant 

Ax  -+■  By  -4*  C*  *4-  -O  = o ) / 

A'x-i-  B'y-f-  C'z-\-  D's  o j ' ' 
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la  question  est  réduite  à attribuer  aux  indéterminées  x,  y,  z , les 
mêmes  valeurs  dans  ces  deux  équations , vu  que  les  coordonnées 
des  points  de  l'intersection  de  deux  plans  sont  communes  aux 
équations  de  ces  plans.  Ainsi,  éliminant,  par  exemple,  z entre 
les  équations  (£),  on  aura  pour  résultante  l’équation  de  la  projec- 
tion , sur  le  plan  xy,  de  l’intersection  proposée. 

Pour  trouver  l’angle  des  deux  plans  , concevons  par  l'ori- 
gine des  coordonnées  deux  autres  plans  parallèles  à ceux-ci , et 
deux  droites  perpendiculaires  à chacun  d’eux;  ces  nouveaux  plans 
qui  auront  pour  équations 

Ax  -f-  By  -f-  Cz  zx,  o , A'  x -h  B' y -f-  Cz  — o, 
et  ces  deux  droites  dont  les  projections  seront  données  par  les 
équations 

y = ax  » y — a'x  1 

z es  bx  J s z b'x 

feront  le  même  angle  que  les  plans  proposés  : or  , d’après  ce  qu’on 
a vu  au  n°  3o6 , on  a ces  relations  , 


B 

a = ~T 

*=■3- 


b'  = 


B< 
A' 
C ’ 

~Âr 


Si  donc  V désigne  l’angle  de  ces  deux  plans , on  aura , en  vertu 
de  la  relation  (n')  du  n°  3o5, 

_»  AA'  4-  BB’  + CC ' 

o*-  y = -T — . 

Vi+A'+B*  v 

Lorsque  V = iooer-,  les  plans  dont  il  s’agit  sont  perpendicu- 
laires entre  eux,  et  l’on  a simplement 

AA 1 + BB < + CC'  ~ o, 


puisque  dans  ce  cas,  cos.  V ■=:  o. 

Si  les  deux  plans  (Æ)  devaient  être  parallèles,  leurs  traces  sur 
chacun  des  plans  coordonnés  seraient  aussi  respectivement  paral- 
lèles entre  elles  : alors  les  traces  du  premier  plan  étant 

Ax  — t“  B y -J-  D ~ o 
Ax  -J-  Cz  D es  o; 
et  celles  du  second  plan  étant  de  même, 


A'x  + B' y -H  D — o , 

A'x- f-  C'z  -|-  D' — o, 

il  faut  absolument,  pour  qu’elles  soient  parallèles  deux  à deux, 
que  l’on  ait  ( n°  *67), 

A _ A'  jt A' 

B B'  ' C — C ' 
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Ces  relations  donnant 


B> 


él*  n — A'C 

A » ° “ A * 


la  seconde  équation  ( k ) deviendra 

+ C*)~-  +D<  -o, 

et  sera  celle  d’un  plan  parallèle  au  premier.  Si  ce  plan  cherché 
devait  en  outre  passer  par  un  point  dont  les  coordonnées  fusscnC 
y',  z',  on  aurait 

( Ax<  ■+■  By'  -f  Cz'  ) ~ 4-  D'  = o, 

et  retranchant  ce  résultat  de  l’équation  précédente , il  viendra , 
après  avoir  divisé  par  ■ ^ — , 

A 


A (as  — x1)  -f-  B (y  — y1)  -f-  C (s  — z>)  — o. 

3o8-  L’expression  de  la  plus  courte  distance  d’un  point  x’,y,  zf 
à un  plan  donné,  s’obtient  par  un  procédé  analogue  à celui  du 
n°  370.  En  effet,  les  équations  de  la  perpendiculaire  cherchée 
sont  ( n°  3o6  ) , 

y— y1  = «(*  — *')  1 , , 

* — z'  = b (x  — x>)  f W 

l’équation  du  plan  donné  est 

Ax.  By  + Cz  D ■=.  o v 

ou  A(x-x>)+B(y  — y>)  + C(z—  z')  + .D'=o,  ) W 

en  faisant  D'  D - f-  Ax 1 -f-  By1  -j-  Cz'  ; 

et  la  plus  courte  distance  u demandée  a pour  expression 

u = V (x  — xl  f -j_  yl )’-+-( z — zi)\ 

Substituant  dans  cette  expression,  pour  y — y1,  z — z1 1 leurs 
valeurs  (1) , on  aura 

u — (x'  — x)  1 -f*  « 1 “t"  r 

Mais  les  conditions  qui  expriment  que  la  droite  (1)  est  perpendi-  • 
culaire  au  plan  (a)  sont  ( n°  3o6  ) , 


par  conséquent 

u = V A'  + B'  + C*. 
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Il  ne  s’agit  plus  que  d’éliminer  x'  — x de  ce  rlsultat  : or  de  l’é-  Pl.  X. 
qualion  (a)  on  tire  au  moyeu  de  celles  (i) 

D<  AD' 


partant 


A + aB  + bC  A*  -t-  B>  6’*  ’ 
D’  D ■+■  Ax’  + By'  + Cz' 


V A*  + B* 


if  A1  + B*  + C‘ 


JOÇ).  Nous  ne  laisserons  point  ignorer  qu’il  existe  une  ma- 
nière fort  simple  d’exprimer  analytiquement  qu’un  plan  est  donné 
de  position  dans  l’espace,  lorsqu’il  est  assujéti  à être  perpendi- 
culaire à une  droite  donnée  de  direction  et  passant  par  l’origine. 
Supposons  d’abord  pour  plus  de  généralité  que  M,  pied  de  cette Fig.aig. 
perpendiculaire  AM , ait  pour  coordonnées  obliques  x,  y,  z,  et 
que  par  les  extrémités  de  ces  coordonnées  on  ait  mené  des  plans 
perpendiculaires  à cette  droite;  la  distance  AM  zz  p sera  évi- 
demment celle  des  deux  plans  extrêmes  dont  il  s’agit.  Il  n'est  pas 
moins  évident  que  si  l’on  désigne  par  a , fi,  y,  les  angles  que  la 
droite  p fait  avec  les  axes  des  x , y,  z , les  trois  parties  AR,  RS,  SM, 
interceptées  entre  les  plans  que  l’on  considère,  seront  respecti- 
vement, 

x cos.  *,  y cos.  (8,  a cos.  y ; 

ainsi  on  aura  pour  la  longueur  de  la  perpendiculaire  AM , 

x cos.  a -J-  y cos.  fi  -4-  z cos.  y — p , 

équation  qui  sera  en  même  temps  celle  d’un  plan  perpendicu- 
laire à la  droite  p,  et  passant  par  son  extrémité  M , ce  qu’il  fallait 
trouver. 

Maintenant  admettons  que  les  axes  AX,  AY,  AZ  , soient  per- 
pendiculaires entre  eux  ; dans  ce  cas  les  coefficiens  cos.  a , cos.  fi  , 
cos.  y,  seront,  en  vertu  du  n°  3o5,  liés  par  l’équation 

cos.’  a -f-  cos.’  fi  cos.’  y =:  1. 

De  là  il  est  aisé  d’avoir  une  expression  très-simple  du  cosinus 
de  l’angle  formé  par  deux  plans  rapportés  à des  coordonnées  rec- 
tangles; car  soient 

x cos.  a -h  y cos.  0 -J-  z cos.  y zzp, 
x cos.  a'  -j-  y cos.  (8t  -|-  z cos.  y’  —p1, 

les  équations  des  deux  plans  donnés;  les  droites  p , p',  qui  leur 
sont  respectivement  perpendiculaires , et  qui  passent  par  l’ori- 
gine, formeront  un  angle  égal  à l’inclinaison  de  ces  plans.  Ainsi, 
appelant  Z'"  cet  angle  , on  aura  sur-le-cbarop  , d’après  la  relation  (n) 
du  n°  3o5, 

cos.  V =x  cos.  a.  cos.  *'  cos.  (8  cos.  fi'  <+•  cos.  y cos.  y' . 


Digitized  by  Google 


/, 2 6’  COURS  DR  MATHÉMATIQUES. 

Sites  plans  actuels  étaient  perpendiculaires  entre  eux,  on  aurait, 
y ~ iooB1-' , ou  cos.  V — o;  et  pour  lors, 

cos.  a cos.  a'  -f-  cos.  fi  cos.  fi'  -j-  cos.  y cos.  y1  — o. 

Si  au  contraire  ils  étaient  parallèles  l’un  à l'autre,  on  aurait 
V — o , ou  cos.  y s=  i ; partant , 

cos  et  cos.  ar  -J-  cos.  fi  cos.  fi'  -+-  cos.  > cos.  y'  — i. 

Dans  les  applications,  le  calcul  est  évidemment  plus  rapide, 
quand  on  désigne  par  une  seule  lettre  le  cosinus  d’un  angle. 

3lO.  Nous  pourrions  parvenir,  avec  la  même  facilité,  à d’au- 
tres résultats  analytiques  à l’aide  desquels  on  résoudrait  avec  beau- 
coup d’élégance  tous  les  problèmes  de  géométrie  descriptive  rap- 
portés dans  le  livre  III  ; mais  ce  qui  précède  suffira,  sans  doute  , 
pour  faire  saisir  aux  Elèves  l’esprit  des  démonstrations  de 
quelques-uns  des  principes  de  Mécanique  fondés  sur  la  théorie 
précédente,  et  qui  constituent  la  dernière  partie  de  cet  ouvrage. 
Quant  à ceux  qui  ont  un  penchant  particulier  pour  l’étude  des 
hautes  sciences  mathématiques,  ils  trouveront  dans  des  écrits  plus 
étendus , tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  compléter  leur  instruction 
en  ce  genre. 


f 
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PRÉCIS  DE  MÉCANIQUE 


DÉFINITIONS  ET  NOTIONS  PRÉLIMINAIRES. 


1.  La  Mécanique  est  la  science  du  mouvement  et  de  l’équi- 
libre. 

Un  point  matériel  est  en  mouvement,  quand  il  coïncide  suc- 
cessivement avec  divers  points  de  l’espace  contigus  les  uns  aux 
autres. 

On  appelle  force  ou  puissance,  toute  cause  qui  meut  ou  tend  à 
mouvoir  un  corps;  on  considère  dans  une  force  sa  direction  et  sa 
quantité. 

Nous  représenterons  les  directions  des  forces  par  des  lignes 
droites;  nous  prendrons  sur  ces  droites  des  longueurs  propor- 
tionnelles aux  forces  pour  déterminer  leurs  rapports,  et  les  inten- 
sités des  forces  seront  désignées  par  les  lettres  P,  Q,  S,  etc.,  placées 
sur  les  directions  de  ces  forces. 

Lorsque  les  forces  appliquées  à un  corps,  ou  système  de  points 
matériels  , se  détruisent  mutuellement , le  système  ne  prend  aucun 
mouvement , et  les  forces  sont  en  équilibre. 

La  Statique  est  la  partie  de  la  mécanique  qui  traite  de  l’équilibre 
des  forces  appliquées  aux  corps  solides  ; et  celle  qui  traite  de  l’é- 
quilibre des  fluides  , ou  des  corps  qui  y sont  plongés,  s’appelle 
Hydros  ta  tique. 

La  Dynamique  a pour  objet  les  circonstances  du  mouvement 
d'un  point  matériel , ou  d’un  système  , lorsque  les  forces  qui  lui 
sont  appliquées  ne  se  font  pas  équilibre. 

2.  Si  plusieurs  forces  P , Q , R,  S , etc.,  sollicitent  un  point  ma- 
tériel, et  sont  en  équilibre,  on  peut  supposer  que  cet  équilibre  est 
dù  à la  présence  d'une  quelconque  des  forces,  de  R,  par  exemple; 
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XI. or  il  y aurait  encore  équilibre,  si  aux  forces  P,  Q et  S on  substi- 
tuait une  force  égale  et  directement  opposée  a R;  c’est-à-dire  la 
force  — R;  celle-ci , produisant  le  même  effet  que  les  forces  P,  Q 
et  S,  en  est , pour  cette  raison  , appelée  la  résultante. 

L’opération  par  laquelle  on  réduit  plusieurs  forces  au  plus  petit 
nombre  pour  connaître  leur  résultante,  ou  le  moindre  nombre  de 
forces  à opposer  aux  premières  pour  faire  équilibre  à celles-ci, 
s’appelle  composition  des  forces. 

. i.  Lorsqu’une  force  P sollicite  un  corps , on  peut  supposer  que  son 
action  est  appliquée  à un  point  quelconque  A de  la  direction  de 
celte  force , pourvu  que  ce  point  soit  invariablement  lié  au  corps  ; 
car  en  appliquant  à ce  point  deux  forces  égales  à P , dont  l’une 
agisse  suivant  la  même  direction  et  dans  le  même  sens  que  P , et 
l’autre  en  sens  contraire,  on  pourra  supposer  que  celle-ci  dé- 
truit l'effet  de  P;  le  corps  sera  alors  sollicité  par  la  force  restante 
égale  à P appliquée  au  pointé,  et  l’état  du  corps  n'aura  pas  été 
changé. 


MÉCANIQUE. 
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Pl.  XL 


PREMIÈRE  SECTION. 

STATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Composition  et  Déposition  des  forces. 

3.  Si  deux  force»  égales,  AB  et  AC,  sont  appliquées  à un  Fie.  a. 
même  point  A,  leur  résultante  divise  évidemment  l’angle  BAC 
en  deux  parties  égales , et  est  par  conséquent  dirigée  suivant  la 
diagonale  du  rhombe  ABCD,  puisqu’il  n’y  a aucune  raison  pour 
que  cette  résultante  fasse  un  plus  petit  angle  avec  une  des  forces 
qu’avec  l'autre. 

Il  n’est  pas  moins  évident  que  si  on  suppose  cette  résultante 
appliquée  au  point  D , on  pourra  lui  substituer  les  deux  forces 
CD  et  BD,  agissant  de  C vers  D,  et  de  B vers  D ; et  que  leur  effet 
sera  le  même  sur  le  point  D,  ou  sur  le  point  A,  que  celui  des  deux 
forces  AB  et  AC,  pourvu  que  ces  points  A et  B soient  invariable- 
ment liés  entre  eux. 

4-  Si , lorsque  deux  forces  appliquées  à un  même  point  A sont  Fie.  3 
entre  elles  comme  m et  n , ou  comme  met/),  leur  résultante  est  b" 
dirigée  suivant  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ccs  » 
forces;'  je  dis  que,  lorsque  les  forces  seront  entre  elles  comme 
m etn  p,  la  résultante  de  celles-ci  serà  encore  dirigée  suivant 
la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  forces. 

En  effet,  soit  le  parallélogramme  ABGF,  et  CD  parallèle  à AB  ■ 
et  supposons  que  AB  : AC  : CF  1 1 m l n l p.  Les  deux  forces 
-AB  et  AC  produisent  par  l’hypothèse  une  force  unique  qui  passe 
par  le  point  D ; à celle-ci  on  peut  substituer  deux  autres  forces 
BD  et  CD  agissant  de  B vers  Z)  et  de  C vers  D;  or  la  force  BD 
passe  par  le  point  G,  et  si  on  suppose  la  force  CD  appliquée  en 
C , celle-ci  et  la  force  Coproduisent  par  la  même  hypothèse  une 
force  unique  qui  passe  aussi  par  le  point  G.  La  résultante  des 
forces  AB  , AC  et  CF,  ou  des  deux  forces  AB  et  AF,  passe  donc 
au  point  G,  et  comme  cette  résultante  est  appliquée  en  A , elle  est 
donc  dirigée  suivant  la  diagonale  AG. 
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Pl.  XL  Faisons  m — n S p = i ; la  résultante  sera  dirigée  suivant 
la  diagonale,  lorsque  les  forces  seront  entre  elles  i ; a,  ensuite 
::  i I 3,  et  ainsi  de  suite , et  enfin  quand  elles  seront  dans  le 
rapport  de  i à g.  La  proposition  ayant  lieu  quand  les  forces  sont 
entre  elles  l g l i , elle  aura  encore  lieu  quand  les  forces  seront 
entre  elles  ; ; g : a,  ensuite  ’.lgl  3,  et  ainsi  de  suite,  et  enfin 
quand  elles  seront  entre  elles  g h , ces  deux  nombres  étant 
commensurables. 

Fig.  4.  Dans  le  cas  où  les  forces  sont  incommensurables,  la  résultante 
est  encore  dirigée  suivant  la  diagonale;  car  si  elle  pouvait  alors 
passer  par  le  point  O;  en  partageant  AB  en  parties  égales  plus 
petites  que  OG,  et  portant  ces  parties  sur  BG  , il  y aura  un  point 
1 de  division  entre  G et  O,-  menant  ensuite  Ml  parallèle  à AB , la 
résultante  des  deux  forces  commensurables  AB  et  AM  sera  dirigée 
suivant^/;  mais  la  résultante  de  celle-ci  est  de  MF,  qui  n'est 
autre  chose  que  celle  des  deux  forces  AB  et  AF,  doit  passer  dans 
l’angle  JAF , elle  ne  pourra  donc  pas  passer  par  le  point  O;  doue , 
quel  que  soit  le  rapport  de  deux  forces  appliquées  à un  même 
point,  la  résultante  de  ces  deux  forces  est  dirigée  suivant  la  dia- 
gonale du  parallélogramme  construit  sur  ces  forces , comme  côtés 
contigus. 

Fig.  5.  Remarquons  que  si,  d’un  point  quelconque  g- pris  sur  la  direc- 
tion de  la  résultante,  on  mène  les  droites  gb  et  gf  respectivement 
parallèles  aux  directions  AF  et  AB , on  a 

p : q : : Ab  : Af 

Fig  6.  5-  La  résultante  de  deux  forces  P et  Q , ou  AB  et  AF,  est  re- 

présentée par  la  diagonale  AG  du  parallélogramme  ABGF. 

Car  la  force  T à opposer  aux  deux  forces'  P et  Q , pour  leur 
faire  équilibre,  ou  pour  Jaire  équilibre  à leur  résultante,  dont 
la  direction  est  A G,  doit  agir  suivant  cette  dernière  droite; 
mais  si  on  suppose  que  la  force  Q fait  équilibre  aux  deux  forces 
P et  T,  la  résultante  de  celle-ci  sera  dirigée  suivant  le  prolonge- 
ment de  QA , et  sera  représentée  par  AH=z  AF;  or  si  on  mène 
HD  parallèle  à AB  , et  qu’on  joigne  HB  qui  sera  égale  et  parallèle 
à AG , on  aura 

p : t ab  : ad-, 

donc  , puisque  AB  représente  la  force  P,  AD  représentera  la  force 
T,  et  comme  cette  force  doit  faire  équilibre  aux  deux  forces  Pet  Q, 
ou  à leur  résultante  R,  celle-ci  sera  donc  aussi  représentée  par 
AD  = AG. 

Ce  théorème  sert  à trouver  graphiquement  la  résultante  de 
plusieurs  forces  qui  sont  dans  un  même  plan,  sans  être  parallèles, 
ou  qui  concourent  en  un  même  point  : on  déterminera  d’abord  la 
résultante  de  deux  de  ces  forces,  en  les  supposant  appliquées  à leur 
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point  de  concours  ; on  composera  ensuite , de  la  même  manière,  Pl.  XL 
cette  résultante  avec  une  troisième  force  , et  ainsi  de  suite. 


6.  La  résultante  de  deux  forces/*  et  Q peut  s’exprimer  au  moyen 
de  ces  forces,  et  de  l’angle  qu’elles  forment. 

Abaissons  du  point  G la  droite  GI  perpendiculaire  sur  AQ , et  Fi».  7. 
nommons  a l’angle  PAQ;  les  triangles  rectangles  G Fl  et  AGT,  ’ 
donnent , 

GI  — P sin.  a,  FI  ■=.  P cos.  a , AG*  — Al"  -f-  GI1  ; 
remarquant  que  sin.’  a -|-  cos.’  a — 1 , on  obtient 
R'  — P'  + Q -f  a PQ  cos.  a; 


et, 


tang.  RAQ  — 


GI 

Al 


P sin.  a. 

Q +/*  cos.  a 


7.  Trois  forces  P,  Q et  R,  dont  une  est  la  résultante  des  deux  Fj  g 
autres , peuvent  être  représentées  chacune  par  le  sinus  de  l'angle  ° 
formé  par  les  directions  des  deux  autres. 

Car  les  quantités  FG , AF  et  AG,  qui  représentent  ces  forces , 
formant  un  triangle,  on  a 

FG  : AF  : AG  : : sin.  RAQ  : sin.  AGF  l sin.  AFG; 
or,  sin.  AGF  “ sin.  RAP , et  sin.  AFG  =;  sin.  PAQ; 
donc , 

fg:  af  : ag,  ou  p : q : r : : sin.  raq  : sin.  par  : sin.  paq. 

Il  suit  de  là  que  de  trois  forces , dont  une  est  la  résultante  des 
deux  autres,  deux  quelconques  sont  réciproquement  comme  les 
perpendiculaires  abaissées  sur  leurs  directions , d'un  point  pris  ar- 
bitrairement sur  la  direction  de  la  troisième. 


8-  La  résultante  de  trois  forces,  P,  Q et  S , appliquées  à un  Fig.  9. 
même  point  A , et  dont  les  directions  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan  , est,  pour  sa  quantité  et  sa  direction,  la  diagonale  du  pa- 
rallélépipède construit  sur  les  parties  des  directions  de  ces  forces 
qui  expriment  leurs  grandeurs  respectives. 

Soient  AB,  AD  et  AC,  les  grandeurs  respectives  des  forces 
P,  Q et  S,  et  ABEDCM  le  parallélipipède  construit  sur  ces  trois 
droites.  La  résultante  r des  deux  forces  P et  Q est  représentée  par 
la  diagonale  AE ; et  à cause  que  EM  est  égale  et  parallèle  à AC, 
AEMC  est  un  parallélogramme.  La  diagonale  AM  de  ce  parallé- 
logramme, ou  du  parallélipipède,  représentera  donc  la  résultante 
des  deux  forces  r et  S,  ou  celle  des  trois  forces  P,  Q et  S. 

Si  les  directions  des  forces  P,  Q et  S sont  rectangulaires  , on  a 

/•’  = P'  + Q' , et  /{’=/>’+<?’  + S’. 
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XI.  q.  On  peut  toujours  décomposer  une  force  R,  appliquée  à un 
5-  £>•  pointé,  entrois  autres  forces  respectivement  parallèles  à trois 
droites  tirées  par  un  même  point  dans  l’espace. 

Prenons  JM  pour  représenter  la  force  R;  menons  par  le 
point  Ai  trois  droites  parallèles  aux  axes  donnés,  ces  trois  droites 
détermineront  trois  plans;  conduisons  ensuite  par  le  point  M 
trois  plans  respectivement  parallèles  aux  trois  premiers,  ces  six 
plans  formeront  un  parallélipipède  dont  JM  sera  la  diagonale, 
et  dont  les  arêtes  contiguës  au  point  J , seront  les  composantes 
cherchées. 

Dans  le  cas  où  le  parallélipipède  est  rectangle,  si  on  joint  le 
point  M avec  les  points  B , D et  C , et  si  on  désigne  par  >,  /S  et  y 
les  angles  que  la  diagonale  JM  fait  avec  les  arêtes  JB , JD  et  JC, 
les  triangles  rectangles  JBM,  JDM  et  JCM  donneront , 

P — R cos.  a,  Q — R cos.  (3 , et  S — R cos.  y ; 

d’où  l’on  voit  que  l’action  d’une  force  R,  estimée  suivant  une  di- 
rection donnée,  se  trouve  en  multipliant  cette  force  par  le  cosinus 
de  l’angle  qu'elle  forme  avec  la  direction  donnée. 

Si  l’on  ajoute  les  quarrés  des  trois  dernières  équations,  en  ob- 
servant que 

R‘  = P'  -f-  <?*  + 6" , 

on  obtient  cette  relation  déjà  démontrée  au  n°  3o5  ( Géométrie 
Analytique ). 

i = cos.*  a.  -f-  cos.*  /3  + cos.’  y. 

t O.  Pour  trouver  la  résultante  de  plusieurs  forces  appliquées 
à un  même  point,  suivant  des  directions  quelconques,  on  décom- 
posera chaque  force  en  trois  autres,  dirigées  suivant  trois  axes 
rectangulaires  tirés  par  ce  point,  en  la  multipliant  successive- 
ment parle  cosinus  de  l’angle  qu’elle  fait  avec  chacun  de  ces  axes; 
on  fera  une  somme  des  forces  qui  agissent  suivant  chaque  axe,  et 
on  n’aura  plus  que  trois  forces  perpendiculaires  entre  elles  : en  les 
désignant  par  X , F,  Z,  et  leur  résultante  par  R,  on  aura 

R = V X*  + F + Z\ 

Nommons  p l’angle  que  R fait  avec  sa  projection  sur  le  plan  de 
JT  et  de  Y , et  4 l’angle  que  cette  projection  fait  avec  la  force  X: 
la  direction  de  R sera  déterminée  par  les  formules  , 

Y Z 

tang.  4 = -ÿ-,  et  tang.  <p  = — -. 

-*■  V X*  -j-  Y1 

j i . Si  les  forces  appliquées  à un  même  point,  et  situées  dans 
des  plans  différens,  ne  sont  qu’au  nombre  de  trois,  telles  que 
P , Q et  S;  en  désignant  par  a,  b , c les  angles  que  ces  forces 
font  deux  à deux  , et  se  rappelant  que  le  cosinus  de  l’angle  que 
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forment  entre  elles  deux  droites  est  égal  à la  somme  des  produits  Pi~  XI. 
des  cosinus  des  angles  que  ces  deux  droites  font  avec  chaque  axe 
(n°  3o5  , Géométrie  analytique ) , on  trouvera,  en  suivant  le  pro- 
cédé ci-dessus, 

R‘  ~ P*  -J-  Q'  -J-  S'  -j-  a PQ  cos.  a a PS  cos.  b -|-  a QS  cos.  c. 

12*  Lorsque  les  forces  P,  Q,  S,  T,  etc.,  appliquées,  suivant 
des  directions  quelconques,  à un  même  point  matériel  libre,  se  dé- 
truisent mutuellement , la  résultante  de  toutes  ces  forces  est  nulle; 
on  a donc , 

'•  . • 

V JP  + r*  + Z*  = o; 

ce  qui  exige  qu'on  ait , 

J = o,  f = o,  et  Z =:  o. 

1 3.  La  résultante  de  deux  forces  parallèles  P et  Q qui  agissent  Fig.  10. 
dans  le  même  sens,  est  parallèle  aux  directions  de  ses  forces,  et 
égale  à leur  somme;  et  les  distances  de  la  direction  de  cette  résul- 
tante à celles  des  forces  , sont  réciproquement  proportionnelles  à 
ces  forces. 

Supposons  les  forces  entre  elles  comme  AM  et  PI,  appliquées 
perpendiculairement  a la  droite  inflexible  AB  ; on  peut,  sans  chan- 
ger la  résultante  de  ces  deux  forces,  appliquer  à Ja  droite  AB  deux 
forces  AH  et  BK  égales  et  contraires  dans  la  direction  AB.  Con- 
struisons les  rectangles  AHLM  et  NKBI ; la  résultante  des  deux 
forces  P et  Q sera  la  même  que  celles  des  forces  AL  et  B N.  Con- 
cevons ces  deux  dernières  forces  appliquées  à leur  point  de  con- 
cours E,  et  représentées  par  EZ  et  EF;  abaissons  EC  perpendi- 
culaire à AB , et  construisons  les  rectangles  EGZT  et  ED  FO.  La 
résultante  des  deux  forces  P et  Q sera  encore  la  même  que  celle 
des  quatre  forces  EG,  ED , ET  et  EO ; or  les  deux  premières  étant 
égales  et  contraires  se  détruisent  ; il  ne  reste  donc  pour  former  la 
résultante,  que  les  deux  forces  ET  et  EO  qui  agissent  dans  le 
même  sens  suivant  EC , et  qui , par  conséquent , se  réduisent  à une 
seule  égale  à feur  somme  ou  à P -f - Q , puisque  ET  =z  AM,  et 
que  EO  =.  BI.  % ' - . 

Les  triangles  semblables  EZT  et  EAC  donnent: 

et  : ec  ::  zt  : ac; 

les  triangles  semblables  EOF  et  ECB , donnent  de  même 
EC  : EO  : : CB  : OF-, 

multipliant  ces  deux  proportions,  on  a , à cause  de  ZT  — OF, 

ET  : EO  BC  : AC; 

ou,  p : q ::  bc  : ac { 

Mécanique.  a 8 
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XI.  ou,  après  avoir  tiré  la  droite  quelconque  BF, 

“■  P : Q ::  BY  : YF. 

Donc,  pour  trouver  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  Pet  Q, 
qui  agissent  dans  le  même  sens  , il  faudra  couper  leurs  directions 
par  une  droite  quelconque  BF;  et  faisant  B F = a et  FY  — x , la 
résultante  B de  ces  deux  forces  sera  déterminée  par  les  deux  for- 
mules , 

+ etx  = p^7q‘ 

Si  la  force  Q agissait  en  sens  contraire  de  la  force  P,  on  chan- 
gerait son  signe,  et  ces  deux  formules  deviendraient 

B — P — Q , et  x = 

Dans  ce  dernier  cas,  si  on  a P > Q , la  quantité  x sera  négative  , 
et  devra  être  portée  de  F en  Y1,  et  la  résultante  agira  dans  le  même 
sens  que  P.  Si  au  contraire  on  a P,  x sera  positive  et  plus 
grande  que  FB,  la  résultante  passera  vers  Y",  et  agira  dans  le  sens 
de  la  force  Q. 

Si  Q agissant  toujours  en  sens  contraire  de  P ou  avait  P — Q , 

B deviendrait  nulle  etx  infini,  c’est-à-dire  que  dans  le  cas  parti- 
culier de  deux  forces  parallèles  agissant  en  sens  contraires,  leur 
réduction  à une  seule  est  physiquement  impossible,  et  par  con- 
séquent on  ne  peut  pas  leur  faire  équilibre  avec  une  seule  force, 
quelque  valeur  qu’on  lui  donne  et  de  quelque  manière  qu’on  l'ap- 
plique. C’est  à ce  système  qu’on  a donné  le  nom  de  Couple.  (Voyez 
la  Statique  de  M.  Poinsot.  ) 

La  proportion  Pl  Q II  BY  l YF,  donne  aussi 

p + q ou  b : p : q ::  bf  : by  : yf; 

d’où  l’on  voit  que,  si  on  coupe  les  directions  de  deux  forces  paral- 
lèles et  de  leur  résultante  par  une  droite  quelconque,  chacune  de 
ces  forces  pourra  être  représentée  par  la  partie  de  cette  droite  in- 
terceptée par  les  deux  autres. 

l/f.  S’il  s’agit  de  décomposer  une  force  B en  deux  autres 
P et  Q,  qui  lui  soient  parallèles,  et  dont  l’une  P soit  donnée,  ainsi 
que  son  point  d’application  F ; l’autre  composante  sera  donnée  % 
par  les  formules , 

P . FY 

Q=B—P,  et  YB  — s— - -p. 

Si  on  voulait  décomposer  une  force  B en  deux  forces  qui  lui 
fussent  parallèles , et  qui  fussent  appliquées  aux  points  donné» 

F et  B , on  déduirait  encore  des  proportions  ci-dessus  , 
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p_R  yb 

BF  ' 


et  O — 


R . Fr 
~~BF 


Pl.  XI. 


l5.  La  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles  P,  Q,  S,  etc. , 
situées  ou  non  dans  un  même  plan , est  égale  à la  somme  de  ces 
forces,  en  leur  donnant  des  signes  convenables. 

Car  les  forces  P et  Q étant  parallèles,  leur  résultante  r est  pa- 
rallèle à ces  forces,  et  l’on  a r — P Q ; r et  S étant  parallèles 
è P , sont  parallèles  entre  elles,  leur  résultante  R est  parallèle  à ces 
forces , et  on  a R r -f-  S, 

ou , R zzz  P Q -j-  S • 

La  direction  de  R se  trouve  en  joignant  les  points  d’application 
de  P et  Q par  une  droite  qu’on  partage  en  raison  inverse  de  ces 
forces;  on  joint  ce  point  de  division  avec  le  point  d’application 
de  5 par  une  seconde  droite  qu’on  partage  encore  en  raison  inverse 
des  forces  r et  S,  et  le  second  point  de  division  est  le  point  d’ap- 
plication de  R. 


Des  momens , de  leur  usage  dans  la  composition  des 
jorces , et  des  équations  d’équilibre. 

16.  On  appelle  moment  d’une  force,  le  produit  de  cette  force 
par  la  distance  de  sa  direction  à un  point,  à une  droite  ou  à tin 
plan. 

Le  moment  de  la  résultante  de  deux  forces  parallèles , par  rap- 
port à un  point  quelconque  pris  dans  le  plan  de  ces  forces,  est 
égal  à la  somme  des  momens  de  ces  forces. 

D’un  point  quelconque  A , pris  dans  le  plan  des  forces  parallèles  Fig.  n. 
Pet  Q,  tirons  AD  perpendiculaire  aux  directions  de  ces  forces 
et  de  leur  résultante  R.  Le  point  C d’application  de  cette  résul- 
tante doit  être  situé  de  manière  qu’on  ait 

P . BC  = Q . CD; 

mais  BC  — AC  — - AB  , et  CD  =r  AD  — AC  ; substituant  ces 
valeurs  dans  l’équation  précédente,  et  rassemblant  tous  les  termes 
multipliés  par  AC,  on  aura 

( P + Q ) . AC,  ou  R . AC  = P . AB  + Q . AD-, 
ou,  en  désignant  par  r,  p et  q les  distances  AC , AB  et  AD, 

Rr  — Pp  - f-  Qq. 

Si  une  des  forces  agissait  en  sens  contraire  des  autres  , il 
faudrait  changer  son  signe  , ainsi  que  celui  de  sa  distance  au 
point  A , si  la  direction  de  cette  force  était  située  de  l’autre  c&é 
de  ce  point. 

28* 
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Pc.  XL  17.  Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles 

Lig.  12.  situées  dans  un  même  plan , par  rapport  à un  point  quelconque 
de  ce  plan , est  égal  à la  somme  des  moinens  de  ces  forces , en 
donnant  aux  forces  et  aux  distances  des  signes  convenables. 

Car,  si  U est  la  résultante  des  deux  forces  P et  Q,  et  u sa  dis- 
tance au  point  A , on  vient  de  voir  qu’on  a 

Uu  — Pp  -f-  Qq. 

Soit  S une  troisième  force,  et  R la  résultante  de  S et  U , on 
trouve  de  la  même  manière, 

Rr  = Uu  -4-  Ss  ; 

' et  ajoutant  ces  équations,  il  vient 

Rr  — Pp  -}-  Qq  -j-  St. 

La  résultante  d’un  nombre  quelconque  de  forces  parallèles  , 
dirigées  dans  un  même  plan , est  donc  déterminée  par  les  équa- 
tions suivantes: 

Jl  = P + Q-f  5 + etc. 

PP  + Qq  + Ss 

~ F + <?-+-  S - 

Observons  qu’on  ne  troublerait  pas  l’égalité  Rr  — Pp  -}-  Qfl-f-  Ss 
en  multipliant  toutes  les  forces , ou  toutes  les  distances  par  un 
même  coefficient;  d’où  il  suit  que  la  droite  AD  peut  n’étre  pas 
perpendiculaire  aux  directions  des  forces. 

I 8.  Concevons  maintenant  une  quatrième  force  T,  égale  et  direc- 
tement opposée  à la  résultante  des  forces  P , Q et  S;  il  y aura  équi- 
libre entre  les  quatre  forces  P , Q,  S et  T,  et  l’on  aura  R — — T, 
Rr  — — 77;  substituant,  au  lieu  de  R et  Rr  leurs  valeurs,  on 
obtiendra , pour  les  conditions  de  l’équilibre  de  plusieurs  forces 
parallèles  situées  dans  un  même  plan  et  appliquées  à un  corps 
libre , les  équations  suivantes  : 

P + <?+£  + T — a 

Pp+  Qÿ-f-  Ss  -f-  Tt  — o, 

les  inomens  étant  pris  par  rapport  à un  point  quelconque  du  plan 
des  forces. 

Si  le  point  A du  système  est  fixe  , et  si  les  forces  P,  Q et  .9  sont 
en  équilibre,  la  résultante  R n’étant  pas  nulle,  devra  être  appli- 
quée à ce  point  pour  y être  détruite,  et  l’équation  de  l’équilibre 
dans  oc  cas  , à cause  que  r = o,  sera 

Pp  Qq  -f-  Ss,  -f-  etc.  — o , 
les  momens  étant  pris  par  rapport  au  point  fixe  du  système. 
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H}.  Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  qui  ont'tPii.  XI. 
des  directions  quelconques  dans  un  même  plan  , par  rapport  à un  Fig.  1 *• 
point  quelconque  de  ce  plan,  est  égal  à la  somme  des  momens  de 
ces  forces. 

Soit  R la  résultante  des  forces  P,  Q et  S;  tirons  par  le  poiht 
quelconque  A , une  droite  A.Y,  qui  rencontre  les  directions  de  ces 
forces  et  celle  de  leur  résultante  , respectivement  aux  points 
B , C,  D et  E ; désignons  par  a,  /3 , y et  <f  les  angles  XBP,  XCQ , etc. 
que  les  directions  des  forces  font  avec  l’axe  AX,  et  par  p,q,s,r, 
les  distances  des  directions  des  forces  au  pointé;  concevons  cbaqnc 
force  appliquée  au  point  où  sa  direction  rencontre  AX,  et  décom- 
posons-la  en  deux  autres;  l’une  dirigée  suivant  AX,  et  l’autre 
perpendiculaire  à cet  axe,  ces  dernières  étant  parallèles,  et  ayant 
El  pour  résultante,  on  a par  le  théorème  précédent , 

El  . AE  — BG  . AB  ■+■  CH  . AC  + DL  . AD;  (a) 
mais  les  triangles  semblables  ElU  et  ATE  donnent 

ei  : eu  : : at  : ae,  ou  ei  . ae  — eu  . at  = iv- 

On  prouverait  de  même  que 

BG  . AB  = Pp , CH  . AC  ==  Qq,  et  DL  . AD  — Ss. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a),  elle  devient 

Rr  — P p -j-  Qq  -f-  Ss  etc.  (b) 

Les  valeurs  trigonométriques  des  forces  qui  entrent  dans  l'équa- 
tion (u),  calculées  au  moyen  des  angles  a,  H,  y et  /,  ainsi  que  les 
situations  de  ces  forces  à l’égard  du  point  A,  détermineront  les 
signes  qu’on  doit  donner  aux  termes  de  l’équation  (6). 

Lorsque  la  résultante  R passe  par  le  point  A , on  a r = o , et 
l’équation  précédente  devient 

PP  + Qï  + Ss  = °» 

d’où  l’on  voit  que  la  somme  des  momens  de  plusieurs  forces  situées 
dans  un  même  plan  est  nulle,  par  rapport  à un  point  quelconque 
de  la  direction  de  leur  résultante. 

Si  les  forces  P , Q et  S sont  appliquées  aux  extrémités  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  A sur  leurs  directions,  et  si  l’on 
suppose  que  le  système  des  perpendiculaires  est  invariable  et  ne 
peut  que  tourner  autour  du  point  A , les  forces  dont  les  momens 
sont  positifs  tendent  à faire  tourner  dans  un  même  sens  , tandis 
que  celles  dont  lès  momens  sont  négat^s,  tendent  à faire  tourner 
en  sens  contraire,  et  le  sens  dans  lequftl  le  système  tend  à tourner 
dépend  du  signe  de  Rr.  On  peut  employer  celte  considération  pour 
déterminer  les  signes  des  momens  des  forces. 

20-  La  résultante  des  forces  qui  agissent  suivant  AX , étant 
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Pl.  Xt.  représentée  par  X,  et  celle  des  forces  perpendiculaires  au  même 
Fig.  i5.  flxc  paP  y,  on  a 

X — P cos. ‘a  + Q cos.  & S cos.  y -}-  elc.  (c) 

Y — P sin.  a sin.  fi  S sin.  y -f-  etc,  ( d ) 

et  la  résultante  R des  forces  P,  Q et  S , ou  des  deux  forces  X et  Y, 
est  déterminée  de  grandeur  et  de  direction  par  les  formules, 

R - V'~X‘  -H  I-,  r - PP  ± $ ±-- 

R 

Y 

• et  tang.  <f  = — ^r. 

Si  l’on  applique  au  système  des  forces  P,  Q et  S , une  force  T 
égale  et  directement  opposée  à R , il  y aura  équilibre  entre  P , 
Q,  S et  T.  Décomposons  cette  dernière  en  deux  autres  , l’une  di- 
rigée suivant  l'axe  AX,  et  l’autre  perpendiculaire  à cet  axe;  elles 
seront  égales  et  directement  opposées  aux  forces  X et  Y , et  l'on 
aura  X — — T cos.  et  Y — — T sin.  / ; on  a d’ailleurs 
Rr  — — Tt.  Substituant  dans  ces  égalités  , au  lieu  de  Xy  Fet  Rr, 
leurs  valeurs  données  par  les  équations  (c),(rf),  (b),  on  aura  pour 
les  équations  de  l'équilibre  entre  les  forces  P,  Q,  S,  T,  située  dans 
un  même  plan , 

P cos.  a.  Q cos.  $ -\-  S cos.  y -f-  T cos.  <f  = o 

P sin.  a -{-  Q sin.  # -+-  S sin.  y -+-  T sin.  <f  =:  o 
. Pp  -f-  Qq  Tt  — o. 

Dans  la  dernière  de  ces  trois  équations,  les  motnens  sont  pris 
par  rapport  à un  point  quelconque  du  plan  des  forces. 

S’il  y a un  point  fixe  dans  le  système  des  points  d’application 
des  forces,  Ü faut  pour  l'équilibre  que  la  résultante  passe  par  ce 
point , ou  que  r — o , ce  qui  donne  seulement 

Pp  -f-  Qq  —J—  -Sj  — j—  etc.  = o. 

On  peut  donner  une  autre  forme  à cette  dernière  équation , en 
concevant  chaque  force  décomposée  à son  point  d’application  en 
deux  autres,  l’une  parallèle  et  l’autre  perpendiculaire  à l’axe  AX  ; 
représentons  par  a:'  el  y1  les  coordonnées  du  point  d'application 
de  P,  et  par  X1  et  Y1  ses  composantes  parallèles  aux  axes  : X'y1 
et  Y1-*'1  seront  les  momens  des  forces  X1  et  Y ' par  rapport  au 
point  A ; et  à cause  que  ces  forces  tendent  à faire  tourner  en 
sens  contraire  autour  de  ce  point,  le  moment  de  leur  résultante  P 
est  égal  à la  différence  destnomens  des  composantes;  on  a donc 

Pp  — X’j1  — Y'x<; 

pareillement , 

Qq  = X"/>  — YLx’i,  et  Si  = X'iyn  — Y"'x»>  ; 
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substituant  ces  valeurs  dans  l’équation, 

Pp  -J-  Qq  -J-  Ss  -f-  etc.  = o , 

elle  devient 

xiyi  — y'jc<  — y"*"  + x">y"  — ri'x'i'zzo. 

31.  Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles , Fig.  i4. 
non  situées  dans  un  même  plan,  par  rapport  à un  plan  parallèle 
aux  directions  de  ces  forces,  ou  par  rapport  à une  droite  tirée 
dans  un  plan  perpendiculaire  à ces  forces,  est  égal  à la  somme  des 
momens  de  ces  forces. 

Soient  AZ  et  AX  deux  plans , l’un  parallèle  et  l’autre  perpen- 
diculaire aux  directions  des  forces  P , Q et  S.  L'intersection  AM 
de  ces  plans  sera  une  droite  quelconque  tirée  dans  le  plan  AX  ; 
supposons  que  U est  la  résultante  des  forces  P et  Q , que  R est  celle 
des  forces  S et  U , et  que  les  directions  des  forces  P,  Q , U , S et  R 
rencontrent  le  plan  AX  respectivement  aux  points  C , D,  E,  G et  F; 
abaissons  de  ces  points  des  perpendiculaires  sur  AM,  et  désignons 
ces  perpendiculaires  par/?,  q,u,  s et  r;  tirons  la  droite  DEC,  et 
prolongeons-la  jusqu’à  ce  qu’elle  rencontre  en  B la  droite  AM , ou 
le  plan  AZ.  Cela  posé,  le  point  B étant  dans  le  plan  des  forces 
Pet  Ç,  on  a par  rapport  à ce  point , 

U . BE  = P . BC  ■+■  Q . BD; 

mais  on  peut,  aux  trois  distanees  BE , BC  et  BD,  substituer  les 
perpendiculaires  u , p et  q qui  leur  sont  proportionnelles , et  l’é- 
quation précédente  devient 

Ua  — Pp  - +-  Qq. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que 
Rr  Vu  -f-  Ss , 
ajoutant  ces  équations,  il  viendra 

Rr  — Pp  -j-  Qq  -j-  Ss.  . (as) 

Si  on  désigne  par  r1 , p' , q1  et  s'  les  distances  des  mêmes  forces 
à une  droite  AM1,  tirée  dans  le  plan  AX  perpendiculairement 
à AM,  on  trouvera  de  même  que 

Rr'  = Pp'  + Qq'  -(-  Ss'.  (y) 

La  résultante  des  forces  parallèles  P,  Q , S , non  situées  dans  un 
même  pian,  est  donc  déterminée  par  les  trois  équations  suivantes  : 

R = P -+-'<?+  S (*) 

Pp  A-  Qq  -t-  Ss 

r ~ P +<?-+-■? 

_ Pp'+  Qq'A-St' 

~ P + Q + S 
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I.es  deux  dernières  peuvent  être  multipliées  chacune  par  un  même 
coefficient;  d’où  l’on  voit  qu’on  peut  substituer  aux  perpendicu- 
laires des  obliques  parallèles  entre  elles. 

Les  quantités  r et  r'  ne  changeraient  pas  de  valeurs , si  on  mul- 
tipliait toutes  les  forcés  par  un  même  coefficient,  c’est-à-dire  si  on 
substituait  aux  forces  PyQ , S d’autres  forces  parallèles  entre  elles  , 
et  qui  leur  fussent  proportionnelles. 

Lorsque  les  forces  P,  Q , S sont  égales,  les  quantités  r et  r1  ex- 
priment les  distances  moyennes  respectives  des  forces  aux  plans 
AZ  et  AZ'-,  ou  aux  droites  AM  et  AM* . 

22.  Appliquons  au  système  une  force  y égale  et  directement 
opposée  à R,  il  y aura  équilibre  entre  les  forces  P,  Q , S et  T , 
et  on  aura  R = — T,  Rr  — — ; Tt , et  Rr'  — — Tt' . Substituant 
dans  ces  équations,  au  lieu  de  R,  Rr , et  de  RA,  leurs  valeurs 
données  par  les  équations  de  (s),  (.r)  et  (/),  on  aura  pour  les 
conditions  de  l’équibre  des  forces  P , Q , T,  situées  dans  des 
plans  différens,  les  équations  suivantes.' 

P ■+■  Q + S + T = o 
Pp  -J-  Qq  -f-  Ss  -{-  Tt  — o 
/>/>'+  Qq'+  Ss'  + Tt'=  o. 

S’il  y a dans  le  système  un  axe  fixe  AM , autour  duquel  ce  sys- 
tème ne  puisse  que  tourner , il  faudra  pour  l’équilibre  que  la  ré- 
sultante passe  par  cet  axe  , ou  qu’on  ait  r — o , ce  qui  donnera 

Pp  Qq  -}-  Ss  -f-  etc.  = o; 

et  si  le  système  est  fixé  à un  de  ses  points  A,  de  manière  à ne 
pouvoir  que  tourner  autour  de  ce  point,  il  faudra,  pour  qu’il  y 
ait  équilibre,  que  la  résultante  passe  par  ce  point,  ou  qu’en  me- 
nant par  ce  point  les  deux  axes  AM  et  AM  , on  ait  r — o et  P o, 
ce  qui  donne  les  deux  conditions  suivantes  : 

Pp  Qq  -f-  Ss  -f-  Tt  -|-  etc.  o. 

pp>  + Qqi  -j-  Ss'  + Tl'  + etc.  = o. 

23.  Soit  maintenant  un  nombre  quelconque  de  forces  P',  P11,  P"', 
ayant  des  directions  quelconques  dans  l’espace,  et  supposons  d’a- 
bord qu’il  y ait  dans  le  système  un  point  fixe  autour  duquel  ces 
forces  sont  en  équilibre , leur  résultante  devra  passer  par  ce  point. 
Menons  par  ce  point  trois  axes  rectangles,  et  concevons  cette  ré- 
sultante décomposée  en  deux  forces,  l’une  dans  le  plan  xy,  et 
l’autre  perpendiculaire  à ce  plan  : ces  deux  dernières  forces  passe- 
ront aussi  par  le  point  fixe. 

Beprésentons  par  X' , Y'  et  Z 1 les  composantes  de  P',  respec- 
tivement parallèles  aux  axes  des  x,  des  y et  des  z ; parx',  y' et z' 
les  coordonnées  du  point  d’application  de  P' ; etsupposons  d’abord 
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ce  point  sollicité  par  deux  force*  V et  — F perpendiculaires  au 
plan  xy.  On  pourra  composer  — F avec  X1  dans  un  plan  parallèle 
au  plan  xz,  il  en  résultera  une  force  qui  rencontrera  le  plan  xy  en 

X'z' 


un  point  dont  les  coordonnées  set  ont  x1  -f- 


et  y1.  Conce- 


vons cette  dernière  force  appliquée  à ce  point,  et  décomposée  en 
deux  forces  parallèles,  l’une  à l’axe  des  x et  l’autre  à l’axe  des  z ; 
celles-ci  auront  encore  pour  valeurs  X'  et  — F.  Imaginons  ensuite 
au  même  point  d’application  de  P 1 deux  forces  égales  T et  — T 
perpendiculaires  aussi  au  plan  xy  ; on  trouvera  de  la  même  ma- 
nière que  les  forces  Y1  et  — T peuvent  être  supposées  appliquées, 
parallèlement  à leurs  directions,  en  un  point  du  plan  xy,  dont  les 

Y' z' 

coordonnées  sont  x'  et  -I-  y'  On  fera  une  semblable  opé- 


ration sur  les  antres  forces  P 1 , Pr",  etc.  Cela  posé , les  forces 
X1 , X1,  etc. , Y1 , Y1,  etc.,  situées  dans  le  plan  xy , et  dont  la 
résultante  passe  par  l'origine  , donnent  l’équation 


X'yi  _ X'x<  ■+■  X'y"  — Y“x"  + etc.  = o ; 

et  les  forces  perpendiculaires  au  plan  xy , et  dont  la  résultante 
passe  aussi  par  l’origine,  donnent,  réductions  faites, 

Z'x>  — X'z'  + Z"xH  — X z"  4-  etc.  = o 
Z'y'  — Y'z'  -+-  Z" y"  — Y'z"  + etc.  = o. 

Le  point  fixe  est  sollicité  parallèlement  à chaque  axe  par  la 
somme  des  forces  parallèles  à cet  axe;  donc,  si  le  système  est 
libre  et  en  équilibre,  on  doit  avoir  en  outre  les  trois  équations 
suivantes  : 

X -f-  X>  4-  X 1 •+■  etc.  = o 

Y'  -f-  Y1  4-  Y"  •+■  etc.  = o 

Z1  4-  Z"  -+-  Z1"  + etc.  = o; 


l'origine  étant  placée  à volonté,  en  un  point  quelconque  du  sys- 
tème. 


De  la  pesanteur  et  des  centres  de  gravité. 

a4-  La  pesanteur  est  la  force  avec  laquelle  tous  les  corps  aban- 
donnés à eux-mêmes  s’approchent  de  la  terre , suivant  des  direc- 
tions perpendiculaires  à sa  surface.  Son  intensité  n’est  pas  la 
même  à tous, les  points  de  la  surface  de  la  terre,  car  on  sait  par 
des  expériences  qu’elle  croit  proportionnellement  au  quarré  du 
sinus  de  la  latitude,  depuis  l’équateur  où  elle  est  la  plus  petite, 
jusqu'au  pôle  où  elle  est  la  plus  grande  t on  a reconnu  en  outre 
qu’elle  diminue  suivant  la  raison  inverse  du  quarré  de  la  distance 
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Pt,.  XI.  du  corps  pesant  au  centre  de  la  terre , à mesure  qu’on  s’élève  sur 
la  même  verticale.  Cependant  il  est  permis  de  supposer  que  toutes 
les  parties  matérielles  et  égales  d’un  corps  qui  occupe  peu  d’éten- 
due, tendent  à descendre  avec  la  même  force  , et  suivant  des  direc- 
tions parallèles  entre  elles. 

Le  poids  du  corps , qui  est  la  résultante  de  toutes  ces  forces , est 
égal  à la  pesanteur  d'un  de  ses  points  matériels  multipliés  par  leur 
nombre  , c'est-à-dire  par  la  masse  du  corps  j d’où  l’on  voit  que  le 
poids  d’un  corps  est  proportionnel  à sa  masse. 

Il  y a dans  chaque  corps  un  point  unique  par  lequel  passe  con- 
stamment la  direction  du  poids  de  ce  corps,  quelle  que  soit  sa 
position  ; ce  point  s’appelle  centre  de  gravité.  On  détermine  sa  si- 
tuation relativement  à trois  plans,  en  divisant  la  somme  des  dis- 
tances de  tous  ses  points  matériels  à chacun  de  ces  plans  par  le 
nombre  de  ces  points,  et  chaque  quotient  exprime  la  distance  du 
centre  de  gravité  au  plan  correspondant. 

Fig.iô.  En  effet , supposons  que  dans  une  position  quelconque  d’un 
corps,  la  situation  du  point  G,  par  rapport  aux  trois  plans  rec- 
tangulaires XAT,  ZAY  et  7.AX , ait  été  déterminée  par  ce  pro- 
cédé. Concevons  le  poids  de  chaque  molécule  du  corps  décomposé 
en  trois  forces  respectivement  perpendiculaires  à ces  plans  : les 
forces  perpendiculaires  à chaque  plan  seront  égales  entre  elles  ; 
leur  résultante  sera  donc  autant  éloignée  de  chacun  des  autres  plans 
que  le  point  G,  et  passera  par  cpnséquent  par  ce  point;  les  trois 
résultantes  se  réduiront  à une  seule  force  verticale  appliquée  au 
point  G , et  égale  au  poids  du  corps. 

On  peut  donc  considérer  tout  le  poids  d’un  corps  comme  réuni 
à son  centre  de  gravité;  et  ce  point  étant  soutenu,  le  corps  doit 
demeurer  en  équilibre. 

25-  La  distance  du  centre  de  gravité  G d’un  corps  à chacun  des 
trois  plans,  étant  égale  à la  somme  des  distances  de  ses  points  à ce 
plan  divisée  par  le  nombre  des  points  de  ce  corps  , ou  sa  masse  , 
il  s’ensuit  que  le  produit  de  la  masse  d’un  corps  par  la  distance  de 
son  centre  de  gravité  à un  plan,  ou  que  le  moment  d'un  corps  par 
rapport  à un  plan  , est  égal  à la  somme  des  distances  de  ses  parties 
élémentaires  au  même  plan. 

Donc  la  distance  du  centre  commun  de  gravité  de  plusieurs 
corps  à un  plan,  est  égale  à la  somme  des  momens  de  ces  corps 
divisée  par  la  somme  de  leurs  masses,  en  prenant  avec  les  mêmes 
signes  les  momens  des  corps  qui  sont  d’un  côté  du  plan  , et  avec 
des  signes  contraires  les  momens  de  ceux  qui  sont  de  l'autre  côté. 

Ainsi  pour  avoir  le  centre  de  gravité  d'un  système  quelconque 
de  corps  , il  faudra  déterminer  d’abord  le  centre  de  gravité  parti- 
culier de  chacun  de  ces  corps,  prendre  la  somme  de  leurs  momens 
par  rapport  à trois  plans  rectangulaires,  et  diviser  chaque  somme 
par  la  masse  du  système  ; les  quotiens  seront  les  coordonnées  du 
centre  de  gravité. 
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Si  les  centres  de  gravité  particuliers  des  corps  étaient  situés  dans  P x»  XL 
un  des  trois  plans,  la  somme  des  momens  étant  nulle  par  rapport 
à ce  plan,  le  centre  commun  de  gravité  se  trouverait  dans  ce  plan, 
et  il  suffirait  de  chercher  sa  distance  à chacun  des  deux  autres 
plans,  ou  à leurs  traces  dans  le  plan  des  corps  , c’est-à-dire  à deux 
axes  rectangulaires  tirés  dans  le  plan  des  corps. 

Enfin,  si  les  centres  de  gravité  particuliers  des  corps  se  trou- 
vaient sur  une  même  droite  , la  somme  des  momens  des  corps  étant 
nulle  par  rapport  à cette  droite,  le  centre  commun  de  gravité  se 
trouverait  sur  cette  droite  à une  distance  d’un  quelconque  de  ses 
points  égale  à la  somme  des  momens  des  corps,  prise  par  rapport 
à ce'point,  divisée  par  la  somme  des  masses. 

Lorsque  les  corps  qui  composent  le  système  sont  homogènes, 
ou  de  mémç  nature,  on  peut,  dans  les  expressions  des  distances 
du  centre  de  gravité , substituer  aux  poids  ou  aux  masses  des  corps, 
les  volumes  de  ces  mêmes  corps,  puisque  ces  volumes  sont  alors 
proportionnels  aux  poids  ou  aux  masses. 

2fi.  Le  centre  de  gravité  de  deux  poids  égaux  étant  au  milieu 
de  la  droite  qui  les  joint,  il  s’ensuit  que  le  centre  de  gravité  de 
tout  corps  homogène  est  à son  centre  de, figure,  s’il  en  a un  ; puis- 
que le  poids  total  de  ce  corps  peut  être  décomposé  en  un  nombre 
de  paires  de  poids  égaux,  opposés  et  également  distans  du  centre 
de  figure. 

Donc  le  centre  de  gravité  d’une  droite  homogène  est  à son  mi- 
lieu ; celui  du  contour  ou  de  l’aire  d’un  parallélogramme  est  à l’in- 
tersection de  ses  diagonales:  le  centre  de  gravité  delà  circonférence 
ou  de  l’aire  d’un  cercle  est  à son  centre;  celui  de  la  surface  ou  du 
volume  d’une  sphère  est  au  centre  de  cette  sphère,  etc. 

27.  Trouver  le  centre  de  gravité  du  contour  d’un  polygone. 

On  prendra  la  somme  des  momens  des"  côtés  du  polygone  par 
rapport  à deux  axes  tirés  dans  son  plan  , on  divisera  cette  somme 
par  le  contour  du  polygone,  et  les  quoliens  seront  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  cherché. 

« 

28.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle. 

Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle  est  situé,  à partir 
du  sommet  d’un  de  ses  angles,  aux  deux  tiers  de  la  droite  menée 
du  sommet  de  cet  angle  au  milieu  du  côté  opposé. 

Soit  le  triangle  ABC,  et  I le  milieu  du  côté  BC.  Concevons 
l’aire  du  triangle  composée  d’élémens  parallèles  à BC  ; le  centre 
de  gravité  de  chacun  de  ces  élémens  étant  à son  milieu,  se  trouvera 
sur  la  droite  AI;  le  centre  de  gravité  du  système  de  tous  ces  élé- 
mens , ou  celui  de  l’aire  du  triangle  sera  donc  aussi  sur  AI,  Par  la 
même  raison , ce  centre  doit  se  trouver  aussi  sur  la  droite  CO 
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PvXI.  menée  au  milieu  du  côté  AB  ; il  est  donc  au  point  d’intersection  G 
l 'g.  i6.de 'deux  droites  Ale t CO  : or  en  menant  01,  cette  ligne  est  pa- 
rallèle à AC  et  en  esfla  moitié,  et  les  triangles  semblables  OlG,ACG 
donnent 

ag  : ig  : : ac  : 01  : : a : i ; 

et  par  conséquent, 

ag  ::  ai  ::  » : 3. 

De  là  il  est  facile  de  démontrer  que  si  trois  forces  étaient  appli- 
quées'en  G,  et  qu’elles  fussent  égales  en  grandeurs  et  en  direc- 
tions aux  droites  GA , GB,  GC,  ces  forces  se  feraient  équilibre. 

29.  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle,  est  le  même 
que  celui  de  trois  points  massifs  égaux  situés  aux  sommets  des  trois 
angles  de  ce  triangle. 

Car  le  centre  de  gravité  des  deux  points  B et  C est  au  milieu 
I du  côté  BC.  Supposant  ensuite  les  masses  des  deux  points  B cl  C 
réunies  en  I,  et  joignant  AI , cette  droite  est  chargée  en  I et  en 
A de  deux  masses , dont  la  première  est  double  de  la  seconde  ; 
le  centre  de  gravité  de  ces  deux  masses,  ou  celui  des  trois  points 
A,  B , C , est  donc  deux  fois  plus  proche  du  point  I que  du  point 
A ; il  est  donc  aux  deux  tiers  de  la  droite  AI  à partir  du  point  A. 

3o-  La  distance  du  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  triangle  à 
une  droite  tirée  dans  le  plan  de  ce  triangle , ou  à un  plan  quel- 
conque, est  égale  au  tiers  de  la  somme  des  distances  des  sommets 
des  angles  de  ce  triangle  à cette  ligne,  ou  à ce  plan. 

- Substituons  à l’aire  du  triangle  trois  points  massifs  égaux  placés 

aux  trois  sommets  du  triangle  ; la  distance  du  centre  de  gravité  de 
ces  trois  points  à la  droite  ou  au  plan,  est  égale  à la  somme  des 
distances  de  ces  points,  divisée  par  leur  nombre. 

• 

3 1 . Trouver  le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  polygone. 

On  décomposera  le  polygone  en  triangles,  dont  on  cherchera  les 
•centres  de  gravité  particuliers;  on  prendra  la  somme  des  momens 
de  ces  triangles  par  rapport  à deux  axes  tirés  dans  le  plan  du  po- 
lygone; on  dtvisera  chaque  somme  par  l’aire  du  polygone,  et  Ica 
quotiens  seront  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  cherché. 

3a.  Trouver  le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  trapèze. 

On  joindra  les  milieux  des  deux  bases  par  une  droite  ; et  on 
prendra  sur  cette  droite , à partir  de  la  plus  grande  base,  une  qua- 
trième proportionnelle  à la  somme  des  deux  bases  , à celte  somme 
augmentée  de  la  plus  petite  base,  et  au  tiers  de  la  droite  qui  joint 
les  milieux  des  deux  bases. 
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Soit  le  trapèze  ABCD  ; concevons  son  aire  composée  cfélémens  Pu  XL 
parallèles  aux  bases  ; la  droite  EH  qui  joint  les  milieux  des  deuxLig.  17. 
bases  , passe  par  le  milieu  de  chacun  de  ces  élémens , et  par  con- 
séquent par  le  centre  de  gravité  de  leur  système  ou  celui  du  tra- 
pèze. Tirons  AE  et  DH , et  prenons  les  tiers  EF  et  HK  de  ces  der- 
nières lignes;  les  points  F et  K sont  les  centres  de  gravité  respec- 
tifs des  triangles  A CD  et  ADB  ; le  centre  de  gravité  du  trapèze  est 
aussi  sur  FK , il  est  donc  au  point  d’intersection  G des  deux  droites 
EH  et  FK.  Menons  FO  et  KF  parallèlement  aux  bases  ; faisons 
AB  — a , CD  — b,  EH  — c,.e t HG  — x , nous  aurons 

FO=  , IK  , OG  =1  ~ c — x , et  GI  zz  x c ; 

or,  à cause  des  triangles  semblables  FOG  et  GIK  , on  a 

fo  : ik  ::  og  : ig-, 

substituant  dans  cette  proportion  au  lieu  de  chaque  terme  sa  va- 
leur , on  trouvera 

c / a 4-  Fb  \ 

% ~ T { u + * } 

La  droite  SG,  menée  du  sommet  S d’une  pyramide  triangu-pjg-  ,g_ 
laire  au  centre  de  gravité  G de  sa  base,  passe  par  le  centre  de 
gravité  de  toute  section  abc  faite  par  un  plan  parallèle  à cette 
base. 

Car  CG  rencontre  AB  à son  milieu  F,  SF  rencontre  ab  à son 
milieu  y,  et  les  droites  CF  et  cf  étant  parallèles  et  situées  dans  le 
plan  CSF , sont  coupées  proportionnellement  en  G et  g;  donc  g 
est  le  centre  de  gravité  de  l’aire  de  la  section  abc. 

Il  en  serait  de  même  si  la  pyramide  avait  pour  base  un  polygone 
quelconque. 

Soient  G,  G'  et  G"  les  oentres  de  gravité  des  triangles  qui  com-  pjg,  jg, 
posent  la  base  ABEDC.  Les  droites  SG,  SG1  et  SG 11  passent  par 
les  centres  de  gravité  g , g1  et  g11  des  triangles  correspondans  de 
la  section  ; et  si  K est  le  centre  de  gravité  du  système  des  deux 
triangles  ABC  et  BEC,  les  droites  GG'  et  gg1  étant  parallèles  et 
dans  le  plan  SGG1,  sont  coupées  proportionnellement  en  K et  h 
par  la  droite' SK;  le  point  k est  donc  le  centre  de  gravité  du  qua- 
drilatère abec.  La  droite  SG1  passe  par  le  centre  de  gravité  g1  du 
triangle  ede  ; donc,  si  H est  le  centre  de  gravité  du  système  du 
quadrilatère  ABEC  et  du  triangle  EDC,  les  droites  KG1'  et  kg1' , 
étant  parallèles  et  dans  le  plan  SKG11,  sont  coupées  proportionnel- 
lement en  H et  h par  la  droite  SH,  et  par  conséquent  le  point  h 
est  le  centre  de  gravité  de  la  section  abede. 

53.  Le  centre  de  gravité  du  volume  d’une  pyramide  triangu- 
laire , est  sur  la  droite  qui  joint  le  sommet  d’un  de  scs  angles  avec 
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Pi..  XI.  le  centre  de  gravité  de  la  face  opposée , aux  trois  quarts  de  la  lon- 
gueur de  cette  droite,  à partir  du  sommet  de  l’angle. 

Fig.  ao.  Soit  la  pyramide  ABCD.  Du  milieu  E de-fiC,  menons  les  droites 
ED  et  EA  ; prenons  les  tiers  EH  et  EK  de  ces  lignes,  les  points 
H et  Useront  les  centres  de  gravité  respectifs  des  faces  2? GO  et  BAC. 
Tirons  AH  ; cette  droite  passant  par  les  centres  de  gravité  parti- 
culiers de  toutes  les  lames  élémentaires  parallèles  à BCD,  dont  on 
peut  supposer  que  la  pyramide  est  composée,  contiendra  le  centre 
commun  de  gravité  de  tous  cesélémens,  ou  celui  de  la  pyramide  : 
ce  même  centre  doit , par  la  même  raison  , se  trouver  sur  la  droite 
DK;  il  ne  peut  donc  être  qu’au  point  G d'intersection  des  deux 
droites^//  et  DK  qui  sont  situées  dans  le  plan  AED.  Menons  KH, 
cette  droite  coupant  proportionnellement  les  lignes  ED  et  EA, 
est  parallèle  à AD , et  eu  est  le  tiers,  et  les  triangles  semblables 
AGD  et  GHK  donnent 

ag  : gh  ad  : kh  ::  3 : 1 ; 

et  par  conséquent , 

AG  : AH  ::  3 : 4- 

II  est  remarquable  que  si  quatre  forces  étaient  appliquées  au 
centre  de  gravité  G de  la  pyramide,  et  qu’elles  fussent  égales  en 
grandeurs  et  en  directions  aux  droites  GA , GB,  GC,  GD , ces 
forces  seraient  en  équilibre. 

34*  Le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  quelconque,  est  situé 
aux  trois  quarts  de  la  droite  menée  du  sommet  de  la  pyramide  au 
centre  de  gravité  de  sa  base,  à partir  du  sommet  de  la  pyramide. 

Car  cette  droite  passant  par  les  centres  de  gravité  particuliers 
de  toutes  les  lames  élémentaires  parallèles  à la  base,  dont  on  peut 
supposer  que  la  pyramide  est  composée  , contiendra  le  centre  de 
gravité  du  système  de  ces  élémens , ou  le  centre  de  gravité  de  la 
pyramide;  et  si  aux  trois  quarts  de  la  hauteur,  a partir  du  sommet, 
on  conçoit  un  plan  parallèle  à la  base,  ce  plan  coupant  propor- 
tionnellement toutes  les  droites  menées  du  sommet  à la  base  , pas- 
sera par  les  centres  de  gravité  des  tétraèdres  qui  composent  la  py- 
ramide. Le  centre  de  gravité  du  système  de  ces  tétraèdres  ou  celui 
de  la  pyramide,  sera  donc  dans  ce  plan  , et  par  conséquent  à l’in- 
tersection de  ce  plan  et  de  la  droite  menée  du  sommet  de  la  pyra- 
mide au  centre  de  gravité  de  sa  base,  c’est-à-dire  aux  trois  quarts 
de  cette  dernière  droite. 

35-  Le  centre  de  gravité  d’une  pyramide  triangulaire , est  le 
même  que  celui  de  quatre  points  massifs  égaux , situés  aux  som- 
mets des  quatre  angles  de  cette  pyramide. 

Car  le  centre  de  gravité  des  trois  corps  placés  aux  trois  angles 
d’une  des  faces,  est  le  même  que  celui  de  cette  face.  Joignant  ce 
centre  de  gravité  avec  le  quatrième  corps  par  une  droite , il  fau- 
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dra , pour  avoir  le  centre  de  gravité  des  quatre  corps , partager  Pt.  XI. 
cette  droite  en  raison  inverse  des  masses  placées  à ses  extrémités , 
ce  qui  se  fera  en  divisant  la  droite  en  quatre  parties  égales  pour  en 
prendre  trois  , à partir  du  quatrième  corps. 

La  distance  du  centre  de  gravité  d’une  pyramide  triangulaire  à 
un  plan  , est  le  quart  de  la  somme  des  distances  des  sommets  de 
ses  angles  à ce  plan  , puisque  le  centre  de  gravité  de  la  pyramide 
est  le  même  que  celui  de  quatre  points  massifs  égaux  placés  aux 
sommets  des  angles  de  cette  pyramide. 

Donc  le  moment  d'une  pyramide  triangulaire , par  rapport  à 
un  plan,  est  égal  au  produit  du  volume  de  la  pyramide  par  la  dis- 
tance moyenne  des  sommets  de  ses  angles  à ce  plan,  d’où  l’on  voit 
qu’on  peut  exprimer  la  position  du  centre  de  gravité  d’un  po- 
lyèdre , au  moyen  des  coordonnées  des  sommets  des  angles  de  ce 
polyèdre. 

36.  On  verra  aisément  que  le»  corps  uniformes , tels  que  les 
prismes  et  cylindres , ont  leurs  centres  de  gravité  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  de  leurs  bases  ; que  le  centre 
de  gravité  de  la  surface  d’un  cône  droit  entier  ou  tronqué,  à bases 
parallèles,  est  le  même  que  celui  de  la  section  faite  par  un  plan 
passant  par  l’axe  du  cône;  que  le  centre  de  gravité  d’un  cône  est 
aux  trois  quarts  de  son  axe,  à partir  du  sommet;  que  le  centre  de 
gravité  d’un  cône  tronqué  à bases  parallèles,  est  éloigné  d’un  point 
de  l’axe  d’une  quantité  égale  à la  différence  des  momens  du  cône 
entier  et  du  cône  retranché,  par  rapport  à ce  point  divisé  par 
la  masse  du  tronc;  et  qu’enfin  pour  avoir  la  distance  du  centre  de 
gravité  d’un  cône  tronqué , creusé  cylindriquement  et  concentri- 
quement à son  axe,  tel  qu’un  canon,  il  faut  prendre  la  différence 
entre  le  moment  du  cône  entier  et  la  somme  des  momens  du  cône 
retranché  et  du  cylindre,  et  diviser  cette  différence  par  le  volume 
du  corps. 

37.  Le  centre  de  gravité  d’un  arc  de  cercle  est  sur  le  rayon  qui  Fig.  a», 
passe  par  le  milieu  de  cet  arc  , à une  distance  du  centre  qui  est 

une  quatrième  proportionnelle  à la  longueur  de  l’arc,  à sa  corde  et 
au  rayon. 

Soit  l’arc  de  cercle  AFB.  Le  rayon  CF  mené  au  milieu  de  l’arc, 
divise  cet  arc  en  deux  parties  symétriques  , et  passe  par  le  centre 
de  gravité  de  leur  système.  Concevons  cet  arc  partagé  en  une  infi- 
nité d’élémens,  tels  que  MN;  menons  le  diamètre  LQ  parallèle  à 
la  corde  AB  ; abaissons  du  milieu  O de  chacun  de  ces  élémens  une 
perpendiculaire  OP  sur  le  diamètre.  MN  "X-OP  est  le  moment  de 
l’élément  MN,  par  rapport  au  diamètre  LQ  : or,  en  menant  MI 
parallèle  à la  corde  AB  et  le  rayon  CO,  les  triangles  semblables 
MNI  et  OPC  donnent 

mn  : mi  : ; co  : op. 
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Pl.  XI.  rfonc  MN  X OP  ~ CO  X HK  ; d’où  l’on  voit  qne  moment  de 
chaque  élément  est  égal  au  rayon  multiplié  par  la  projection  dct 
cet  élément  sur  la  corde  AB.  La  somme  des  raomens  des  élémens 
par  rapport  au  diamètre  IQ  , a donc  pour  expression  le  produit 
du  rayon  par  la  corde;  mais  la  somme  des  momens  de  tous  les 
élémens  est  égal  au  moment  de  l’arc  entier,  donc  si  CG  est  la  dis- 
tance du  centre  de  gravité  de  l’arc  au  diamètre  LQ , on  a 

CO  . AB  = AFB  .CG;  , 
ou  AFB  ; AB  i:  CO  CG. 

Fig.  a i.  Le  centre  de  gravité  de  l'aire  d'un  secteur  circulaire , est 

sur  le  rayon  mené  au  milieu  de  l’arc  du  secteur,  à une  distance 
du  centre,  qui  est  une  quatrième  proportionnelle  à l’arc , à sa  corde 
et  aux  deux  tiers  du  rayon. 

Car,  en  considérant  le  secteur  comme  composé  d’une  infinité 
de  triangles  égaux  qui  ont  leurs  sommets  au  centre,  chacun  de  ces 
triangles  a son  centre  de  gravité  aux  deux  tiers  du  rayon  mené  au 
milieu  de  sa  base,  et  l'aire  du  secteur  peut  être  considérée  comme 
distribuée  uniformément  sur  l’arc  DIE  décrit  avec  un  rayon 
Cl  ~ | CF.  Le  centre  de  gravité  G du  secteur  étant  le  même  que 
celui  de  ce  dernier  arc , on  aura  par  ce  qui  précède, 

„„  _ CI  . DE  __  J CF  . AB 
“ DIE  ~ AFB  * 

Fig.  a3.  SG-  Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  segment  de  cercle  , 
est  sur  le  rayon  mené  au  milieu  de  l'arc , et  à une  distance  du 
centre  du  cercle  égale  au  douzième  du  cube  de  la  corde  divisé  par 
l’aire  du  segment. 

Soit  le  segment  AFBM.  Supposons  que  les  centres  de  gravité 
particuliers  du  segment,  du  triangle  et  du  secteur,  sont  respecti- 
vement en  G,  I et  K ; en  prenant  les  momens  de  ces  figures  par 
rapport  au  centre , on  a 

AFBM  . CG  = AFBC  . CK  — ABC  . CI; 
or  AFBC  -AFB.'-  CF,  CK=  J-  „ “ , 


ABC  = AB  . ~ CM,  et  CI  = J CM; 

substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  des  momens  , elle  de- 
viendra 

AFBM  . CG  = AB  (C*7*  —"CM*)  — ÂP 
3 il  ’ 


d’où  l’on  tire 


GG  — 


h 

AFllM 
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4o.  te  centre  de  gravité  de  la  surface  d'une  calotte  sphérique  Pu.  XI. 
■est  au  milieu  de  son  axe.  Pig,  jj 

Car  en  concevant  cette  surface  partagée  en  une  infinité  de  zônes 
de  même  hauteur,  par  des  plans  parallèles  à la  base  de  cette  calotte, 
ces  zônes  seront  équivalentes  et  chargeront  l'axe  également  et 
uniformément;  leur  centre  commun  de  gravité  on  celui  de  la  ca- 
lotte  sera  donc  au  milieu  de  Taxe. 

. 9 «•  .V 

4l-  Le  centre  de  gravité  d’un  secteur  sphérique  est  sur  son  axe, 
à une  distance  du  centre  de  la  sphère,  égale  aux  trois  quarts  du 
rayon  moins  les  trois- huitièmes  de  la  hauteur  de  la  calotte. 

Concevons  le  secteur  composé  d’une  infinité  de  pyramides  équi- 
valentes, dont  les  sommets  soient  au  centre  de  la  sphère  ! chacune 
de  ces  pyramides  aura  son  centre  de  gravité  aux  trois  quarts  du 
rayon  mené  au  centre  de  gravité  de  sa  base,  en  sorte  qu’on  pourra 
considérer  la  masse  du  secteur  comme  distribuée  uniformément 
sur  une  calotte  concentrique  à celle  du  secteur,  et  dont  le  rayon 
serait  les  trois  quarts  de  celui  de  la  sphère;  le  centre  de  gravité  du 
secteur  est  donc  au  milieu  de  l’axe  de  cette  calotte  concentrique. 

Donc  si  r est  le  rayon  de  la  sphère,  et  x la  hauteur  de  la  calotte 
du  secteur,  la  hauteur  de  la  calotte  concentrique  sera  - x,  dont  la 
moitié  étant  retranchée  du  rayon  de  cette  dernière  calôfte,  il  res- 
tera Jr — J*  pour  la  distance  cherchée. 

42.  Le  centre  de  gravité  du  segment  sphérique,  en  conservant 
les  mêmes  dénominations  , est  éloigné  du  sommet  de  la  calotte  d’une 
quantité  exprimée  par 

8 rx  — 3r* 

, iar  — 4x  ’ 

% 

En  effet,  le  moment  du  segment  par  rapport  au  sommet  de 
la  calotte,  est  égal  à la  différence  des  momens  du  secteur  et 
du  cône  : or  le  volume  du  secteur  estf  t r'.r,  celui  du  cône  est 

» (a rx  — x')  g-î-  ; la  distance  du  centre  de  gravité  du  sec- 

teur au  sommet  de  la  calotte  est  jr-f-i*;  celle  du  centre  de  gra- 
vité du  cône  est  -J  r + ji;  la  différence  des  momens  plu  secteur 
et  du  cône  sera  donc  » 

“’t  (t'  + T*)- 

divisant  par  le  volume  du  segment  qui  est  u'(r l ,r  ) et  ré- 
duisant, on  trouvera  l’expression  ci-dessus.  ' 
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Fig.  34. 


Fig.  a5, 


45  O COURS  DK  MATHEMATIQUES. 

Usage  des  centres  de  gravité  pour  déterminer  les  sur- 
faces et  les  volumes  des  solides  de  révolution. 

43.  La  surface  qu’ençendre  une  courbe  plane,  en  tournant  au- 
tour d’un  axe  situé  dans  le  plan  de  celte  courbe,  est  égale  au  pro- 
duit de  la  courbe  génératrice  par  le  chemin  que  parcourt  son  «entre 
de  gravité. 

Soit  l’arc  AOB  qui  tourne  autour  de  l'a^e  EF,  et  G son  centre 
de  gravité;  concevons  cet  arc  partagé  en  une  infinité  d’élémetis, 
tels  que  mm',  m'm " , etc.;  du  centre  de  gravité  G , et  du  milieu 
de  ehacun  de  ces  élémens  abaissons  sur  l’axe  les  perpendiculaire» 
CG,  is,  i's' , etc.,  mm'  en  tournant  autour  de  EF  engendre 
une  surface  exprimée  par  mm1  . a v . is  , l'élément  m'm " engendre 
pareillement  une  surface  exprimée  par  m'm"  . a»  . i's' , et  ainsi 
des  autres*  en  sorte  que  la  surface  entière  de  révolution  est  égale 
à la  somme  de  ces  produits.  Appelant  donc  S cette  surface,  on  a 

.Ç  — a t ( mm ' . is  -f*  m'm"  . V s'  -4-  etc.  ); 

mais  la  quantité  comprise  entre  les  parenthèses  est  égale  à 
AOB  . CG  ; donc 

, S = AOB  - a*  . CG. 


44.  Le  solide,  engendt-é  par  la  révolution  d’une  figure  plane 
autour  d’un  axe  situé  dans  le  plan  de  la  figure,  est  égal  au  pro- 
duit de  l'aire  génératrice  par  la  circonférence  décrite  par  son  centre 
de  gravité. 

Concevons  cette  figure  partagée  en  une  infinité  d’élémens  , tels 
que  mn,m'n>,  etc.,  de  même  hauteur  h , par  des  perpendiculaires 
à l’axe.  Le  solide  engendré  par  la  révolution  de  mn  est  la  diffé- 
rence des  solides  engendré  par  mk  et  nk,  et  est  exprimé  par 
, h (y y'%)>  en  désignant  par  y et  y1  les  rayons  mk  et  nk  ; pa- 

reillement le  solide  engendré  par  m'n'  est  exprimé  par  ■*  h 

/2» 2f*  z et  z'  étant  les  distances  des  points  rn'  et  n'  à l’axe. 

Donc,  si  on  nomme  V le  solide  entier  de  révolution,  on  aura 

V=  * [h  (/—y*)  + h (z*  — z1’)  H- etc.] 


[*  (“)  + * (^) 


etc. 


] 


Mais  la  totalité  des  quantités  multipliées  par  2»  est  la  somme  des 
momens  de  tous  les  élémens  de  l’aire  génératrice  par  rapport  à 
l’axe,  puisque  , ' 


„ (£=£)  =*(,-,  .,f-±£)=ACr-rt  : 
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or  h (y  — y>)  est  l'aire  de  l’élément  rnn  , et  y1  -f-  est  la  lr" 

distance  du  milieu  de  mn  à Taxe;  on  peut  donc  à cette  somme  de 
momens  substituer  le  moment  de  l’aire  génératrice  par  rapport  au 
même  axe,  ou  le  produit  DAOB  . CG  ; donc 

V = 2»  . AOBD  . CG  = AOBD  . cir.  CG. 


CHAPITRE  II. 

DES  MACHINES. 

45.  Les  machines  servent,  au  moyen  de  leurs  points  fixe*  ou 
appuis,  à transmettre  avantageusement  l’action  d’une  puissance 
motrice  à un  corps,  ou  poids  auquel  on  veut  imprimer  un' certain 
mouvement,  suivant  une  direction  déterminée.  La  puissance,  pour 
cet  effet,  doit  surpasser  celle  qui  pourrait  tenir  la  machine  en 
équilibre  ; commençons  donc  par  déterminer  la  grandeur  de  cette 
dernière  force  dans  chaque  machine. 

De  V équilibre  des  forces  qui  agissent  les  unes  sur  les 
autres  par  le  moyen  des  cordes. 

46-  Nous  supposerons  d’abord  les  cordes  sans  pesanteur  et  ré-  Fig- 
duites  à leurs  axes  , qui  seront  alors  des  lignes  parfaitement 
flexibles  et  inextensibles. 

Soient  trois  cordons  AT,  AF  et  AP , réunis  par  le  nœud  A , et 
F une  force  ou  puissance  appliquée  au  cordon  AF  qui  retient  le 
poids  P en  équilibre  , au  moyen  du  point  fixe  T,  auquel  le  cordon 
AT  en  attaché;  et  proposons-nous  de  trouver  les  conditions  de 
l’équilibre. 

Décomposons  la  force  agissante  F,  représentée  par  AB,  en  deux 
autres  forces,  dont  l’une  Al  soit  dirigée  au  point 'd’appui  T,  et 
l’autre  AM , directement  opposée  au  poids;  ce  qui  exige  que  les 
trois  cordons  soient  dans  un  même  plan.  La  première  AI  de  ces 
deux  forces,  sera  détruite  par  la  résistance  indéfinie  du  point  fixe, 
et  représentera  la  pression  exercée  sur  ce  point,  ou  la  tension  T 
du  cordon  AT  ; et  la  seconde  AM  sera  la  force  qui  devra , {>our 
l’équilibre,  être  égale  au  poids  : on  aura  donc 

f : p : r ::  ab  : am  : Ai; 

mais  ( n°  7 ),  dans  ce  cas , chacune  de  ces  trois  forces  est  repré- 

- * 29” 
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Pl.  XI.  sentée  par  le  sinus  de  l'angle  formé  par  les  directions  des  deux 
autres,-  ce  qui  donne  les  deux  proportions  suivantes: 

T : P : : sin.  FAP  : sin.  TAF, 

F':  P : : sin.  T AM  : sin.  TAF. 

Fig.  27.  Si  la  corde  TAF  passe  dans  un  anneau  attaché  à l’extrémité 
du  cordon  AP,  la  force  P , dans  le  cas  de  l'équilibre,  doit  en 
outre  diviser  l’angle  TAF  en  deux  parties  égales,  puisque  cette 
force  se  trouvant  alors  disposée  de  la  même  manière  à l’égard  des 
directions  des  cordons  AF  et  AT , il  n’y  aura  aucune  raison  pour 
que  l’anneau  glisse  plutôt  d'un  côté  que  de  l’autre;  les  deux  parties 
TA  et  AF  de  la  corde,  sont  donc  également  tendues,  et  l’on  a 

F : P \ \ sin.  j TAF  ; sin.  TAF  ::  1 ; a cos.  j TAF . 

Fig.  28.  47-  P°l,r  trouver  le  point  où  s’arrêterait  un  poids  P attaché 

a un  anneau  enfilé  par  une  corde  de  longueur  donnée  , et  dont  les 
extrémités  sont  retenues  aux  deux  points  fixes  T et  F , donnés  de 
position  ; il  faut , par  chacun  de  ces  points  , mener  une  verti- 
cale, et  de  ces  mêmes  points  comme  centres,  avec  un  rayon 
égal  à la  longueur  de  la  corde , couper  la  verticale  opposée  en 
N et  G ; l'intersection  A des  deux  droites  TN  et  FG , sera  le  point 
cherché. 

Parce  qu’en  menant  les  horizontales  MN  et  GH , on  aura  dans 
les  triangles  égaux  TMN  et  F'GH,  l’angle  T égal  à l’angle  F,  et 
par  conséquent  celui-ci  égal  à FNT , et  AN  = AF;  donc , i°  TAF ’ 
est  la  longueur  de  la  corde;  a°  la  direction  AP  du  poids  divise 
l’angle  TAF  eu  deux  angles  égaux , comme  étant  respectivement 
égaux  aux  angles  T et  F. 

4$.  Lorsque  la  force  P tient  l’anneau  en  équilibre  , on  peut 
regarder  le  point  de  l’anneau  en  contact  avec  la  corde  , comme  un 
point  fixe , et  faire  abstraction  du  reste  de  l’anneau  ; et  il  suit  de 
ce  qui  précède , que  si  deux  forces  tendent  une  corde  appuyée 
sur  un  point  fixe,  la  pression  sur  ce  point  divise  en  deux  parties 
égalex  l’angle  formé  par  les  deux  parties  de  la  corde  qui  sont  alors 
également  tendues. 

Donc  aussi  lorsque  deux  forces  se  font  équilibre  au  moyen  d’une 
corde  qui  embrasse  la  convexité  d’un  polygone  ou  d’une  courbe 
quelconque,  la  pression  sur  le  sommet  de  chaque  angle,  divise 
cet  angle  en  deux  parties  égales,  toutes  les  parties  delà  corde 
sont  également  tendues  , et  les  deux  forces  sont  égales. 

Fig.  29.  49-  Soient  maintenant  plusieurs  nœuds  liés  entre  eux  par  les 

cordons  AB , BC , etc. , et  tirés  par  les  forces  P , Q , R,  S et  T ; 
et  supposons  qu’on  veuille  connaître,  dans  le  cas  de  l’équilibre, 
le  rapport  entre  deux  forces  quelconques  du  système  , telles  que 
P et  T. 
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Les  nœuds  A , B , C , devant  être  en  équilibre  , et  n’assemblant  Pl.  XII. 
chacun  que  trois  cordons , on  aura , en  désignant  par  m et  n , 
les  tensions  respectives  des  cordons  AB  et  BC , les  proportions 
suivantes  : 


p : 

m 

• • 
• • 

sin. 

<?  : 

sin.  b y 

m : 

n 

• • 

sin. 

d : 

sin.  c f 

n : 

T 

• • 
• • 

sin. 

f : 

sin.  e ; 

multipliant  ces  proportions  entre  elles,  il  vient 

P ; T ; ; sin.  a sin.  d sin ,f  C sin.  b sin.  c sin.  e. 

Si  les  forces  Q , R et  S étaient  des  poids , le  polygone  PABCT,  Fig.  3o. 
et  les  trois  poids  seraient  dans  un  même  plan  vertical;  en  effet, 
le  plan  vertical  PAQB , est  le  même  que  le  plan  vertical  ABRC, 
comme  ayant  la  droite  commune  et  non  verticale  AB.  Ce  der- 
nier plan , par  une  raison  semblable , est  le  même  que  le  sui- 
vant BCST.  Lesangles  a et  c,  ainsi  que  ceux  de te,  étant  alors 
supplémens  l’un  de  l'autre,  ont  le  même  sinus  , et  la  proportion 
ci-dessus  devient 

P : T : : sin.  / 1 sin.  b , 

laquelle  , en  menant  la  verticale  X'Z  par  le  point  de  concours  des 
forces  P et  T,  est  la  même  que  celle-ci , 

P : T : : sin.  g : sin.  A; 

ce  qui  fait  voir  que  la  verticale  XZ  est  la  direction  de  la  résultante 
des  forces  P et  T ; et  par  conséquent  aussi  celle  de  la  résultante  de 
tous  les.  poids  qui  chargent  la  corde.. 

5o.  Considérons  une  corde  pesante  comme  un  fil  chargé  d’une 
infinité  de  petits  poids  ; ce  fil  formera  un  polygone  d’ttn  nombre 
infini  de  côtés,  ou  une  courbe  qui  sera  toute  entière  dans  un 
plan  vertical  avec  les  deux  puissances  appliquées  à ses  extrémités, 
suivant  des  directions  tangentes  à cette  courbe;  et  si  par  lé' point 
de  concours  de  ces  deux  tangentes  on  élève  une  verticale , cette 
droite  passera  par  le  centre  de  gravité  de  la  corde,  sera  la  di- 
rection de  la  résultante  des  deux  puissances  qui  seront  en  raison 
inverse  des  sinus  des  angles  que  leurs  directions  formeront  avec 
la  verticale. 

Donc  , si  une  puissance  agit  sur  un  corps  ou  sur  une  machine 
au  moyen  d’une  corde  pesante,  suivant  une  direction  qui  ne  soit 
pas  verticale,  la  corde  ne  transmettra  pleinement  l’action  de  cette 
puissance,  qu’autant  que  la  verticale,  menée  par  le  point  de 
concours  des  tangentes  aux  extrémités  de  la*  courbe  décrite  par  la 
corde,  divisera  en  deux  parties  égales  l’angle  formé  par  ces  deux 
• tangente). 
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Pu.  XII.  5l.  Une  corde  pesante  ne  peut  jamais  être  exactement  tendue, 
si  ce  n’est  dans  une  direction  verticale. 

Fig.  3o.  Car  Iepo"ids  de  la  corde,  décomposé  en  deux  forces  directement 
opposées  aux  deux  puissances  qui  la  tendent  et  la  tiennent  en 
équilibre,  est  représenté  par  le  sinus  de  l'angle  formé  par  ces  deux 
puissances  : or  le  poids  de  la  corde  n’étant  jamais  nul,  cet  angle 
ne  peut  jamais  être  égal  à deux  droits. 

Si  les  forces  qui  sollicitent  un  nœud  sont  au  nombre  de  plus  de 
trois,  après  avoir  décomposé  chacune  d’elles  en  deux  ou  en  trois 
autres  respectivement  parallèles  à deux  ou  à trois  axes  rectangu- 
laires , selon  que  les  cordons  sont  ou  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan  , il  faudra,  pour  établir  l’immobilité  du  nœud , que  la  somme 
des  forces,  parallèle  à chaque  axe,  soit  égale  à zéro;  ce  qui  fait 
voir  que  si  le  nœud  est  sollicité  par  plus  de  trois  forces  dans  un 
même  plan  , et  par  plus  de  quatre  forces  non  situées  dans  un  même 
plan,  les  directions  des  forces  étant  données,  le  rapport  de  ces 
forces  est  indéterminé  dans  le  cas  de  l’équilibre  ; et  si  on  regarde 
les  extrémités  des  grandeurs  respectives  des  tensions  des  cordons, 
à partir  du  nœud  , comme  un  système  de  points,  on  trouvera  que 
le  nœud  est  le  centre  de  gravité  du  système. 

Du  Levier. 

5a.  Le  levier  est  une  verge  inflexible  , droite  ou  courbe,  qu’on 
suppose  ne  pouvoir  que  tourner  autour  d’un  point  d’appui. 

Fig.  3».  Soit  une  puissance  F qui  soutient  le  poids  P au  moyen  du  le- 
vier HAK , dont  le  point  d’appui  est  en  A.  Supposons  cette  puis- 
sance appliquée  au  point  B , où  sa  direction  rencontre  la  verticale 
menée  par  le  centre  de  gravité  du  poids;  tirons  la  droite  BA  au 
point  d'appui;  prenons  BC  pour  représenter  la  puissance  F;  con- 
struisons sur  BC,  comme  diagonale , et  sur  les  directions  BJJet  BA, 
le  parallélogramme  DCEB  ; ce  qui  exige  que  les  forces  F et  F,  et 
le  point  d'appui  A , soient  dans  un  même  plan.  Nous  pourrons 
substituer  à la  puissance  F les  deux  forces  BE  et  BD  : or  Bh  sera 
détruite  par  la  résistance  de  l’appui,  et  BD  étant  directement 
opposée  an  poids  P , doit  lui  être  égale  pour  l’équilibre.  Prenons 
BG  — BD -,  et  tirons  GE;  les  deux  droites  BG  et  CE  étant  égales 
et  parallèles , BCEG  est  un  parallélogramme,  et  BE , qui  est  la 
charge  de  l’appui,  est  la  résultante  de  deux  forces  F et  P ; donc, 
puisque  le  point  A est  sur  la  direction  de  celte  résultante,  en  abais- 
sant les  perpendiculaires  AI  et  AM  sur  les  directions  des  forces  , 
on  doit  avoir  : F . AM  — P . Al  = o,  ou 

f : p : : ai  : am; 

c’est-à-dire  que  deux  puissances  qui  tendent  à faire  tourner 
un  levier  en  sens  contraires  et  qui  se  font  équilibre,  sont  .en 
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raison  réciproque  des  distances  de  leurs  directions  au  point  Pc.  XII. 
d'appui. 

Si  l’on  joint  le  point  M avec  le  point  / par  la  droite  Ml,  les 
triangles  AMI  et  BCE  semblables , à eau  se  que  le  quadrilatère  AlBM 
est  inscriptible  à un  cercle,  donneront  CE  ; BE  ; ; AM  : MI,  ou 
en  désignant  par  C la  charge  de  l’appui, 

p : c : : am  : mi. 

Le  levier  étant  droit,  si  les  puissances  ont  des  directions  parai- Fig.  3a. 
lèles,  ces  puissances  sont  en  raison  réciproque  des  parties  du  le- 
vier, comprises  entre  l’appui  et  leurs  directions;  puisqu’on  peut 
substituer  au  rapport  des  perpendiculaires  AI  et  AM , celui  de 
AH  à AK.  Ces  longueurs  se  nomment  les  bras  de  levier  des  forces 
qui  sont  appliquées  à leur  extrémité;  quant  à la  charge  de  l’appui, 
elle  est  égale  à la  somme  des  forces. 

Lorsqu’une  force  F fait  équilibre  à un  poids  P,  on  peut  à cette  Fig.  33. 
force  en  substituer  une  autre  F qui  lui  soit  parallèle,  et  qui  soit 
appliquée  à un  point  K'  du  levier,  telle  que  l’on  ait, 

f : f*  ::  ak>  : ak. 

Car  pour  l’équilibre  entre  F et  P,  on  a F.  AK  — P.  AH,  et 
pour  l’équilibre  entre  F1  et  P,  on  doit  avoir  F'  . AK'=z  P . AH  ; 
donc  F . AK  — F 1 . AK1,  ou  F‘.  F'  AK ' I AK.  Après  cette 
substitution,  la  charge  de  l’appui,  qui  était  F -f-  P,  deviendra 
ÂK 

F -{-P  ou  F.  -^p  + P. 

.53.  On  distingue  ordinairement  trois  espèces  de  leviers  , selon 
les  situations  respectives  de  l’appui,  du  poids  et  de  la  puissance. 

Si  l'appui  est  entre  le  poids  et  la  puissance,  le  levier  est  de 
la  première  espèce , et  la  puissance  est  d'autant  plus  petite  que 
le  poids , que  son  bras  de  levier  est  plus  long  que  celui  du 
poids. 

Dans  le  levier  de  la  seconde  espèce,  le  poids  est  entre  l’appui  et 
la  puissance,  cclle-ci  est  toujours  plus  petite  que  le  poids. 

Enfin,  le  levier  est  de  la  troisième  espèce,  lorsque  la  puissance 
est  entre  l’appui  et  le  poids;  la  puissance  y est  toujours  plus  grande 
que  le  poids. 

Lorsqu’un  levier  est  sollicité  par  plusieurs  forces  situées  dans 
un  même  plan  avec  l’appui , ces  forces  ne  peuvent  être  en  équi- 
libre qu’autant  que  leur  résultante  passe  par  le  point  d’appui  ; le 
moment  de  cette  résultante  , et  par  conséquent  la  somme  des  mo- 
tnens  de  toutes  les  forces,  par  rapport  au  point  d'appui , doit  être 
égale  à zéro. 

Si  l’on  veut  avoir  égard  à la  pesanteur  du  levier,  il  faut  consi- 
dérer son  poids  comme  une  force  appliquée  verticalement  à son 
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Pl.  XII.  centre  rie  gravité,  et  comprendre  son  moment  avec  cenx  des  forces 
appliquées  au  levier. 

54-  La  balance  est  un  levier  de  la  première  espèce,  qui  sert  à 
peser  un  corps  avec  un  corps  de  même  poids  ; les  bras  de  levier 
doivent  donc  être  égaux.  On  la  construit  de  manière  à être  en 
équilibre  lorsque  les  bassins  sont  vides,  et  si  l’on  charge  ensuite 
les  bassins  de  deux  poids  égaux,  l’équilibre  devra  encore  subsis- 
ter; réciproquement  si  les  bras  de  levier  sont  égaux,  et  si  les  poids 
mis  dans  les  bassins  se  font  équilibre,  les  poids  devront  être  égaux, 
et  l'un  des  deux  fera  connaître  l’autre. 

lorsque  les  bras  de  la  balance  sont  inégaux,  les  poids  qui  sont 
en  raison  réciproque  de  leurs  bras  de  levier,  sont  aussi  inégaux; 
alors  il  faut  peser  le  corps  dont  on  veut  connaître  le  poids  succes- 
sivement dans  chaque  bassin  , et  prendre  une  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  poids  qui  ont  fait  équilibre  à ce  corps. 

En  effet , soient  m le  poids  inconnu  du  corps  à peser  , a et  b les 
bras  de  levier,/»  et q les  poids  employés.  Le  premier,  en  équilibre 
avec  le  corps  m , donne pa  rnb  ; et  le  second  , en  équilibre  avec 

le  corps  m placé  dans  l’autre  bassin,  donne  qb  = ma  ; multipliant 
ces  deux  équations  ,>on  trouve 

* 

m ==  V pq. 

Un  autre  procédé  consiste  à mettre  le  corps  que  l’on  veut  peser, 
en  équilibre  avec  des  poids  quelconques  ; à retirer  ensuite  le  corps , 
qu  on  remplacera  par  des  poids  connus,  jusqu'à  ce  que  l’équiiibre 
soit  rétabli  : la  somme  de  ces  derniers  poids  représentera  exacte- 
ment le  poids  du  corps.  Ce  procédé,  du  à Borda  , est  connu  sous 
le  nam  de  Méthode  des  doubles  pesées. 

55-  La  romaine  est  un  levier  dont  les  bras  sont  inégaux  , et 
qui  sert  à peser  uir  corps  attaché  au  plus  petit  bras,  au  moyen 
d’un  poids  constant  qu’on  éloigne  suffisamment  de  l’appui.  On  la 
construit  de  manière  à être  en  équilibre,  indépendamment  des 
deux  poids;  et  la  balance  étant  chargée  et  en  équilibre,  si  la  dis- 
tance du  poids  constant  à l’appui  est  double  ou  triple  de  celle  du 
corps  , le  poids  de  celui-ci  est  double  ou  triple  du  poids  Constant. 

Des  Poulies  et  Mouffle. 

SC).  Une  poulie  est  une  roue , dont  la  circonférence  est  creusée 
en  gorge  pour  recevoir  une  corde  , et  qui  est  traversée  par  un  bou- 
lon , ou  axe , portée  par  les  branches  d’une  chape. 

Fig.  54,  La  poulie  est  fixe  quand  la  chape  est  attachée  à un  point  fixe.  La 
puissance  et  la  résistance  à vaincre  sont  appliquées  à la  circonfé- 
rence de  la  poulie , au  moyen  d une  même  corde  qui  en  enveloppe 
une  partie. 
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La  poulie  est  mobile  quand  ia  chape  est  liée  à la  résistance  et  se  Pc.  XII. 
meut  avec  elle.  • ' Fig.  35. 

Dans  l’une  et  dans  l’autre,  lorsqu’il  y a équilibre,  les  forcés 
appliquées  à la  corde  qui  passe  dans  la  gorge  de  la  poulie  , sont 
égales.  • 

Donc , i°  la  puissance  est  égale  au  poids  dans  l’équilibre  de  la 
poulie  fixe,  et  cette  poulie  ne  sert  qu’à  changer  la  direction  de  la 
puissance. 

a0  La  force  F étant  appliquée  au  point  où  sa  direction  ren-Fig.  36. 
contre  celle  du  poids,  et  représentée  par  AB  , si  on  la.décompose 
en  deux  forces  , dont  l’une  verticale  ^ICsoit  égale  à AB,  on  a pour 
l’antre  une  force  AD,  qui  divise  l'angle  F AP  en  deux  parties 
égales,  et  qui  par  conséquent  passe  par  le  centre  de  la  poulie  et 
représente  la  charge  de  ce  centre;  désignant  donc  cette  charge 
par  C , on  a 

p : c ::  ac  : ad. 

Mais  si  l’on  tire  les  rayons  MO  et  0/  aux  points  où  les  cordons 
quittent  la  poulie,  et  la  soutendante  MI  de  l’arc  enveloppé  par 
la  corde  , les  triangles  ABD  et  (M// semblables,  comme  ayant 
les  côtés  perpendiculaires  chacun  à chacun,  donnent  A B ou 
AC  : AD  **  OM  ; MI;  donc  aussi 

P ; C : ; OM  : Ml. 

Si  les  cordons  étaient  parallèles  , OM  serait  ==  j Ml,  et  Pou  au- 
rait C — i P. 

3°  Dans  la  poulie  mobile , le  poids  appliqué  au  centre  doit  di-  Fig.  Z-j. 
viser  en  deux  parties  égales  l’angle  TAF  formé  par  les  cordons 
TM  et  FI , sans  quoi  la  poulie  glisserait  le  long  de  la  corde.  Sup- 
posons donc  la  force  F,  représentée  par  AB , appliquée  en  A , et  » 
décomposée  en  deux  autres  , dont  l’une  , AC  — AB  ; soit  dirigée 
au  point  fixe  T;  l’autre  AD,  divisera  l’angle  TAF  en  deux  parties 
égales , sera  directement  opposée  au  poids  , et  devra  lui  être  égale 
pour  l’équilibre;  on  aura  donc 

f : p ab  ::  ad  -, 

ou  , en  menant  les  rayons  OM  et  01 , et  la  soutendante  MI , 

, f : p ::  om  : mi. 

Si  les  cordons  étaient  parallèles,  on  aurait 

f : p ::  i : 2. 

On  vok  donc  que,  dans  l’équilibre  de  la  poulie  fixe  ou  mobile, 
les  forces  tangentielles  sont  égaies,  et  sont  chacune  à la  force  du 
centre  , comme  Je  rayon  de  la  poulie  est  à la  soutendante  de  l’arc 
enveloppé  par  le  cordon. 
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- 57.  Lorsqu’une  puissance  soutient  nn  poids  au  moyen  d’un 
système  de  poulies  mobiles  embrassées  chacune  par  un  cordon 
attaché,  d’une  part,  à un  point  fixe  , et  de  l'autre,  au  centre  de  la 
poulie  voisine,  la  puissance  est  au  poids,  comme  lê  produit  des 
rayons  des  poulies  mobiles  est  au  produit  des  soutendantes  des  arcs 
enveloppés  de  ces  poulies. 

En  effet , soient  T et  T1,  les  tensions  des  cordons  IK  et  LM  ; 
r,  r1,  r11,  les  rayons  des  poulies  À , B , C;s,  s',  s",  les  souten- 
dantes des  arcs  enveloppés  , on  a , par  ce  qui  précède  , 

• F : T J : r : r ; 

T : T<  ::  r>  : s'  ; 

T'-',  p : : r"  : s".  ■ 

Multipliant  ces  proportions  , il  vient 

F : P : : r .r<  . r"  \ s . s’  . s". 

Si  les  cordons  étaient  parallèles , les  soutendantes  seraient  dou- 
bles des  rayons  correspondans  , et  on  aurait , en  désignant  par  n 
le  nombre  des  poulies  mobiles  ; 

f 1 p ::  1 : a». 

58-  Urte  mouffle  est  un  système  de  poulies  assemblées  dans  une 
même  chape , sur  le  même  axe , ou  sur  des  axes  particuliers.  On 
emploie  en  même  temps  deux  roouffles,  l’une  est  attachée  à un 
point  fixe,  et  l’antre  est  liée  à la  résistance,  et  se  meut  avec  elle; 
toutes  les  poulies  des  deux  moufflcs  sont  embrassées  par  une  même 
corde,  dont  un  des  bouts  est  attaché  à une  des  deux  mouffles , et 
l’autre  est  tiré  par  la  puissance. 

Si  une* puissance  retient  un  poids  en  équilibre,  au  moyen  des 
mouffles,  la  puissance  est  égale  au  poids  divisé  par  la  somme  des 
cosinus  des  angles  que  font  avec  la  verticale  les  cordons  qui  vont 
d'unè  mouffle  à l’autre. 

Car  si  l'on  décompose  les  tensions  égales  de  ces  cordons  , cha- 
cune en  trois  autres  perpendiculaires  entre  elles , et  dont  une  soit 
verticale  , il  n’y  aura  que  celles-ci  qui  produiront  l’équilibre  ; leur 
somme  devra  donc  être  égale  au  poids  : or,  chacune  de  ces  der- 
nières forcés  est  égale  à la  tension  de  la  corde,  ou  à la  puissance 
multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  que  le  cordon  correspondant 
fait  avec  la  verticale  ; donc,  si  l’on  désigne  ces  angles  par  a,  a.1,  a!1, 
la  puissance  par  F,  et  le  poids  par  P,  on  aura 

F COS.  a •+■  F COS.  a1  F COS.  a!1  ~ P , 
ou 

p 

■ F = — 

COS.  a !+■  COS.  a.1  + COS. 
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S’il  y avait  n cordons  allant  d’une  mouffle  à l'antre',  et  s’ils  Pl.  XII. 
étaient  parallèles,  on  aurait 


De  T équilibre  dans  le  Tour , Treuil  ou  Cabestan. 

5 ()•  Le  tour  est  composé  d‘un  cylindre  et  d'une  roue  qui  ont  Fig.  4o. 
le  même  axe,  et  qui  sont  liés  solidement  l’un  à l’autre.  La  puis- 
sance appliquée  tangentiellement  à la  roue,  fait  tourner  cette 
roue  et  le  cylindre , et  celui-ci  s’enveloppe  en  même  temps  de  la 
corde  à laquelle  est  attaché  le  poids  qu’on  veut  approcher  de  la 
machine. 

Au  lieu  d’une  roue,  on  peut  employer  des1  leviers  implantés 
dans  le  corps  du  cylindre,  perpendiculairement  à son  axe;  et  cha- 
que puissance  agit  à l’extrémité  d'un  de  ces  leviers. 

6o.  Dans  l’équilibre  dn  tour,  la  puissance  est  au  poids  on 
à la  résistance,  comme  le  rayon  du  cylindre  est  au  rayon  de  la 
roue. 

En  effet,  soit  ABO  une  section  de  la  roue  , faite  par  le  plan  j-j..,  iklm 
perpendiculaire  à l’axe,  dans. lequel  se  trouve  la-  direction  de  la 
puissance  F ; DEC  une  section  du  cylindre,  faite  par  un  plan 
parallèle  à celui  de  la  roue  et  passant  par  le  centre  de  gravité  du 
poids  P.  On  pourra  supposer  ce  poids  appliqué  à l'extrémité  du 
rayon  horizontal  CE  de  cette  section.  Menons  le  rayon  OA  au 
point  d’application  de  la  puissance  ; suivant  ce  rayon  et  l’axe  du 
cylindre  conduisons  un  plan,  ce  plan  coupera  la  section  cylin- 
drique suivant  le  rayon  CD,  parallèle  à AO  ; tirons  la  droit&Z)ü, 
qui  rencontrera  l'axe  en  G ; et  concevons  la  force  F décomposée 
en  deux  forces  T et  S,  qui  lui  soient  parallèles  et  soient  appliquées 
aux  points  D et  G ; nous  pourrons  supposer  que  le  poids  est  sou* 
tenu  par  ces  deux  forces;  or,  la  force  S passant  par  l’axe  du  cy- 
lindre, ne  tend  à produire  aucun  mouvement  de  rotatiôn,  et  ne 
contribue  en  rien  à soutenir  le  poids;  la  force  ITfait  donc  seule 
équilibre  au  poids;  et  à cause  que  l’angle  TDC  est  égal  à l’angle 
droit  FO  A , il  s’ensuit  que  TD  est  perpendiculaire  à DC  ; de  plus  , 
comme  les  forces  T et  P sont  dans  un  même  plan  , on  peut  regar- 
der la  force  T comme  faisant  équilibre  au  poids  P,  au  moyen  du 
levier  DCE , dont  l’appui  est  en  C ,-  et  dont  les  bras  sont  égaux; 
donc  T — P.  Mais  les  forces  T et  S étant  les  composantes  paral- 
lèles deE,  on  a 

f : t ::  gd  : go  dc  : ao; 

donc  aussi , 

f : p : : dc  : ao. 
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XII.  Pour  trouver  la  charge  de  chacun  des  appuis  , on  supposera  que 
• *i.  le  poids  est  appliqué  en  C , et  on  le  décomposera  en  deux  forces 
verticales,  passant  par  les  appuis  Met  K;  on  considérera  ensuite 
la  puissance  F comme  appliquée  en  A , parallèlement  à sa  direc- 
tion , et  on  la  décomposera  en  deux  forces  qui  lui  soient  paral- 
lèles, et  passant  aussi  parles  deux  appuis  : alors,  abstraction  faite 
du  poids  de  la  machine,  on  connaîtra  les  deux  forces  qui  solli- 
citent chaque  appui , et  l’angle  que  ces  deux  forces  font  entre  elles  ; 
on  aura  donc  la  grandeur  et  la  direction  de  la  pression  exercée  sur 
chacun  des  appuis. 

Il  reste  à prouver  que  les  forces  P et  F peuvent  être  supposées 
appliquées  aux  points  C et  A de  l'axe,  parallèlement  à leurs  di- 
rections. 

i°  Les  deux  forces  T et  P se  faisant  équilibre  au  moyen  du 
levier  ECD , dont  le  point  d’appui  est  en  C,  se  réduisent  à une 

seule  force  qui  passe  par  ce  point  ; donc  , si  on  conçoit  cette  ré- 

sultante appliquée  en  C,  et  décomposée  en  deux  forces  7*  et  /*,  res- 
pectivement parallèles  à T et  P , on  aura 

P'  — P et  T>  = T. 

1°  Les  deux  forces  T1  et  S étant  parallèles , et  agissant  sur  l’axe  , 
ont  une  résultante  F1  ~ T1  — S — T — S ” F,  qui  rencontrent 
l’axe  en  un  point  distant  de  G,  d’une  quantité  x qu’on  trouvera 
par  cette  proportion  : 

Fl  : T1  OU  F : T ::  GC  : x; 

mais  F : T i:  GDI  GO ; 

ou  ’ F : T : : GC  : GA. 

\ 

En  comparant  la  dernière  proportion  avec  la  première,  on  voit 
que  ar  :=  GA  ; donc,  il  s’exerce  sur  l’axe,  au  point  C , une  force 
verticale  égale  au  poids;  et  au  pointé,  une  force  égale  et  pa- 
rallèle à F. 

La  proportion  F l P ::  CD  l AO,  donne 
F . AO  = P . CD; 

oy,  en  représentant  par  R et  r les  rayons  de  la  roue  et  du  cy- 
lindre , 

FR  = Pr. 

6l.  Donc,  torsque  deux  forces,  qui  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan , tendent  à faire  tourner  un  treuil  ou  un  corps  quelconque 
autour  d’un  axe,  les  moniens  de  ces  forces,  par  rapport  à l’axe, 
sont  égaux  entre  eux,  lorsqu’il  y a équilibre. 

Si  les  forces  n’agissaient  pas  dans  des  plans  perpendiculaires 
à l’axe,  il  faudrait,  pour  l’équilibre,  que  les  inomens  de  leurs 
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projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à l'axe,  fussent  égaux  Pl.  XII. 
entre  eux. 

Dans  l’évaluation  dq  rayon  du  cylindre,  il  faut  supposer  le  poids 
appliqué  à l’axe  de  la  corde , ce  qui  augmente  le  rayon  du  cy- 
lindre d’un  ou  de  plusieurs  demi-diamètres  de  la  corde. 

♦ 

6*2.  La  chèvre  qui  sert  à élever  des  pièces  de  canon,  est  corn- Fig.  4a. 
posée  d’un  cabestan  et  d’un  équipage  de  mouffles.  Dans  cette  ma- 
chine, la  puissance  appliquée  au  levier  du  cabestan,  est  à, la  ten- 
sion du  câble,  comme  le  rayon  du  cylindre  est  à la  longueur  du 
bras  de  levier;  mais  cette  tension  est  au  poids  à soulever,  comme 
l’unité  est  au  nombre  des  brins  qui  soutiennent  le  poids;  la  puis- 
sance est  donc  au  poids  , comme  le  rayon  du  cabestan  est  à autant 
de  fois  la  longueur  du  bras  de  levier,  qu’il  y a de  brins. 

65.  Le  cric  est  composé  d’une  barre  de  fer,  dentée  d*un  côté.Lig-  43. 
et  retenue  pai'  nne  chape  dans  laquelle  eette  barre  est  mobile  dans 
le  sens  de  sa  longueur  ; les  dents  de  la  barre  epgrènent  avec  celles 
d’un^pignon  qu’une  puissance  fait  tourner  au  moyen  d'une  ma- 
nivelle. La  résistance  qu'une  dent  de  la  barre  oppose  à la  dent 
correspondante  du  pignon  , peut  être  considérée  comme  un  poids 
appliqué  à un  cylindre  de  même  rayon  que  le  pignon , et  le  rayon 
de  la  manivelle,  comine  un  levier  implanté  dans  le  corps  du  pi- 
gnon ; la  puissance  est  donc  au  poids  que  la  barre  supporte,  ou  à 
l’effort  que  cette  barre  exerce  dans  le  sens  de  sa  longueur,  comme 
le  rayon  du  pignon  est  au  rayon  de  la  circonférence  que  la  mani- 
velle tend  à décrire. 

Pour  augmenter  la  force  du  cric,  on  peut  faire  engrener  lei  Fig.  44. 
dents  du  pignon  avec  celles  d’une  roue,  et  les  dents  du  pignon  de 
cette  roue  avec  celles  de  la  barre;  alors  la  puissance  est  à l’effort 
qui  s’exerce  sur  une  des  dents  de  la  roue,  comme  le  rayon  du  pi- 
gnon est  à celai  de  la  circonférence  que  la  manivelle  tend  à dé- 
crire; et  cet  effort  est  au  poids  comme  le  rayon  du  pignon  de  la 
roue  est  au  rayon  de  cette  roue.  En  multipliant  ces  deux  propor- 
tions, on  trouvera  que  la  puissance  est  au  poids , comme  le  produit 
des  rayons  des  pignons  est  au  produit  des  rayons  de  la  roue  et  de 
la  manivelle. 

64*  On  prouvera,  par  un  raisonnement  semblable,  que,  si  une  p;g.  45. 
puissance  soutient  un  poids,  au  moyen  de  plusieurs  roues  dentées, 
portant  chacune  un  pignon  dont  les  dents  engrènent  celles  de  la 
roue  voisine , la  puissance  est  au  poids  comme  le  produit  des  rayons 
des  pignons  est  au  produit  des  rayons  des  roues. 

De  V équilibre,  sur , les  Plans. 

65-  Un  corps  qui  ne  touche  un  plan  qu’en  un  point , et  qui 
est  sollicité  par  plusieurs  forces , ne  peut  demeurer  en  équilibre 
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Pi*.  XII.  sur  ce  plan,  qu’autant  que  tontes  ces  forces  sont  réductibles  à 
une  seule,  dirigée  au  point  d'appui  perpendiculairement  au  plan. 

Car,  le  plan  ne  résistant  qu’au  point  d’appui , suivant'une  direc-  . 
tion  qui  lui  est  perpendiculaire  , il  ne  peut  détruire  qu’une  force 
de  même  direction  et  passant  par  ce  même  point. 

Donc,  si  le  corps  n’est  sollicité  que  par  la  pesanteur,  il  faut, 
pour  qu’il  demeure  en  équilibre , que  le  plan  soit  horizontal,  et 
que  la  verticale  abaissée  du  centre  de  gravité  de  ce  corps,  passe 
" par  le  point  d’appui. 

Lorsque  le  corps  touche  le. plan  en  deux  points  , la  résultante 
de  toutes  les  forces  qui  le  sollicitent  doit  être  perpendiculaire  au 
plan  , et  rencontrer  la  droite  qui  joint  les  points  d’appui  entre 
ces  points;  parce  qp  alors  cette  résultante  se  décompose  en  deux 
forces  perpendiculaites  au  plan , appliquées  aux  deux  appuis,  et 
qui  sont  détruites  par  .ces  appuis. 

Si  le  corps  touche  le  plan  en  trois  points  , la  résultante  de  toutes 
les  forces- qui  le  sollicitent  doit  rencontrer  l’aire  du  triangle  formé 
par  les  droites  qui  joignent  ces  trois  points;  puisqu’alors  on  peut 
décomposer  cette  résultante  en  deux  forces  perpendiculaires  au 
plan  , dont  l’une  soit  appliquée  à un  des  appuis  , et  l'autre  à un 
point  de  la  droite  qui  joint  les  deux  autres  appuis  : cette  dernière 
force  peut  ensuite  être  décomposée  en  deux  forces  perpendicu- 
laires au  plan , et  appliquées  aux  deux  derniers  appuis.  En 
prenant  les  moinens  de  ces  trois  composantes  et  de  leur  résul- 
tante, par  rapport  à un  des  côtés  du  triangle,  on  verra  que  la 
pression  du  point  d’appui  opposé  à ce  côté  , et  la  pression  to- 
tale , sont  en  raison  inverse  des  distances  de  leurs  directions  à ce 
côté. 

Enfin,  lorsque  le  corps  touche  le  plan  en  plus  de  trois  points, 
le  problème  de  déterminer  la  pression  de  chacun  des  appuis  reste 
indéterminé;-  car  la  pression  totale,  décomposée  en  forces  per- 
pendiculaires au  plan  et  appliquées  aux  appuis,  donne  trois  con- 
ditions , qui  sont  : que  la  somme  des  momens  des  composantes  , 
prises  successivement  par  rapport  à deux  axes  tirés  dans  le  plan  , 
soit  égale  au  moment  de  la  pression  totale , et  que  la  somme  des 
composantes  soit  égale  à la  pression  totale  ; ces  trois  conditions 
fournissent  donc  moins  d’équations  que  d’inconnues. 

Fig.  46.  66.  Lorsqu’une  puissance  retient  un  corps  pesant  en  équilibre 

sur  un  planincliné,  la  puissance  est  au  poids  de  ce  corps,  comme 
le  sinus  de  l'inclinaison  du  plan  à l’horizon  j est  au  cosinus  de 
l’angle  que  la  direction  de  la  puissance  fait  avec  le  plan/ 

En  effet , imaginons  une  verticale  par  le  centre  de  gravité  G 
du  corps  M ; la  direction  de  la  forée  F,  qui  fait  équilibre  au 
poids  P de  ce  corps,  doit  rencontrer  la  verticale  en  un  point  /, 
duquel  on  puisse  abaisser  sur  le  plan  une  perpendiculaire  qui  ne 
laisse  pas  tous-  les  points  d’appui  d’un  même  côté.  Concevons  la 
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puissance  F,  représentée  par'//),  et  décomposée  en  deux  forces,  Pu.  XIL 
l’une  1H  directement  opposée  an  poids,  et  l’autre  1K  perpendi- 
culaire au  plan , ce  qui  exige  que  la  puissance  agisse  dans  un  plan 
vertical  perpendiculaire  au  plan  incliné.  La  force  IK  étant  per- 
pendiculaire au  plan,  sera  détruite,  et  représentera  la  charge  du 
plan.  Quant  à la  force  ///,  elle  devra  être  égale,  aq  poids  pour 
1’équilibt‘e.  Nommons  a,  l’inclinaison  du  plan  à l’horizon;  B, 
l’angle  que  la  puissance  fait  avec  le  plan;  et  y , l’angle  que  la 
puissance  fait  avec  l’horizontale  IO.  La  décomposition  delà  force 
F , donne  i° 

F : P : : sin.  HIK  : sin.  FI  R. 

. Or,  sin.  HIK  — sin.  KIP  3=  sin.  o,  et  sin.  FI  R — cos.  /8; 
donc 

F : p ::  sin.  « ; cos. 


a0  Si  on  appelle  R la  pression  sur  te  pian,  on  a 
R : P ::  sin.  F1H  : sin.  FIR. 
Mais:  sin  FIH  = cos.  y,  donc 


R : P ::  cos.  y : cos.  fi. 


La  valeur  F — 


P sin.  <* 
cos.-/3 


apprend  que , 


le  poids  de  l’inclinai- 


son du  plan  à l’horizon  restant  les  mêmes,  la  puissance  est  d’au- 
tant plus  petite  que  cos.  B est  plus  grand;  donc,  la  direction  la 
plus  avantageuse  de  la  puissance  est  parallèle  à la  longueur  du 
plan  incliné,  et  on  a alors  F l P II  sin.  a.  : i. 

Si  on  abaisse,  du  sommet  A du  plan,  la  verticale  AC,  cette 
ligne  est  appelée  la  hauteur  du  plan  ; AB  en  est  la  longueur,  et  BC 
la  base.  Désignant  ces  trois  quantités  respectivement  par  h , letb, 
le  triangle  rectangle  ABC  donne 

sin.  a : i ::  h : l; 
donc , F ; P h : l. 


Dans  le  même  cas,  on  a,  pour  la  pression  sur  le  plan, 

R l P ::  cos.  a : i ::  b i l. 

Si  la  direction  de  la  puissance  est  horizontale , on  a B zz  a , et 
les  deux  proportions  primitives  deviennent  pour  ce  cas  , 

F : P II  sin.  a l cos.  a ; : h ; b, 
et  n : p t:  cos.  a.  n i ; b. 

67.  Un  corps  pesant  ne  peut  être  en  équilibre  entre  deux  plans  pjg.  47. 
inclinés , qu’autant  qu'il  se  trouve , dans  la  verticale  qui  passe 
par  le  centre  de  gravité  de  cc  corps,  un  point  I , duquel  on  puisse 
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Pi»  XII. abaisser  sur  chaque  plan  une  perpendiculaire  qui  ne  laisse  pas 
d’un  même  côté  tous  les  points  de  contact  du  corps  avec  le  plan  ; 
il  faut  aussi  que  ces  perpendiculaires  soient  dans  un  même  plan 
vertical. 

Caron  peut  supposer  alors  que  le  poids  du  corps,  considéré 
comme  appliqué  en  /,  est  décomposé  en  deux  forces  S et  T , di- 
rigées , suivant  ces  deux  perpendiculaires  , pour  être  détruites  par 
ces  plans. 

Les  droites  IS,  IP  et  IT , devant  être  dans  un  plan  vertical  per- 
pendiculaire à chacun  des  plans  inclinés,  l’intersection  de  ces  der- 
niers plans  doit  donc  être  perpendiculaire  au  plan  vertical  SIT, 
ou  être  horizontale. 

Si  on  désigne  le  poids  du  corps  par  P ; par  S et  T,  les  pressions 
exercées  respectivement  sur  les  plans  AB  et  AC  ; et  par  a et  fi,  les 
inclinaisons  de  ces  plans  à l’horizon,  on  aura 

P : S : T : : sin.  SIT  : sin.  PIT  : sin.  PIS. 

Mais  l’aDgle  SIT  a le  même  sinus  que  l'angle  BAC , et  ce  dernier 

angle  a pour  supplément  la  somme  des  angles  a.  et  fi  ; donc  sin. 
SIT  — sin.  (a  -(-  £) , et  les  angles  PIT  et  PIS  sont  respectivement 
égaux  aux  angles  fi  et  a.  Donc, 

P ; S l T l : sin.  («  + f)  : sin.  fi  : sin.  a. 

Si  les  plans  sont  également  inclinés  à l’horizon , on  a fi  — a , et 

par  conséquent, 

P : S II  sin.  a«  : sin(  a ” acos.  al  i. 

De  la  Vis. 

68.  La  vis  est  un  cylindre  droit,  enveloppé  d’un  filet  uniforme 
qui  lui  est  adhérent,  et  qui  fait  partout  un  même  angle  avec  la  gé> 
nératrice  du  cylindre. 

Fig.  48.  On  appelle  pas  de  la  vis , l’intervalle  AB  entre  deux  filets  con- 
sécutifs , mesuré  parallèlement  à l’axe  de  la  vis. 

Si,  sur  AB,  on  construit  un  triangle  rectangle  en  B , dont  le 
côté  BM  soit  égal  à la  circonférence  du  cylindre  , et  qu'on  enve- 
loppe le  cylindre  avec  ce  triangle,  le  point.il/viendra  aboutir  en  B ; 
l’hypoténuse  AEB  conservera  constamment  la  même  inclinaison 
sur  AB. et  ses  parallèles  , et  sera  la  ppsition  du  filet  sur  la  surface 
du  cylindre  ; le  filet  suivant  n’aura  la  même  inclinaison  que  AEB  , 
qu’autant  qu’il  sera  l’hypothénuse  d’un  triangle  BEI,  parfaitement 
égale  au  triangle  ABM. 

Donc,  tous  les  pas  d’une  vis  sont  égaux  entre  eux. 

a°  Un  point  pesant  en  équilibre  sur  le  filet  de  la  vis  , peut  être 
considéré  comme  retenu  sur  un  plan  incliné,  dont  la  hauteur  et  la 
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base  seraient  respectivement  égales  aupas  de  la  vis  , et  à la  circon-  Pu.  XII. 
férence  du  cylindre. 

3°  On  peut  concevoir  le  filet  de  lavis,  comme  composé  d’au- 
tant d’hélices  parallèles  entre  elles , qu’il  y a de  points  dans  la 
section  du  filet,  chacune  de  ces  liéliçes  étant  supposée  envelopper 
un  cylindre  d’un  rayon  égal  à la  distance  de  cette  hélice  à l’axe 
de  la  vis. 

L’écrou  est  un  solide  creusé  cylindriquement , et  sillonné  inté- 
rieurement, de  la  même  manière  que  le  cylindre  de  la  vis  est  revêtu 
extérieurement.  On  peut  se  représenter  le  creux  de  l’écrou , comme 
le  moule  de  la  partie  de  la  vis  qu’il,  embrasse.  La  puissance  agit  le  ' • 
plus  souvent  à l’extrémité  d’un  levier  implanté  dans  le  corps  de  la 
vis  ou  de  l’écrou. 

6g.  Dans  l’équilibre  de  la  vis , la  puissance  appliquée  à l’écrou  , 
est  au  poids  dont  l’écrou  est  chargé  , ou  à l’effort  que  la  puissance 
exerce  dans  le  sens  de  l’axe,  comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  circon- 
férence que  la  puissance  tend  à décrire. 

En  effet,  la  vis  étant  fixe  et  verticale,  il  est  clair  que  l’écrou  Fig*  4g. 
abandonné  à sa  pesanteur,  parcourrait,  en  tournant , tous  les  filets 
inférieurs  de  la  vis  , et  qu’une  puissance  horizontale  F , appliquée 
à l’écrou , pourrait  s'opposer  à ce  mouvement.  Supposons  donc 
que  le  poids  P,  dont  l’écrou  est  chargé , soit  décomposé  en  au- 
tant de  petits  poids  , tel  que  celui  p , qu’il  y a de  points  de  l’écrou 
qui  appuient  sur  le  filet  de  la  vis  : concevons  de  même  la  puis- 
sance F,  décomposée  en  autant  de  forces  horizontales  qu’il  y a 
de  ces  petits  poids  , et  soit  f , la  force  élémentaire  qui  doit  faire 
éqailibre  au  poids  élémentaire  p , placé  en  A.  Menons  par  l’axe 
une  horizontale  1AD,  qui  passe  par  le  poirit  A , et  supposons 
que  la  force  y agisse  perpendiculairement  à II);  imaginons  de 
plus  que  le  poids  p soit  retenu  d’abord  immédiatement  par  une 
force  parallèle  à F ; nommons  H le  pas  de  la  vis,  et  désignons 
par  r et  R les  distances  IA,  et  ID.  A cause  que  la  force  r hori- 
zontale retient  le  poids  p , à l’aide  d’un  plan  incliné  dont  la  hau- 
teur est  H et  la  base  est  la  circonférence  qui  a r pour  rayon,  on  a 

x : p ::  H ; nr. 

Mais  en  regardant  IAD  comme  un  levier  dont  le  point  d’appui 
est  en  / , et  observant  que  la  force/ doit  produire  le  même  effet 
que  la  force  x , on  a 

f:  s ::  r : r. 

Multipliant  ces  deux  proportions,  il  viendra 
f : P ::  H : ■xnR. 

Et  puisque  ce  rapport  est  indépendant  de  r , il  sera  le  même 
entre  la  totalité  des  forces /ou  F , et  la  totalité  des  poids  p ou  P ; 
donc 

F : P ::  Ii  : %,R. 

Mécanique.  • 3o 
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Pc.  XH.  70.  Si  on’suppose  que  l^roue  d’un  treuil  soit  dentée,  et  que 
.Fig.  5o.  ses  dents  engrènent  avec  les  filets  d’une  vis  qu’une  puissance  tend 
à faire  tourner  au  moyen  d’une  manivelle  , on  déterminera  , ainsi 
qu’il  suit,  le  rapport  de  la1  puissance  au  poids. 

La  puissance  est  à la  résistance  qu’une  des  dents  de  la  roue  op- 
pose au  filet  de  la  vis  , comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  circonférence 
que  la  puissance  -tend  à décrire;  mais  cette  résistance  est  au  poids 
appliqué  à la  circonférence  du  cylindfre,  comme  le  rayon  du  cy- 
lindre est  au  rayon  de  la  roue.  Multipliant  ces  proportions , on 
aura  le  rapport  cherché  de  la  puissance  au  poids. 

Cette  machine  , qu’on  appelle  vis  sans  fin , participe  du  levier, 
du  plan  incliné  et  du  tour. 


Du  Coin. 

Fig.  5i.  71.  ’Ltfoin  est  un  prisme  triangulaire,  dont  une  des  facesqn’on 

appelle  la  tête  du  coin  , est  ordinairement  plus  étroite  que  chacune 
des  deux  autres  : celles-ci  forment  par  leur  rencontre  une  arête 
qui  est  le  tranchant  du  coin;  c’est  par  cette  arête  que  le  coin  pé- 
nètre dans  le  corps  que  l’on  veut  diviser. 

Soit  ABC  le  profil  du  coin , ou  la  section  faite  par  un  plan  per- 
pendiculaire aux  arêtes  , et  passant  par  la  direction  de  la  puis- 
sance F appliquée  perpendiculairement  à AB  ; décomposons  cette 
force  en  deux  autres  X et  Y,  respectivement  perpendiculaires  aux 
, côtés  AC  et  BC,  nous  aurons 

■F  : X : Y ::  sin.  XOY  : sin.  FOY  : sin.  FOX  ; 

mais  on  peut  substituer  à ces  sinus  ceux  des  angles  C , B et  A , ou 
les  côtés  opposés  à ces  angles  dans  le  triangle  ABC,  et  la  suite  pro- 
portionnelle se  changera  en  celle-ci , 

F : X : Y ::  AB  : AC  : BC. 

Si  l’on  décompose  la  force  Y en  deux  autres;  l’une  perpendi- 
culaire, et  l’autre  Z parallèle  à la  tête  du  coin,  on  aura 

Y : Z ::  I : sin.  FOY  ::  1 : sin.  B ; 
et,  en  abaissant  CK  perpendiculaire  à la  tête  du  coin  , on  a 
1 ; sin.  B *:  CB  : CK; 
donc,  Y : Z ::  CB  : CK. 

Or  nous  avons  trouvé  précédemment 

Fl  Y V.  AB  : CB; 
multipliant  ces  proportions , on  trouvera 

F l Z AB  ; CA'. 
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On  aurait  le  même  rapport  entre  la  force  F et  celle  de  Z1  qu’elle  Pi»  XII 
produit  parallèlement  à AB  sur  l’autre  côté  du  coin , on  aurait 
donc 

F : z ■+■  Z'  ::  AB  : y.CK. 

/ 

Du  Frottement. 

72.  Le  frottement  est  la  résistance  qu’on  éprouve  à faire  glisser 
un  corps  sur  un  autre.  Cette  résistance  provient  de  la  nature  des 
corps  dont  la  surface  est  toujours  composée  de  parties  saillantes 
et  rentrantes.  Lorsqu’un  corps  appuie  contre  un  autre,  les  parties 
saillantes  d’une  des  deux  surfaces  s’engagent  plus  ou  moins  dans 
les  cavités  de  l’autre  , et  si  l’on  veut  faire  glisser  un  des  deux  corps 
sur  l’autre  , il  faut  dégager  les  aspérités , les  fléchir  ou  les  rompre , 
et  par  conséquent  employer  à cet  effet  une  certaine  force  qu’on  ap- 
pelle frottement. 

Le  frottement , dépendant  de  la  nature  et  de  l’état  des  surfaces 
en  contact , ne  peut  être  déterminé  exactement  par  des  règles  gé- 
nérales. On  sait,  par  l’expérience,  qu’on  diminue  le  frottement  en 
polissant  les  surfaces , et  en  en  bouchant  les  pores  avec  des  ma- 
tières grasses  ; que  le;  frottement  de  deux  corps  de  même  matière, 
est  plus  considérable  que  lorsqu’ils  sont  de  matières  différentes; 
qu’on  éprouve  la  même  résistance  à faire  mouvoir  un  corps  sur  sa  * 
plus  grande  ou  sur  sa  plus  petite  face,  pourvu  que  celle-ci  n'ap- 
proche pas  trop  d’être  une  arête  ou  une  pointe;  enfin,  que  le  frot- 
tement est  proportionnel  à la  pression  jusqu’à  certaines  limites. 

73.  Lorsqu’on  voudra  déterminer  pour  deux  substances,  le 
rapport  du  frottement  à la  pression,  on  placera  un  des  deux  corps 
sur  un  plan  de  même  matière  que  le  second;  on  inclinera  le  plan 
jusqu’à  ce  que  le  corps  placé  sur  ce  plan  soit  prêt  à glisser;  alors 
le  rapport  de  la  hauteur  du  plan  à sa  base  sera  le  rapport  du  frot- 
tement à la  pression  pour  les  deux  substances. 

En  effet,  supposons  que  le  corps  M est  sur  le  point  de  glisser  le  Fig.  5a. 
long  du  plan  AB-,  abaissons  une  verticaledu  centre  de  gravité  de 
ce  corps , et  prenons  1K  sur  cette  verticale  pour  représenter  le 
poids  du  corps  M;  décomposons  ce  poids  en  deux  forces, l’une  1Q 
perpendiculaire  au  plan,  et  l’autre  IH suivant  ce  plan;  la  première 
sera  la  pression  du  corps  sur  le  plan , et  la  seconde  sera  la  force 
avec  laquelle  le  corps  tend  à glisser  le  long  du  plan;  donc' puis- 
qu’elle est  détruite,  et  qu’elle  est  directement  opposée  au  frotte- 
ment, cette  secqnde  force  1H  est  égale  au  frottement;  or  à cause 
des  triangles  semblables  HIK  et  ABC,  on  a _ 

HI  : JQ  ::  AC  : BC. 

désignant  par  ÿ le  frottement,  par  P la  pression,  et  par  <p  le 

3o* 
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rapport,  donné  par  l'expérience,  de  la  hauteur  AC  du  plan  à sa 
base  BC,  on  a 

♦ = f 


q/y.  Déterminons  le  frottement  dans  le  treuil , le  levier  et  la 
poulie. 

Soit  F la  puissance  qui  peut  faire  équilibre  au  poids  P , en  fai- 
sant abstraction  du  frottement;  /la  quantité  dont  la  puissance  F 
doit  être  augmentée  pour  vaincre  le  frottement;  » l'angle  que  la 
puissance  fait  avec  la  direction  du  poids  ; B , r,  r1  les  rayons  res- 
pectifs de  la  roue,  du  cylindre  et  de  l’essieu.  Cela  posé,  la  pression 
que  l'essieu  exercé  sur  les  tourillons  étant  la  résultante  des  deux 
fotces  F -f-  / et  P , sera  exprimée  par 

[F  + /)»  + i>*  iP  { F +/)  cos.  «; 
le  frottement  •,  qui  est  une  partie  <p  de  cette  pression,  sera 

9 = <p  V ( F + fŸ  + P%  + *P  ( F -t-y  )*  cos. 
et  comme  cette  force  est  tangente  à l’essieu,  son  momen't  par  rap- 
port à l’axe  sera  ( 

< V (F  -\-J  f -}-  Pl  -J-  iP  ( F +/)  cos.  i ; 

donc,  puisque  la  force  f doit  contre  - balancer  le  frottement, 
le  moment  de  f doit  être  égal  au  moment  du  frottement  , et 
on  a 

fR=r'v  V (>+/)*  + P%  -+-  -xP  {F  +/  ) cos.  i; 

Pr 

dans  laquelle  il  faudra  mettre  au  lieu  de  F sa  valeur  — jy . 


Si  la  puissance  est  verticale , l’équation  précédente  donne 

. *Pri  0 

^ r — r1  <f 

Cette  formule  convient  au  tour  et  au  levier  traversé  par  un  boulon. 
Pour  la  poulie,  on  fera  R — r,  et  on  aura 


r _ a (f  Pr! 
f — r—  r'y 

Ces  deux  dernières  formules  font  voir  que  plus  on  diminuera 
le  rayon  de  l’essieu,  en  lui  conservant  la  solidité  nécessaire,  plus 
le  frottement  diminuera. 

Ajoutons  ,#*  à la  dernière  valeur  de /,  et  représentons  par  S la 
somme  de  ces  deux  forces  ; nous  aurons 


S = P 


( r + r>  q>  \ 
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pour  la  paissance  S prête  à élever  le  poids  dans  la  poulie , lorsque 
les  cordons  sont  parallèles. 


75.  Cherchons  maintenant  la  puissance  nécessaire  pour  vaincre 
la  résistance  et  le  frottement  dans  les  moufles. 


Nous  supposerons  les  cordons  parallèles  entre  eux  , les  poulies 
de  même  matière  et  de  mêmes  rayons , les  boulons  de  même  ma- 
tière et  de  mêmes  rayons,  et  nous  représenterons  par  rn  la  quantité 
7*  4-  r1  <D  ' 

— - — . Cela  posé,  si  t est  la  tension  du  cordon  le  plus  éloigné 
r — r1  <p 


de  la  puissance,  tm  sera  la  tension  du  cordon  suivant,  lorsqu'il 
sera  sur  le  point  d’entraîner  le  premier  cordon;  la  tension  du  troi- 
sième cordon,  dans  la  même  circonstance,  sera  exprimée  par  //«*; 
tm}  sefa  la  tension  du  quatrième  cordon;  et  si  la  puissance  F est 
appliquée  au  cinquième  cordon , on  aura 


F — tm 4; 


mais  la'somme  des  tensions  des  cordons  qui  vont  d’une  mouffle  à 
l’autre,  dort  être  égale  au  poids  ; 

donc , P = t ( 1 + rn  m%  -)-  r»’  ) ; 


et  par  conséquent , 


P = 


Pmi  (m — 1 ) 
m*  — 1 


76-  Pour  déterminer  la  puissance  F capable  de  vaincre  la  ré- 
sistance et  le  frottement  sur  le  plan  incliné , représentons  par  « 
l’angle  que  la  direction  de  cette  puissance- fait  avec  le  plan  , par  i 
l'inclinaison  du  plan  à l’horizon , et  le  poids  par  P ; décomposons 
les  forces  F et  P chacune  en  deux  autres,  dont  l’une  soit  parallèle 
et  l’autre  perpendiculaire  au  plan.  Les  forces  parallèles  au  plan 
seront  F cos.  a et  P sin.  *;  les  forces  perpendiculaires  au  plan  se- 
ront exprimées  par  F sin.  a et  P cos.  i ; la  somme  de  celles-ci, 
qui  est  la  pression  sur  le  plan,  étant  multipliée  par  <p , exprimera 
le  frottement,  et  la  puissance  F sera  sur  le  point  d’entraîner  le 
poids  P si  on  a l’équation 

F cos.  a = P sin.  t •+•  (Z3  cos.  i±f  sin.  a)  ; 

d’où  l’on  tire 

P ( sin.  1 -H  <p  cos.  «) 

r — . 

cos.  a qz  q>  sin.  *.  . 

Si  la  puissance  F est  parallèle  au  plan  , la  formule  précédente  •. 
devient 

_ P (h  + <pé) 
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en  désignant  respectivement  par  h , b et  l la  hauteur , la  base  et 
la  longueur  du  plan  ; 

Et  si  la  puissance  est  horizontale,  on  a pour  sa  valeur , 

On  peut  appliquer  cette  dernière  formule  à la  vis , en  sub- 
stituant ( voyez  l’équilibre  de  la  vis)  à la  force  s,  la  quantité 

P ( h + a <p  » r)  ^ dans  ja  proportion  fl  s r‘.  R.  On  en  tire 
2 m r — <p  A 

alors  , 

f — JÎL  ( h a<(>  T r \ 

* Ji  V,  — <p/i  )' 

et  en  prenant  pour  r le  rayon  moyen  de  toutes  les  hélices  élémen- 
taires qui  composent  la  surface  pressée  du  filet,  ou  aura,  à peu 
près , pour  la  force  prête  à faire  naître  le  mouvement  dans  la  vis , 

p — El  (JlEl1EllE\ 

R \ ur  — <p  h ) 
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SECTION  IL 

DYNAMIQUE. 

/ ' 


CHAPITRE  PREMIER. 

Du  mouvement  uniforme. 

77.  Lorsqu’un  point  matériel  parcourt  des  espaces  égaux 
dans  des  temps  égaux , le  mouvement  de  ce  point  est  appelé 
uniforme. 

La  vitesse  d’un  corps  est  l’espace  que  ce  corps  parcourt  uni- 
formément pendant  un  temps  quelconque  qu’on  prend  pour  unité, 
comme  la  seconde. 

Un  corps  en  repos  doit  persévérer  dans  cet  état , à moins  qu’il 
n’en  soit  tiré  par  une. cause  étrangère,  puisqu'il  n’y  a pas  de 
raison  pour  que  ce  corps  se  détermine  à se  mouvoir  plutôt  d’un 
côté  que  vers  le  côté  opposé. 

Un  corps  en  mouvement,  et  abandonné  à lui-méme,  doit  donc 
conserver  constamment  la  même  vitesse  ; il  doit  de  plus  se  mou- 
voir en  ligne  droite  , puisqu’il  n’y  a aucune  raison  pour  qu'il  se. 
détourne  plutôt  d’un  côté  que  de  l’autre  de  la  droite  qui  joint  le 
lieu  où  il  était  avec  son  lieu  dans  l’instant  suivant. 

78.  L’effet  d’une  force  sur  un  point  matériel  est  de  lui  faire 
parcourir  un  certain  espace  pendant  un  certain  temps  ; en  prenant 
ce  temps  pour  unité,  l’effet  de  cette  force  sera  représenté  par  la 
vitesse  de  ce  point  ; d’où  il  suit  que  la  force  d’un  corps  est  égale 
au  produit  de  la  force  d’un  de  ses  points  par  leur  nombre,  c'est- 
à-dire  égale  au  produit  de  la  vitesse  de  ce  corps  par  sa  masse.  Ce 
produit  est  appelé  quantité  de  mouvement. 

La  vitesse  étant  proportionnelle  à la  force  , la  composition  des 
vitesses  imprimées  à un  point  matériel  se  fait  de  la  même  manière 
que  celles  des  forces  appliquées  à ce  point. 

7Ç).  L'espace  parcouru  d’un  mouvement  uniforme,  pendant 
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un  temps  quelconque,  est  égal  au  produit  de  la  vitesse  multipliée 
par  le  temps. 

Car  si  l’on  répète  l’espace  parcouru  pendant  l’unité  de  temps, 
ou  la  vitesse,  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  de  temps  dans  la 
durée  du  mouvement,  on  aura  évidemment  l'espace  total  par- 
couru. 

Donc,  si  l’on  désigne  par  E l’espace  parcouru,  parn  la  vitesse, 
et  par  t le  nombre  d'unités  du  temps  pendant  lequel  on  a considéré 
le  mouvement,  on  aura 

E — ut,  (i) 

pour  l’équation  du  mouvement  uniforme,  à partir  du  repos. 

Du  mouvement  uniformément  et  continuellement 

accéléré. 

80.  Le  mouvement  uniformément  accéléré , est  celui  d'un  point 
matériel  qui  est  soumis  continuellement  à l’action  d’une  force 
constante. 

Dans  ce  mouvement , la  vitesse , au  bout  d’un  temps  quelconque , 
se  mesure  par  l’espace  que  le  mobile  pourrait  parcourir  pendant 
l’unité  de  temps  suivante,  si  la  force  accélératrice  cessait  d’agir 
pendant  cette  unité  de  temps. 

On  appelle  force  accélératrice , la  force  acquise  en  une  seconde 
par  l'unité  de  masse,  c’est-à-dire  la  vitesse  acquise  pendant  la 
première  seconde. 

8t.  Dans  le  mouvement  uniformément  accéléré , la  vitesse  ac- 
quise, au  bout  d’un  temps  quelconque,  est  égale  au  produit  de 
la  force  accélératrice  par  le  temps , et  l’espace  parcouru  est  égal 
a,u  produit  de  la  moitié  de  la  force  accélératrice  par  le  quarré  du 
temps. 

En  effet , soient  t la  durée  du  mouvement  évaluée  en  secondes  , 
et  K cette  même  quantité  évaluée  en  instans  égaux  assez  petits 
pour  que,  pendant  la  durée  de  chacun  de  ces  instans,  le. mouve- 
ment puisse  être  regardé  comme  uniforme.  Nous  supposerons  que 
la  force  accélératrice  communique  au  mobile  au  commencement 
de  chaque  instant,  toute  la  vitesse  qu'elle  peut  faire  naître  pen- 
dant cet  instant,  et  si  «est  le  nombre  de  ces  instans  contenus 
dans  une  seconde,  nous  aurons  K sz:  nt.  Cela  posé  , soit  i l’espace 
que  la  force  accélératrice  peut  faire  parcourir  au  mobile  pendant 
un  instant , 

i , ai,  3 1,  etc....  ni....  Ki , 

seront  les  espaces  parcourus  pendant  les  instans  successifs  du 
temps  t. 
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Supposons  qu’au  bout  de  la  première  seconde  la  foree  accélé- 
ratrice cesse  d’agir,  le  mobile  qui  vient  de  parcourir  ni  dans  le 
n‘iau  instant,  parcourait  dans  la  seconde  suivante  n*i;  donc  si  on 
désigne  par  ç la  forcé  accélératrice , ou  la  vitesse  acquise  pendant 
la  première  seconde^,  on  aura 

9 = n*i. 

Si,  à la  fin  du  temps  t,  on  suppose  que  l'action  de  Ja  force 
accélératrice  vienne  à cesser  , le  mobile  qui  vient  de  parcourir  Xi 
dans  le  Kiime  instant  parcourra  nKi  dans  la  seconde  suivante  , et 
cet  espace  sera  la  vitesse  acquise  au  bout  du  temps  t.  Appelant 
‘donc  u cette  vitesse,  on  aura  u = nKi  ; mettant  dans  pette  valeur 
de  u,  nt  au  lieu  de  K , et  ensuite  au  lieu  de  n*i  sa  valeur  (p,  il 
viendra 

u — <p  f.  (a) 

L’espace  parcouru  étant  la  somme  de  la  progression  arithmé- 
tique ci-desaus  , on  aura,  en  appelant  e cet  espace  ( Algèbre , <)3) , 

e =(/  + JK  )-£-=(i*+-  *)  -£-• 


Mais  pour  que  le  mouvement  puisse  être  regardé  comme  conti- 
nuellement accéléré , il  faut  que  les  instans  soient  très-petits,  ou 
que  leur  nombre  K soit  très-grand;  supprimant  donc  i vis-à-vis 
de  K,  l'expression  de  l’espace  devient 

* = ;<?<*•  (3) 

Si  l’on  élimine  f entre  les  deux  équations  fa)  et  (3),  on  aura 
pour  la  relation  de  la  vitesse  à l’espace  , 

* = -£-  (4) 

atp 

Lorsque  le  mobile  a une  vitesse  favant  d’être  soumis  à la  force 
accélératrice,  lés  équations  de  son  mouvement  sont , 

u = F -+-  <p  t , 
e = Ft  + ;<pr‘, 
u*  — F1 

C - ) 

2(|) 

en  supposant  que  la  vitesse  F est  dans  le  sens  de  l’accélération  ; 
mais  si  la  force  accélératrice  agit  en  sens  contraire  du  mouvement 
imprimé  F , le  mouvement  est  alors  uniformément  retardé , et  les 
circonstances  en  sont  exprimées  par  les  trois  équations  suivantes: 

« = F — <p  t,  (5; 

e — Ft—  , (6) 

F*  — «»' 


2<P 


(7) 
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Représentons  par  a ce  qne  e devient , lorsque  t — i dans  l’é- 
quation (3),  on  trouve 

V — 

qui  apprend  que  la  force  accélératrice  a pour  mesure  le  double 
de  l’espace  parcouru  dans  la  première  seconde. 

Substituons  dans  la  même  équation  (3) , au  lieu  de  ç t,  sa  va- 
leur u donnée  par  l’équation  (a),  on  a 


ut 


qui,  comparée  à l’équation  (i),  n°  79,  fait  voir  que  l’espace  par- 
couru d'un  mouvement  uniformément  accéléré,  n’est  que  la  moitié 
de  celui  que  le  mobile  aurait  parcouru  uniformément  pendant  le 
même^temps  avec  la  vitesse  finale. 


82.  Les  équations  (a),  (3)  et  (4),  font  voir  que  si  un  corps 
est  soumis  à l'action  d’une  force  accélératrice  constante,  sa  vi- 
tesse est  proportionnelle  au  temps,  et  que  l’espace  qu’il  parcourt 
croit  comme  Je  qunrré  du  temps,  ou  comme  le  quarré  de  la  vitesse 
acquise. 


83.  Les  espaces  parcourus  pendant  les  secondes  successives  de 
la  durée  du  mouvement,  sont  entre  eux  comme  les  nombres 
impairs. 

Car  l’espace  parcouru  pendant  t secondes,  est  j <p  Z*  ; l’espace 
parcouru  pendant/  — 1 secondes,  est  j<p(r — ï)*;  retranchant 
ce  produit  du  précédent , et  désignant  le  reste  par  E,  on  a,  pour 
l’espace  parcouru  pendant  la  Zime  seconde  , 


E — j «p  ( a/  — 1 ). 

Soient  maintenant  El%  En,  E,,  Et les  espaces  parcourus 

pendant  la  ire,  lau®,  la  3® , la  4e»”-  seconde  du  mouvement,  et 
faisons  successivement  t — 1,  = a,  = 3,  — 4----  dans  la  formule 
précédente , on  aura 


£. , = i <t  • » » -E.  = i <P  • 3;  E,  = i <9  ■ 5 ; Et  = ‘z  <p . 7 ;• 


donc, 


84-  Le  mouvement  vertical  des  corps  pesans  .est  uniformément 
et  continuellement  accéléré,  parce  que  la  pesanteur  agit  conti- 
nuellement, par  degrés  infiniment  petits,  et  également  dans  tous 
les  points  de  la  ligne  qu’ils  parcourent.  Nous  disons  également, 
car , quoique  la  pesanteur  décroisse  comme  le  quarré  de  la  distance 
au  centre  de  la  terre  augmente,  l’espace  qu'on  peut  faire  parcourir 
verticalement  à un  corps  pesant  est  toujours  trop  petit,  relative- 


. Digitized  by  Google 


MÉCANIQUE.  47$ 

ment  au  rayon  de  la  terre,  pour  qu’il  soit  nécessaire  d’avoir  égard 
à la  variation  de  sa  pesanteur.  . • 

Les  expériences  faites  à Paris  au  moyen  des  oscillations  du 
pendule  , ont  donné  9m, 80867a  ou  3oi“-,i9546  pour  la  vitesse  que 
la  pesanteur  fait  acquérir  à un  corps  pendani  la  première  seconde 
de  sa  chute  dans  le  vide.  Cette  quantité  étant  représentée  par  g-, 
et  substitué  au  lieu  de  <p  dans  les  équations  (a) , (3)  et  (4) , ou  aura  , 
pour  déterminer  les  circonstances  du  mouvement  des  corps  qui 
tombent  librement,  les  équations  suivantes  : 


(8) 

(9) 

(10) 


en  désignant  par  h la  hauteur  dont  le  mobile  est  tombé.  Les  mêmes 
substitutions  étant  faites  dans  les  équations  (5),  (6)  et  {7),  on 
aura,  pour  déterminer  les  circonstances  du  mouvement  d’un  corps 
projeté  verticalement  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse  V,  les  trois 
équations  suivantes  : 


“ = v — g't  (“) 

h-rt-igf , (ia) 


Le  temps  au  bout  duquel  le  corps  cessera  de  s’élever,  se  trou- 
vera en  faisant  u — o dans  l’équation  (11),  et  la  hauteur  totale 

fTt 

— - à laquelle  le  corps  s’élèvera  en  vertu  de  la  vitesse  F,  s’obtien- 
dra en  faisant  u = o dans  l’équation  (i3). 

Lorsqu’une  valeur  de  t rendra  négative  celle  de  a ou  de  h , le 
résultat  indiquera  qu’au  bout  de  ce  temps  le  corps  retombe  avec 
cette  vitesse  , ou  qu’il  est  abaissé  au-dessous  du  point  de  projection 
d’une  quantité  égale  à cette  hauteur. 


Du  mouvement  des  corps  pesans  le  long  des  plans 

inclinés. 


85*  Si  un  point  matériel  est  abandonné  sur  un  plan  incliné  à 
l’horizon,  la  pesanteur  g de  ce  point  se  décompose  à chaque  ins- 
tant en  deux  forces  accélératrices,  l’une  perpendiculaire  et  l’autre 
parallèle  an  plan  ; la  première,  en  appelant  i l’inclinaison  du  plan, 
est  détruite  par  la  résistance  du  plan,  et  a pour  valeur  g cos.  i, 
c’est  la  pression  du  point  sur  le  plan  ; et  la  seconde,  à laquelle 
le  mobile  obéit  entièrement,  a constamment  pour  valeur  g-  sin.  i : 
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le  mouvement  de  ce  point  est  donc  uniformément  et  continuelle- 
ment accéléré. 

La  force  accélératrice  parallèle  an  plan,  étant  située  dans  un 
plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  incliné,  la  route  du  corps  sur 
le  plan  est  une  des  lignes  de  plus  grande  pente  de  ce  plan. 

Substituons  dans  les  équations  (a),  (3)  et  ^4) > au  heu  de  <p  sa 
valeur  g sin.  i que  nous  venons  de  trouver,  le  mouvement  d’un 
corps  qui  descend  le  long  d'un  plan  incliné , en  vertu  de  sa  pe- 
santeur , sera  déterminé  par  les  trois  équations  suivantes  : 

u — gt  sin.  «, 
e = j gt*  sin.  i , 

U* 

€ m : r. 

2gsin.  i 

Faisons  les  mêmes  substitutions  dans  les  équations  (£) , (6)  et 
(7);  on  aura,  pour  eiprimer  le  mouvement  d'un  corps  pesant 
qui  monte  le  long  d’un  plan  incliné,  en  vertu  d’une  vitesse  V 
imprimée  à ce  corps  parallèlement  au  plan  , les  trois  équations 
suivantes  : 


V — gt  sin.  i , 

(*7) 

Vt  — i gt'  sin.  »; 

(.8) 

p*  — u* 

3 g stn.  i ’ 

(»9) 

Faisant  u 3 o dans  les  équations  (17)  et  (19)  , elles  donneront, 
l’une  le  temps  au  bout  duquel  le  corps  cessera  de  monter  , et 
l’autre  l’espace  total  que  le  corps  parcourra  en  montant  le  long 
du  plan. 

Lorsque  le  plan  est  horizontal,  et  que  le  corps  éprouve  une  ré- 
sistance R constante  le  long  du  plan,  son  mouvement  est  repré- 
senté par  les  équations  suivantes  : 

u = V — Rt, 
c — Vt  — \ Rt \ 
jr%  — 

’ e ~ ai?  ; 

d’où  l'on  tirera,  en  faisant  u ^ o,  le  temps  au  bout  duquel  la  vi- 
tesse sera  éteinte  , et  l’espace  total  que  le  corps  parcourra. 

85-  Un  corps  qui  a parcouru-  la  longueur  d’un  plan^  incliné , a 
acquis  la  même  vitesse  que  s’il  était  tombé  librement  d une  quan- 
tité égaie  à la  hauteur  du  plan. 

Soient  h la  hauteur  du  plan , et  / sa  longueur  >ona,  par  l’équa- 
tion (10)  pour  la  vitesse  acquise  par  le  corps  qui  a parcouru  h , 

« =V^  a gh;  et  on  a par  l’équation  (16),  pour  la  vitesse  de  celui 


(*4) 

(i5) 

(x6) 
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qui  a parcouru  la  longueur  du  plan,  u =.  V %gl  sin.  »,  en  chan-Pl-AI11’ 
géant  e en  t;  mais  l sin.  i — h , donc  les  vitesses  acquises  par  les 
deux  corps  sont  égales. 

87.  Si  deux  corps  pesans  partent  en  même  temps  du  sommet 
commun  de  deux  plans  inclinés , pour  les  parcourir , ils  arrivent 
en  même  temps  aux  extrémités  des  perpendiculaires  abaissées  sur 
ces  plans  , d’un  même  point  de  leur  hauteur  commune. 

Soient  t et  t'  les  temps  employés  à parcourir  les  espaces  AB  et  Fig.  53. 
AC  déterminés  par  les  perpendiculaires  DB  et  DC ; i et  i'  les  in- 
clinaisons des  plans  AM  et  AN  à l’égard  de  l’horizon  ; on  a ( équa- 
tion i5  ) A B — ‘-gtl  sin.  i,  et  A Czz  j g*'1  sin.  i'  ; mais  AB 
AD  sin.  i1  , et  AC  zz  AD  sin.  i1  , donc  t — t1 . 

Décrivons  sur  AD  comme  diamètre  u.  e circonférence  , elle 
passera  par  les  sommets  des  angles  droits  ABD  et  A CD  ; d’où  l’on 
voit  que  toutes  les  cordes  menées  par  les  extrémités  du  diamètre 
vertical  d’un  cercle  , sont  parcourues  dans  le  même  temps  par  un 
corps  pesant. 


88.  Les  temps  employés-  par  deux  corps  pesans  à parcourir 
les  longueurs  de  deux  plans  inclinés , sont  entre  eux  comme  les 
longueurs  de  ces  plans  , divisées  par  les  racines  quarrées  de  leurs 
hauteurs. 


Car , en  conservant  les  mêmes  dénominations  , si  on  substi- 
tue dans  l’équation  (i5)  successivement  l et  l'  au  lieu  de  e, 

et  au  lieu  de  sin.  »,  on  en  tire  pour  les  temps  T et  T' 


employés  à parcourir  les  longueurs  des  deux  plans, 
l V 


T = 


V'  l gh 


et  T'  = 


donc 


i/t  • TJ  • • ^ • 

•*  Vh  * 


l' 

i/h'  ‘ 
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CHAPITRE  II. 

DU  MOUVEMENT  DES  PROJECTILES  DANS  LE  VIDE. 


8g.  On  appelle^ro/cef/Ve  tout  corps  lancé  suivant  une  direction 
quelconque  , et  qui  obéit  en  même  temps  à la  pesanteur. 

go.  L’espace  qu’un  projectile  parcourt,  est  une  courbe  plane 
et  verticale  que  l'on  nomme  trajectoire. 

Fig.  54.  En  effet,  supposons  qu’un  point  materiel  soit  lancé  du  point  A , 
suivant  AC;  et  que  AB  soit  l’espace  que  ce  point  parcourrait  dans 
le  premier  instant , suivant  cette  direction,  en  vertu  de  la  force 
de  projection  seule;  représentons  par  la  verticale  AP  la  hauteur 
dont  la  pesanteur  peut  faire  descendre  un  corps  pendant  le  même 
instant.  En  construisant  un  parallélogramme  sur  AB  et  AP,  le  pro- 
jectile se  trouvera  à la  fin  du  premier  instant,  à l’extrémité  I de 
la  diagonale  de  ce  parallélogramme  ; dans  le  second  instant , le 
projectile,  sans  l’action  de  la  pesanteur,  parcourrait  sur  le  pro- 
longement de  la  diagonale  Al  un  espace  / D = A 1 , et  combinant 
cette  force  avec  l’action  verticale  IQ  de  la  pesanteur  dans  le  même 
temps,  le  projectile  se  trouvera  au  bout  du  second  instant,  à l’ex- 
trémité de  la  diagonale  ÎO  du  parallélogramme  construit  sur  JD  et 
1Q  ; il  en  serait  de  même  pour  les  instans  suivans  : or  la  suite  de 
toutes  ces  diagonales  compose  une  courbe,  et,  à cause  que  chacun 
de  ces  parallélogrammes  a ses  deux  côtés  contigus  dans  le  plan 
vertical  du  parallélogramme  précédent,  il  s'ensuit  que  la  courbe, 
ou  la  trajectoire,  est  toute  entière  dans  un  même  plan  vertical. 

g 1 . Déterminer  t équation  de  la  trajectoire. 

Fie  55  E°nr  trouver  l'équation  de  la  trajectoire  rapportée  à l’hori- 
b'  ’zontale,  nommons  i l’angle  de  projection  KAC,  que  fait  avec  l'ho- 
rizontale ta  direction  AK  suivant  laquelle  le  projectile  a été  lancé; 

V * 

P"  la  vitesse  imprimée;  h la  hauteur  — — due  à cette  vitesse; 

soient  AMC  la  courbe  décrite,  M le  lieu  du  projectile  au  bout 
du  temps  quelconque  t,  x et  y les  coordonnées  rectangles  AP 
et  PM. 

Concevons  qu'au  moment  où  le  projectile  est  lancé , sa  vitesse 
soit  décomposée  en  deux  autres,  l’une  horizontale,  qui  aura  pour 
valeur  V cos.  1,  et  l'autre  verticale  exprimée  par  V sin.  i.  En 
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vertu  de  la  première,  l’espace  AP  ou  x ajira  été  parcouru  unifor-  Fl.XI[L 
rnément,  et  on  aura 

X — Vt  cos.  i;  (ao) 

PM  étant  la  hauteur  à laquelle  un  corps  pesant  peut  s’élever 
pendant  le  temps  t en  vertu  de  la  vitesse  V sin.  »,  on  aura 
( équat.  6 ) , , 

X—  Pt  sin.  » — i gt\  (ài) 

Eliminant*  entre  ces  deux  équations,  et  remarquant  que  V*  = igh , 
on  trouve  pour  l'équation  cherchée  de  la  trajectoire, 

l\hy  cos.’  i — I\hx  sin.  t cos.  i — x*.  (aa) 

Si  l’on  résout  cette  équation  par  rapport  à CD , on  aura 

x = ïh  sin.  » cos.  »’±  \/\h  cos.’  <(A  sin.1» — y)). 

Cette  valeur  de  as  fait  voir,  i°  que  la  courbe  est  symétrique  Fig*  55. 
par  rapport  à un  axe  vertical  ED,  éloigné  de  l’originel  de  la 
quantité  AE  = a h sin.  i cos.  i;  puisqu’une  même  valeur  de  y ré- 
pond à deux  valeurs  de  x , dont  les  extrémités  sont  également  éloi- 
gnées de  cet  axe  ; 

a°  Que  pour  la  plus  grande  valeur  de  x,  ou  la  portée  AC  ré- 
pondant ày=o,  on  a 

AC  — l)h  sin.  » cos.  i — a h sin.  a»'; 

3°  Que  la  plus  grande  élévation  du  projectile  , ou  la  plus 
grande  valeur  que  y puisse  avoir  pour  que  x soit  réel  est 
h sin.1  »'. 

Cette  valeur  correspondant  a x — ih  sin.  t cos.  » = AE , est 
représentée  par  ED  — h sin.*  ». 

La  première  valeur  de  l’amplitude  AC,  ne  changeant  pas  en  y 
mettant  au  lieu  de  l’angle  t le  complément  de  cet  angle,  il  s’ensuit 
qu’on  obtient  les  mêmes  portées  avec  deux  angles  complémens  l’-un 
de  l’autre,  ou  également  éloignés  d’un  demi-droit. 

La  seconde  valeur  de  AC  fait  voir  que  la  charge  de  poudre  res- 
tant la  même,  la  portée  est  la  plus  grande  , lorsque  l’angle  de  pro- 
jection est  la  moitié  d'un  angle  droit;  et  si  nous  représentons  par 
P la  portée  sous  cet  angle,  nous  aurons 

P — ih. 

Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  AC,  toutes  les  amplitudes 
avec  une  même  charge  seront  rapportées  à l'amplitude  P , et  don- 
nées par  l’équation  suivante  : 

AC  — P sin.  a ». 

Si  nous  voulons  connaître  la  nature  de  la  courbe  ADC,  rap- 
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Pl.XIII. portons  ses  points  à l’axe  vertical  DE,  faisons  MQ  s—  /'  et 
DQ  — x'i  nousanrons  2 h sin.  icos.i—  y'ietjrssk  sin.*  — -x'; 

substituons  ces  valeurs  dans  l’équation  (22) , elle  deviendra 

y11  — l^hx'  cos.‘  i; 

la  courbe  est  donc  ( n°  277  Géom.  Analyt.  ) une  parabole  dont 
le  paramètre  relatif  à l’axe  est  l^h  cos.1  i. 

Pour  trouver  l'angle  de  projection  qu’on  doit  employer  pour 
atteindre  un  but  dont  la  position  est  connue  , après  avoir  divisé 

l’équation  (22)  par  cos.1  i,  nous  y substituerons  taDg.  i à 

f’çr  t ! 

et  sec.1  i,  ou  1 -+*  tang.*  i au  lieu  de  rr , et  nous  trouverons 

° COS.*  I 


tang.  i 


2A  ± V 4A1  — hhy  — x1. 
x 


Cette  formule  fait  voir  que  tant  que  x*  -]-  l\hy  sera  une  quantité 
plus  petite  que  fth*,  on  pourra  atteindre  le  but  avec  deux  direc- 
tions différentes.  Si  le  but  est  sur  l’horizon,  on  fera/^r:  o , et  s’il 
est  au-dessous  , on  fera  y négatif. 

Le  temps  que  le  projectile  emploie  à parvenir’au  but,  sc  trouve 
par  l’équation  x — Vl  cos.  1,  en  y substituant  au  lieu  de  x,  la  dis- 
tance horizontale  AP  de  la  batterie  au  but. 


~ Du  tir  de  but  en  blanc. 

* 

Q2.  Le  tir  de  but  en  blanc , est  celui  qui  s’exécute  en  dirigeant 
la  ligne  de  mire  sur  l’objet  que  l’on  veut  atteindre. 

Fig.  66.  La  ligne  de  mire  naturelle,  est  le  rayon  visuel  qui  rase  la  partie 
supérieure  de  la  plate-bande  de  culasse,  et  le  point  le  plus  élevé 
du  bourrelet. 

La  hausse  est  une  targette  mobile  dans  une  coulisse  pratiquée 
derrière  la  eulasse  du  canon  , et  qui  peut  être  fixée  à une  certaine 
hauteur  au  moyen  d’une  vis  de  pression.  La  partie  supérieure  de 
la  hausse  a une  entaille  qui  sert  de  visière  et  peut  s’élever  jusqu’à 
18  lignes;  la  ligne  de  mire  est  alors  le  rayon  visuel  qui  passe  pàr 
la  visière,  et  le  point  le  plus  élevé  du  renflement  de  la  volée. 
pjgi  5^  Le  canon  devant  toujours  être  plus  fort  de  métal  aux  environs 
de  la  charge  que  vers  la  volée , il  s’ensuit  que  lorsqug  la  ligne  de 
mire  naturelle  est  dirigée  au  but , l'axe  de  la  pièce  se  trouve  élevé 
au-dessus  de  la  ligne  de  mire  d'une  certaine  quantité  qu’on  appelle 
angle  de  mire  ; l’effet  de  la  hausse  est  d’augmenter  cet  angle  , et 
par  conséquent  celui  que  l’axe  fait  au-dessus  de  l’horizon,  en  con- 
servant au  canonnier  l’avantage  de  se  diriger  au  but. 

Si  l’on  conçoit  la  vitesse  imprimée  au  projectile  comme  décoin- 
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posée  en  deux  autres,  l’une  horizontale  et  l'autre  verticale,  la  vi-Pi-.XIH. 
tesse  horizontale  sera  la  même  pendant  tout  le  trajet;  mais  la  vi-^ig-  &!• 
tesse  verticale  sera  diminuée  continuellement  par  la  pesanteur, 
elle  sera  nulle  l’instant  pendant  lequel  le  mouvement  sera  horizon- 
tal, et  ensuite  négative;  on  voit  donc  que  le  projectile  sorti  de  la 
pièce  traversera  d’abord  la  ligne  de  mire  en  montant , et  qu’il 
viendra  la  rencontrer  une  seconde  fois  en  un  point  M.  La  dis- 
tance AM  de  ce  point  à la  bouche  de  la  pièce , est  ce  qu’on  appelle 
portée  de  but  en  blanc , et  lorsque  le  but  se  trouve  au  point  M,  il 
est  atteint  comme  si  le  projectile  avait  parcouru  la  droite  AM. 

Pour  que  le  but  soit  atteint,  il  faut  donc  que  le  projectile, 
considéré  comme  sans  pesanteur,  et  arrivé  dans  la  verticale  du 
but,  y soit  élevé,  au-dessus  de  ce  but,  de  la  quantité  dont  la  pe- 
santeur fait  descendre  ce  projectile  pendant  le  même  temps  qu’il 
a employé  à arriver  dans  cette  verticale,  et  c’est  ce  qui  arrive  au 
but  en  blanc  M.  Mais  si  le  but  est  plus  éloigné  que  le  but  en  blanc , 
et  conserve  la  mime  hauteur,  le  projectile  passera  au-dessous,  il 
faudra  donc  pointer  plus  haut , ou  employer  la  hausse. 

t)3.  Connaissant  la  hausse  et  les  dimensions  du  canon , trouver 
Van  "la  de  mire. 

Soient  représentés  par  l la  longueur  de  l’axe  du  canon  4 par  Fig.  58. 
r et  R les  demi-diamètres  à la  volée  et  à la  culasse,  par  /71a  hausse 
DF  ; menons  CE  parallèle  à l’axe.  L’angle  de  mire  CKA  sera  égal 

FE 

1’angle.FC.Æ.Or  dans  le  triangle  rectangle  FCE, on  a tang .FCE-=z 

jtD  7 

désignant  l’angle  de  mire  par»!,  cet  angle  est  donné  par  l’équa- 
tion suivante  : 

B + R — r 

tang.  m = j . (»3) 

g/j.  Connaissant  les  dimensions  d'une  pièce  et  son  inclinaison  à 
l’horizon  , trouver  l’équation  de  la  ligne  de  mire. 

Appelons  i l’angle  KAP  de  projection;  ai  l’on  en  retranche  Fig.  5g. 
l’angle  m,  on  a l’inclinaison  b de  la  ligne  de  mire  sur  l’horizontale 
ou  l’axe  des  x.  Nommons  u et  t les  coordonnées  AQ  et  QN  de  la 
ligne  de  mire  , l’équation  de  celle-ci  sera  représentée  par 
/ S a tang.  b q. 

Mais  la  ligne  de  mire  doit  passer  par  le  point  C , pour  lequel 
t — r cos.  i , et  u = — ■ r sin.  i ; l’équation  précédente  est  donc 
à ce  point 

r cos.  i = — r sin.  i tang.  b -\-q. 

Retranchant  cette  dernière  équation  de  la  précédente,  on  a pour 
l’équation  de  la  ligne  de  mire 

t =s  u tang.  b -J-  r ( cos.  < -[-  sin.  i tang.  b ).  (a/,) 

Mécanique.  3i 
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Pl.XIII.  y5.  Connaissant  la  hausse  , les  dimensions  de  la  pièce  , l'angle 
de  projection  et  la  charge , trouver  la  portée  de  but  en  blanc. 

On  rendra  les  coordonnées  communes  dans  les  deux  équations 
(a4)  et  (aa),  ce  qui  donnera 

y = x tang.  b -f-  r ( cos.  i -|-  sin.  * tang.  b)  ; 

x1 

et,  y = x tang.  / ; 

4 h cos.1  i 


égalant  ees  deux  valeurs  de  y,  et  résolvant  l’équation  par  rapport 
à x , qu’on  peut  prendre  pour  la  portée  de  but  en  blanc,  on 
trouvera 

x — a h cos.1  i ( tang.  i — tang.  b ), 


Ht  ^ 4A’cos.«i'(tang.i — tang.  b)1 — l\hr[coid  i cos.1  i sin.  < tang. 4). 

Si  les  angles  i et  b sont  très-petits,  comme  cela  arrive  pour  le 
canon,  on  pourra  supposer  cos.  i “ r,  négliger  sin.  i tang.  b, 
faire  tang.  i — tang.  b — tang.  m,  et  on  aura  encore  assez  exacte- 
ment pour  la  portée  de  but  en  blanc, 

x — o.h  tang.  m ± V'  hh*  tang.1  m — l^hr  , 
valeur  indépendante  de  l’angle  i. 


g6.  Trouver  la  relation  entre  la  hausse  et  l’angle  de  pro- 
jection. 

Fig.  80.  Soient  BK  la  position  de  l’axe,  et  CM  la  ligne  de  mire  di- 
rigée au  point  M~,  dont  les  coordonnées  sont  x ety.  L’angle  de 
mire  CKA  = K JM  -}-  CM  A — KAP  — MAP , à cause  que 


l’angle  CMA  est  extrêmement  petit  : or  ou  a tang.  MAP  — — f 
et  par  conséquent , 


tang.  m 


tang.  i — — 


i + — tang.  i 


comparant  cette  valeur  de  tang.  m à celle  trouvée  ( n°  93  ),  nous 
aurons  . 

27  = t(jL^Î^JL)  — (il  — r). 

\ x y tang.  1 J ■ ’ 


Lorsque  la  hauteur  du  but  est  très-petite  relativement  à .r. , on 
peut  négliger  les  termes  affectés  de  y,  et  la  gélation  précédente 
deviendra 

H — l tang.  i — (R  — r ) , 
pour  la  hausse  correspondante  à l’angle  de  projection  i. 
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Si  le  résultat  était  négatif,  l’extrémité  F de  la  hausse  tomberait  Pl.XIII. 
au-dessous  du  point  D , en  F1 , d'où  on  ne  pourrait  apercevoir  le  Fig-  61. 
butd/;on  observera  alors  qu’il  revient  au  mémede  diriger  la  ligne 
F'  C sur  le  point  M , ou  la  ligne  de  mire  naturelle  DCixiv  le  point  S, 
c’est-à-dire  plus  bas  que  le  but  d’une  quantité  MS  qu’on  trouvera 
à peu  près  par  cette  règle  de  trois  , 

i : x ::  h : ms. 

Il  pourrait  arriver  que  MS  surpassât  la  hauteur  du  but  au-  Fig.  Gi. 
dessus  du  terrain;  le  point  S n’étant  plus  visible,  il  faudra  alors 
diriger  la  ligne  de  mire  sur  le  point  R du  sol,  et  on  aura  à peu 
près  la  distance  ER  de  ce  point  à la  pièce,  par  la  règle  de  trois 
suivante,  en  désignant  par  a la  hauteur  du  bouton  de  volée  au- 
dessus  du  terrain 

Hx 

a -| J — — y : a II  X : ER. 

C)7>  Comme  la  résistance  de  l’air  altère  considérablement  les 
résultats  précédens  , on  a cherché  d’abord  à connaître  par  l’expé- 
rience la  vitesse  qu’une  certaine  charge  de  poudre  peut  imprimer 
à un  projectile  d’un  poids  connu,  en  tirant  à une  petite  distance 
sur  un  pendule  d’une  grande  masse,  et  en  observant  la  corde  de 
l’arc  qu’un  point  déterminé  de  ce  pendule  a été  forcé  de  décrire 
par  le  choc  dû  boulet. 

On  a trouvé  que  , jusqu’à  une  charge  égale  à la  moitié  du  poids 
du  boulet,  les  vitesses  imprimées  étaient  entre  elles  comme  les 
racines  quarrés  des  charges  de  poudre  divisées  par  les  racines 
quarrées  des  poids  des  boulets.  Ainsi  pour  connaître  la  vitesse  que 
recevra  un  boulet  ou  une  balle,  il  suffit  de  savoir  qu’un  boulet 
de  24  est  chassé  par  une  charge  égale  au  tiers  du  poids  de  ce  bou- 
let, avec  une  vitesse  de  35o  a 36om,  et  qu’une  balle  de  18  à la 
livre,  reçoit  d’une  charge  de  ^ de  livre  une  vitesse  de  5aom. 

On  a remarqué  aussi  que  les  portées  d’une  même  pièce  sous 
un  même  angle  , croissent  comme  les  racines  quatrièmes  des 
charges. 

L’expérience  a fait  connaître  que  les  portées  de  but  en  blanc 
des  pièces  chargées  au  tiers  du  poids  de  leur  boulet  , pour  les 
pièces  de 

24  . 16  . 12  . 8 . 6 . 4 de  siège  ; 12  . 8 . 6 . 4 de  bataille, 
sont  de 

> .. 

7oom . 640 . 600 . 58o 520  480  . 460 44om; 

que  la  portée  de  but  en  blanc  du  fusil  d'infanterie  est  de  i8om;  et 
que  la  portée  entière  est  de  3oo  à 320m. 

Donc,  toutes  les  fois  que  le  but  sera  à la  distance  du  but  en  blanc 
de  l'arme  , il  faudra  pointer  sans  hausse. 

3i* 
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Quand  l'éloignement  du  but  surpasse  la  portée  du  but  en  blanc 
naturelle,  on  est  dans  l’usage  d’employer  pour  les  pièces  de  siège, 
jusqu’à  une  distance  de  iooom,  autant  de  lignes  de  hausse  que 
l’excès  de  l’éloignement  sur  la  portée  de  but  eu  blanc  contient  de 
Fois  aom,  et  de  donner  aux  pièces  de  bataille. 


i à a11*"'* 

5 à 6 

8 à 9 

i3  à ■ 4 

i» 


I 

I 


de  hausse,  pobr  atteindre  à 


5oomiUr 


1 Goo 

» 7°° 
I 800 
(.  900 


Si  l’éloignement  du  but  est  moindre  que  la  portée  de  but  en 
blanc,  on  pointe  ara  plus  bas  que  le  but,  s'il  est  à une  distance 
de  aoom;  et  im  plus  bas  , s’il  est  à une  distance  de  4oom* 

La  portée  de  but  en  blanc  du  fusil  d'infanterie  est  de  t8om  , et  la 
portée  entière  de  3aom.  Si,  entre  ces  deux  distances,  l’objet  oc- 
cupe en  hauteur  a à a®, 5,  on  pourra  viser  la  partie  supérieure 
de  l’objet  ; mais  si  cet  objet  se  trouve  au-delà  de  3ao™ , il  faudra 
viser  “plus  haut,  ou  employer  une  hausse,  et  en  deçà  de  t8ora,  il 
faudra  tirer  plus  bas. 


Du  mouvement  d'un  point  pesant  dans  une  courbe 
verticale , et  des  oscillations  des  pendules  simples. 

98.  Si  un  point  sans  pesanteur  parcourt  les  côtés  successifs 
d’un  polygone,  il  perd,  à la  rencontre  de  chaque  côté,  une  partie 
de  sa  vitesse  actuelle  , égale  au  produit  de  celte  vitesse  par  le  sinus 
verse  de  l’angle  que  le  côté  qui  vient  d’étre  parcouru  fait  avec  celui 
que  le  corps  va  rencontrer. 

En  effet , soit  « l’angle  formé  par  ces  deux  côtés  , et  V la  vitesse 
avec  laquelle  le  corps  a parcouru  le  premier  de  ces  côtés,  au  mo- 
ment où  ce  corps  rencontre  le  second  côté;  concevons  sa  vitesse 
décomposée  en  deux  autres,  l’une  perpendiculaire,  et  l’autre  pa- 
rallèle à ce  dernier  côté  ; la  première  de  ces  deux  vitesses  sera  dé- 
truite , et  la  seconde  avec  laquelle  le  corps  parcourra  le  second 
sera  égale  à F cos.  i ; la  vitesse  perdue  sera  donc  F — F cos.  i , ou 
F ( 1 — cos.  « ) , ou  F sin.  verse  i. 

Le  sinus  verse  d’un  arc  ou  d’un  angle,  est  à son  sinus  comme 
ce  même  sinus  est  à la  somme  du  rayon  et  du  cosinus  du  même 
angle  ; donc,  si  sin.  i est  infiniment  petit  comme  dans  les  courbes  , 
la  vitesse  perdue  à la  rencontre  de  chaque  côté,  sera  une  quantité 
infiniment  petite  du  second  ordre,  et  la  vitesse  totale  perdue,  en 
parcourant  une  irifinité  de  ces  côtés,  ou  un  arc  fini,  sera  encore 
infiniment  petite  ou  nulle  à l’égard  de  la  vitesse  F. 
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Considérons  maintenant  une  courbe  verticale,  comme  un  po- Pl.XIH. 
lygone  d’un  nombre  infini  de  côtés  ou  de  plans  inclinés  , tels  que  F'I?-  63 
AB  , BC , CD,  etc.  Prolongeons  BC , CD,  etc.,  jusqu'à  l'horizon-  el  ***• 
taie  HAK.  Un  point  pesant,  abandonné  en  A sur  le  plan  JB , ac- 
querra , en  parcourant  ce  plan  , la  même  vitesse  que  s’il  avait  par- 
couru le  plan  EB  ; et  puisque  la  rencontre  du  plan  BC  n’altère 
pas  sa  vitesse,  on  peut  supposer  qu'il  passe  du  plan  EB  sur  le  plan 
BC  ; alors  étant  arrivé  au  point  C , il  aura  la  même  vitesse  que  s'il 
avait  parcouru  EC.  On  prouverait  de  même  que  ce  point  aurait 
en  D la  même  vitesse  que  s’il  eût  parcouru  le  plan  DD,  on  la  ver- 
ticale CD;  donc  un  corps  pesant  qui  descend  dans  une  courbe, 
en  vertu  de  sa  pesanteur,  a en  un  point  quelconque,  la  même 
vitesse  que  s’il  était  tombé  d'une  hauteur  égale  à celle  de  l'arc 
parcouru,  et  son  mouvement  est  indépendant  de  la  nature  de  la 
courbe. 

Lorsque  le  corps  aura  passé  au  point  où  la  tangente  a la  courbe 
est  horizontale,  la  pesanteur  lui  enlèvera  les  degrés  de  vitesse 
qu’elle  lui  avait  donnés,  en  parcourant  les  côtés  correspondans  ; 
d’où  l’on  voit  qu’il  ne  cessera  de  monter  que  lorsqu’il  se  sera  élevé 
dans  la  branche  TE  , à la  même  hauteur  que  celle  dont  il  est  tombé 
dans  la  première;  après  quoi  il  redescendra  pour  remonter  dans  la 
première  branche  jusqu’au  point  d’où  il  était  parti.  Le  chemin  J TE 
s’appelle  une  oscillation. 

Si  les  deux  branches  de  la  courbe  ATR  sont  symétriques  par 
rapport  à la  verticale  TD,  tous  les  élémens  correspondans  de  ces 
deux  branches  étant  égaux,  et  parcourus  avec  la  même  vitesse, 
les  temps  employés  à les  décrire  seront  égaux. 

Lorsque  la  courbe  ATR  est  un  cercle,  les  vitesses  acquises  en  T Fig.  65. 
par  deux  points  pesans  qui  ont  parcouru  les  arcs  AT  et  MT,  sont 
comme  les  cordes  de  ces  arcs  ; puisque  ces  vitesses  sont  comme  les 
racines  quarrees  des  hauteurs  TO  et  TP  de  ces  arcs , et  qne  ces 
racines  sont  comme  les  cordes  AT  et  MT. 

Si  l’on  veut  faire  naître  dans  un  corps  une  vitesse  donnée  V , 

V1 

on  calculera  la  hauteur  TP  — - par  le  point  P , menant  une 

horizontale  PM  qui  rencontrera  la  courbe  verticale^  T en  M,  et 
faisant  partir  le  mobile  du  pointé/,  il  aura  acquis  en  Tune  vitesse 
égale  à V. 

gg.  On  appelle  pendule  simple,  un  très-petit  corps  d'unegrande 
densité , suspendu  , par  un  fil  très-délié  , à un  point  fixe. 

Si  l’on  écarte  le  pendule  de  la  verticale,  il  tend  à y revenir  en 
vertu  de  sa  pesanteur;  parce  que  cette  force  se  décompose  à cha- 
que instant  en  deux  autres,  l’une  dans  la  direction  du  fil  , et  qui 
est  détruite  par  la  résistance  du  fil , et  l’autre  , perpendiculaire  à 
cette  direction;  c’cst  cette  dernière  force  qui  meut  le  pendule  de 
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Pt.Xtn.  la  même  manière  que  dans  une  courbe  verticale , puisqu’on  peut 
substituer  à chaque  instant  la  résistance  du  point  fixe  à celle  de  la 
courbe. 

En  considérant  un  cercle  comme  un  polygone  d’un  nombre  in- 
fini de  côtés  , un  quelconque  de  ces  côtés  est  égal  au  produit 
de  sa  projection  sur  le  diamètre  qui  passe  par  l’origine , par 
le  rapport  du  rayon  du  cercle  à l’ordonnée  correspondante  à co 

côté. 

Fig.  66.  En  c^et>  *°'t  AI  AV  un  de  ces  côtés;  tirons  le  rayon  CM,  l’or- 
donnée MP , et  la  ligne  MO , parallèle  au  diamètre  AB.  Les  trian- 
gles MAP  O et  CMP  semblables , comme  ayant  les  côtés  respecti- 
vement perpendiculaires  , donnent 

mp  : mo  ::  cm  : mai<  ; 

. donc  MAP  . (a5) 

mp  s ' 


.100-  La  durée  de  l'oscillation  d'un  pendule  simple,  dans  un 

très-petit  arc  de  cercle,  est  sensiblement  égale  a «r  — , en  dési- 

*8  v 

gnant  par  rie  rayon  de  l’arc  que  décrit  le  pendule  ou  la  longueur 
de  celui-ci , par  g la  gravité , et  par  » le  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre. 

Fi".  6 y.  Supposons  que  le  pendule,  parti  du  point  B , soit  arrivé  en  M, 
et  que  u soit  sa  vitesse  acquise  à ce  point.  Menons  1 horizontale  BD, 
les  ordonnées  infiniment  voisines  AI  P et  AI1  P1,  et  décrivons  sur 
AK  , comme  diamètre , la  circonférence  ANKO.  Faisons  AP  — x, 
P Al  — y,  le  petit  côté  AIAÎ1  z=z  s , sa  projection  PP1  — s1  , 
la  hauteur  AK  de  l'oscillation  — b ; enfin  appelons  t le  temps 
que  le  pendule  emploie  à parcourir  AIAP,  et  T la  durée  de  l’os- 
cillation entière. 

D’abord  nous  aurone  u — \/  ngx;  la  petitesse  du  côté  MM' 
permet  de  supposer  qu’il  est  parcouru  uniformément  avec  la  vi- 
tesse u ; 


. MM'  r . s1  , , . _ . 

donc,  t=* — -■  ■■  (équation  a5  ). 

u 3fy  igx 

Mais  y est  moyen  proportionnel  entre  (6  — x)  et  ir,  à cause 
que  b est  le  sinus  verse  d'un  arc  très-petit  ; on  a donc 


y = V'  ir  ( b — x ) , 

et  par  conséquent  , 

rs'  _ Vt  ’s' 

V igx  V'  a r (4 — x)  ^ S \/  x [b  — x) 

ÿr  \bs'  l /r  NN‘ 

~~  Wg  • VK(b-x)~  ' b~ ’ 
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et  comme  on  trouverait  un  résultat  semblable  pour  -tous  les  côtés 
qui  composent  l’arc  BMK , il  s'ensuit  que  la  durée  de  la  chute  par 


cet  arc,  qu 


ANK  „ . 

— — ; dou  on  tire, 

A NK  O _ m\/r 
AK  ~ ’ 


La  valeur  de  T étant  indépendante  de  b zz.  AK , il  s’ensuit  que 
les  oscillations,  dans  des  petites  portions  d’une  circonférence, 
sont  sensiblement  isochrones , ou  de  même  durée. 

La  durée  T 1 de  l’oscillation  d’un  autre  pendule,  dont  la  lon- 
gueur est  r1 , dans  le  lieu  où  la  gravité  est  g1 , est  pareillement  ex- 
primée par 


donc  , en  général , 


T1 


~ ~vV 


T : T> 


V'r  . _kV_ 

V'S  ’ Ÿg  ’ 


Si  les  pendules  oscillent  dans  un  même  lieu  , ou  à des  latitudes 
égales,  on  a 

T : T>  y/r  : yjr>. 

% 

Si  le  même  pendule  oscille  dans  des  lieux  différens  , on  a 

T : T<  : : y/g>  : y/ g. 

Enfin , lorsque  deux  pendules  oscillent  en  mémo  temps  dans  des 
lieux  différens  , 


• g : g1  ::  r : r'. 


IOI.  Les  nombres  d’oscillations  que  deux  pendules  diffé- 
rens peuvent  faire  dans  un  même  temps,  et  dans  un  même  lieu, 
sont  en  raison  inverse  des  racines  quarrées  des  longueurs  de  cés 
pendules. 

Car,  soient  T et  T'  les  durées  des  oscillations  de  ces  deux  pen- 
dules, r et  r*  leurs  longueurs,  n et  «/  les  nombres  respectifs  d’oscil- 
lations qu’ils  peuvent  faire  dans  un  même  temps  exprimé  par  K; 


on  aura , 

, K = nT  — n'T>  , d’ou 

on  tire 

n : n<  :: 

V T, 

mais , 

T':  T :: 

l-  r1  : Kr  ; 

• 

donc , 

n : n>  :: 

1 r'  ; t/r. 

103.  Lorsque  le  pendule  et  la  verge  à laquelle  il  est  lié  ont 
des  masses  sensibles  , le  système  prend  le  nom  de  pendule  coin - 
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posé.  Plus  les  points  du  pendule  sont  voisins  du  point  fixe,  pins 
ils  sont  retardés  ; et  plus  ils  sont  éloignés , plus  ils  sont  accélérés  ; 
en  sorte  qu’il  y a un  point  du  pendule  qui  n'est  ni  retardé  ni  ac- 
céléré, c’est-à-dire,  qui  se  meut  comme  s’il  était  seul,  et  c’est  la 
distance  de  ce  point  (qu’on  appelle  centre  d’oscillation  ) au  point 
de  suspension , qui  mesure  la  longueur  du  peudule. 

Si  l’on  désigne  par  r1  cette  longueur,  paru'  le  nombre  d’os- 
cillations du  pendule  composé  pendant  1 1 , par  n le  nombre 
d’oscillations  du  pendule  à secondes  pendant  le  même  temps , et 
par  r la  longueur  de  ce  dernier  pendule;  la  proportion  précédente 
pourra  servir,  en  déterminant  n1  par  l’observation  , à trouver  la 
longueur  d’un  pendule  composé  , ou  le  centre  d’oscillation  d'un 
corps. 

En  faisant  osciller  dans  le  vide,  pendant  un  temps  quelconque 
exprimé  en  secondes  pari,  un  pendule  dont  la  longueur  a été 
bien  déterminée,  et  observant  le  nombre  n d’oscillations  qu’il  a 

g 

faites,  la  fraction exprime  la  durée  T de  chaque  oscillation  de 


ce  pendule;  substituant  cette  valeur  dans  la  formule  T — 
on  tire  la  valeur  de 


Vt 
Ÿg  ’ 


30^,198  = 9m, 809. 


• JT 

Cette  valeur  de  g,  substituée  dans  la  formule  T — s - — , dans 

v g 

laquelle  on  supposera  T — 1 , donnera  pour  la  longuenr  du  pen- 
dule à secondes  sexagésimales  , à Paris, 

r ==  3^,057  = om,994. 

Le  pendule  emploie  moins  de  temps  à parcourir  l’arc  BMK  , 
moitié  de  l’oscillation , que  la  corde  BK  de  cet  arc. 

En  effet,  la  durée  de  la  chute  par  l’arc  BMK , est  égale  à 

•j  * , la  durée  de  la  chute  le  long  du  plan  incliné , repré- 

y 5 

senté  par  la  corde  BK,  étant  la  même  que  celle  par  le  diamètre  AK, 
et  qui  est  " y ~ » *1  s’ensuit  que  ces  deux  durées  sont  entre  elles 
::  » : 4- 

La  pression  qu’éprouve  le  point  fixe,  en  nn  point  quelconque 
M,  en  désignant  par  P le  poids  du  pendule,  se  compose  de 
deux  forces , dont  l’une  provenant  du  poids  P , est  égale  à 

P 2P* 

— — [ r — ( 6 — ■*)]»  et  l’autre  égale  à , provenant  de 
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la  force  centrifuge , comme  nous  le  verrons  dans  le  numéro  Pt.XIlI. 
suivant. 


Des  forces  centrales. 


io3.  Si  un  corps  M,  attiré  continuellement  vers  un  point  Fig.  68. 
fixe  C,  par  une  force  constante  <p , et  lancé  suivant  une  direc- 
tion MB,  perpendiculaire  à CM,  décrit  une  circonférence  de 
cercle  autour  du  point  C,  la  force  centrale  q>,  est  à la  gravité 
comme  la  hauteur  due  à la  vitesse  de  projection  , est  à la  moitié 
du  rayon  CM. 

En  effet,  nommons  F la  vitesse  de  projection  suivant  MB, 
et  r le  rayon  CM.  Sans  l’action  de  la  force  centrale , le  mobile 
décrirait  sur  MB,  pendant  le  temps  très -petit  t,  un  espace 
MN  — Ft , et  s’écarterait  du  point  C de  la  quantité  IN  qu'on 
peut  regarder  comme  égale  à MG;  donc,  si  le  mobile  reste  sur 
la  circonférence,  il  a dû  être  attiré  par  la  force  centrale  4),  d’une 
quantité  égale  à MG  Mais  par  la  nature  du  cercle, 

MI 1 MN*  F't* 

MG  = = — = ; égalant  ces  deux  valeurs  de  MG , 

ir  ar  ar  ° 

il  vient 


(»6) 


Appelant  h la  hauteur  due  à la  vitesse  F , la  valeur  de  q>  de- 
vient 


d’où  l’on  tire 

ç : g ::  h : £>. 


Dans  ce  qui  précède  , nous  n’avons  réellement  considéré  que  l’u- 
nité de  masse  ; mais  si  l’on  multiplie  les  deux  premiers  termes  de 
la  proportion  précédente  par  la  masse  du  mobile,  cette  proportion 
pourra  s’énoncer  ainsi  : 

La  force  centripète  du  corps , s’il  est  libre,  ou  sa  force  centri- 
fuge , s’il  est  retenu  au  point  fixe  C par  un  fil,  est  au  poids  de  ce 
corps,  comme  la  hauteur  due  à la  vitesse  F,  est  à la  moitié  du 
rayon  CM. 

D’où  l’on  voit  que  tant  que  q>  et  r resteront  constans,  la  vitesse 
^sera  constante. 

Si  nous  multiplions  les  deux  membres  de  l’équation  (26)  par  la 
masse  M du  mobile,  et  si  nous  désignons  par  F la  force  centrifuge 
de  cette  masse,  nous  aurons 

MF » 
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Cette  formule  fait  voir  qu’à  masses  égales,  les  forces  centri- 
fuges fle  deux  corps  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  vitesses 
divisés  par  les  rayons  des  circonférences  décrites;  donc,  si  F'  est 
la  force  centrifuge  d’un  autre  corps  qui  circule  avec  la  vitesse  F* 
dans  nne  circonférence  dont  le  rayon  est  r' , on  a 


f 


r<* 
~7~  ’ 


Soient  T et  T1  les  durées  des  révolutions  des  deux  mobiles  ; à 

rr  i*r  t ?mr' 
cause  que  V—  —jrt  e*  r'  — ' ji  ’>  on  aura 


(*7) 


Si  les  durées  des  révolutions  étaient  égales , on  aurait 
F : F'  ::.r  : r'-, 

et  si  l’on  avait  T*  : T'*  ::  r*  : rn,  comme  dans  le  mouvement 
des  corps  célestes , la  proportion  ^37)  deviendrait 

F : F'  r '»  : r». 


Propriétés  du  centre  de  gravité. 

I 0>4'  Si  plusieurs  corps  libres  ont  des  mouvcmens  rectilignes 
parallèles  entre  eux  et  uniformes  , leur  centre  commun  de  gravité 
est  mu  parallèlement  aux  directions  des  corps  , avec  une  vitesse 
égale  à la  somme  des  quantités  de  mouvemens  des  corps , divisée 
par  la  somme  des  masses. 

i°  Concevons,  dans  un  instant  quelconque,  par  le  centre  de 
gravité  du  système  , deux  plans  parallèles  aux  directions  des  corps  , 
la  somme  des  momens  des  corps,  par  rapport  à chacun  de  ces 
plans,  sera  nulle  dans  cet  instant;  et  à cause  que  les  corps 
restent  peudant  leurs  mouvemens  toujours  également  distans  de 
ces  plans , la  somme  de  leurs  momens  sera  constamment  nulle 
par  rapport  à chacun  de  ces  plans  : le  centre  de  gravité  sera  donc 
mu  dans  chacun  de  ces  plans,  et  parcourra  par  conséquent  leur 
intersection  , qui  est  une  droite  parallèle  aux  directions  des  corps. 

3°  Imaginons  un  plan  perpendiculaire  aux  directions  des  corps  ; 
formons  l’équation  des  momens  des  corps  , par  rapport  à ce  plan, 
au  commencement  et  à la  lin  d’une  unité  de  temps;  retranchons 
une  équation  de  l’autre,  et  divisons  l’équation  restante  par  la 
somme  des  masses,  nous  trouverons  que  l’espace  parcouru  par  le 
centre  de  gravité  , pendant  cette  unité  de  temps  , ou  que  la  vitesse 
du  centre  de  gravité  est  égale  à la  somme  des  forces  du  système , 
divisée  par  la  somme  des  masses  : or  ce  quotient  est  constant  ; 
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donc  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  uniforme  , et  le  même 
que  si  toutes  les  forces  lui  étaient  immédiatement  appliquées. 

105.  Si  les  corps  toujours  mus  uniformément,  ont  des  direc- 
tions rectilignes  quelconques  , le  mouvement  de  leur  centre  com- 
mun de  gravité  est  rectiligne,  uniforme  , et  le  même  que  si  toutes 
les  forces  lui  étaient  appliquées  chacune  parallèlement  à sa  di- 
rection. 

Décomposons  la  vitesse  de  chaque  corps  en  trois  autres  respec- 
tivement parallèles  à trois  axes  rectangles  tirés  par  le  centre  de 
gravité  dans  un  instant  quelconque.  Le  mouvement  du  centre  de 
gravité,  résultant  des  vitesses  parallèles  à chaque  axe,  sera  parallèle 
à cet  axe  , uniforme,  et  le  même  que  si  toutes  les  forces  parallèles  à 
cet  axe  lui  étaient  appliquées  ; donc  Si  le  centre  de  gravité  , parti 
de  l’origine,  est  arrivé  au  bout  du  temps  t , en  un  point  dont  les 
coordonnés  soient  x,  z , et  si  a , b et  c sont  les  vitesses  du  centre 
de  gravité  respectivement  parallèles  aux  axes  des  x,_y  et  z , on 
aura 

x at.  y — ht , et  z — et  ; 
éliminant  t,  il  vient 

bx  ex 

~ a ' ~ a \ 

on  voit  par  là  que  les  projections  de  la  route  du  centre  de  gravité 
sur  deux  des  plans  coordonnés,  sont  des  lignes  droites  ; cette  route 
est  donc  rectiligne. 

L’espace  parcouru  par  le  centre  de  gravité  pendant  le  temps  t, 
étant  la  distance  de  l'origine  au  point  x,  y,  z , on  a,  en  appelant 
E cet  espace, 

E -=.\/  x1  -+-  z1  = / V a1  -+-  ùx  c1 
d’où  l'on  voit  que  le  mouvement  du  centre  de  gravité  est  uni- 
forme, et  que  sa  vitesse  ÿ a1  -f-  b1  -f-  c*  est  la  même  que  si 
les  forces  lui  étaient  appliquées,  chacune  parallèlement  à sa  di- 
rection. 

106.  Si  les  corps  étaient  liés  entre  eux,  le  centre  de  gravité 
serait  encore  mu  de  la  même  manière  que  s’ils  étaient  libres;  en 
sorte  que  la  réaction  mutuelle  des  parties  du  système  n’altère  pas 
le  mouvement  du  centre  de  gravité. 

En  effet,  soient  P,  P1,  etc.,  les  forces  qu’auraient  les  corps 
s’ils  étaient  libres.  Supposons  qu’à  cause  de  la  liaison  des  parties 
du  système  , ces  forces  se  changent  en  F,  F1,  etc.  ; et  soient/j/7,  etc., 
les  autres  composantes  des  forces  P,  P',  etc.  Les  forces  F,  F1 , etc., 
étant  les  seules  qui  doivent  avoir  lieu  , les  forces etc.,  se- 
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ront  détraites  : or,  les  forces  t\  F1,  etc. , meuvent  les  corps  comme 
s’ils  étaient  libres;  on  peut  donc  les  supposer  appliquées  au  centre 
de  gravité,  parallèlement  à leurs  directions.  Quant  aux  forces 
f,f  , etc.,  elles  se  font  équilibre,  satisfont  aux  trois  équations  de 
l’équilibre  de  translation  : on  peut  donc  aussi  les  supposer  appli- 
quées au  centre  de  gravité,  chacune  parallèlement  à sa  direction  j 
et  comme  elles  n'y  produisent  aucun  mouvement , il  s’ensuit  que 
les  forces  F , F',  etc.,  meuvent  le  centre  de  la  même  manière  que 
s’il  était  sollicité  à la  fois  paries  forces  F,  F1,  etc.  ,f,f,  etc., 
c’est-à-dire  par  les  forces  P,  P1,  etc. , transportées  aussi  au  centre 
de  gravité  parallèlement  à leurs  directions. 

I 07.  Lorsque  la  force  transmise  à un  système  invariable,  passe 
par  son  centre  de  gravité,  toutes  les  parties  du  système  ont  des 
vitesses  égales. 

Car,  s’il  y avait  dans  le  système  des  vitesses  plus  grandes  les 
unes  que  les  autres,  elles  devraient  se  trouver  toutes  d’un  même 
côté  du  centre  de  gravité,  et  leur  résultante,  qui  se  trouverait 
du  côté  des  plus  grandes  forces,  ne  passerait  pas  alors  par  le  centre 
de  gravité,  ce  qui  serait  contraire  à l’hypothèse. 

1 08.  Si  la  force  transmise  à un  corps  ne  passe  pas  par  son 
centre  de  gravité,  outre  son  mouvement  de  translation,  le  corps 
prend  encore  un  mouvement  de  rotation  autour  de  son  centre  de 
gravité. 

En  effet , si  l’on  appliquait  au  centre  de  gravité  une  force  égale, 
parallèle  et  contraire  à celle  du  corps,  cette  force  détruirait  le 
mouvement  de  translation  du  centre;  mais  comme  les  deux  forces 
appliquées  au  corps  ne  sont  pas  directement  opposées , le  corps 
ne  demenrera  pas  en  équilibre,  et  le  centre  de  gravité  n’ayant  au- 
cun mouvement,  ce  corps  ne  pourra  que  tourner  autour  du  centre 
de  gravité;  et  comme  la  force  appliquée  au  centre  de  gravité  ne 
tend  à produire  aucun  mouvement  de  rotation  , il  s ensuit  qu  en 
supprimant  son  action,  le  mouvement  de  rotation  aura  encore 
lieu  avec  le  mouvement  de  translation  , et  que  ces  deux  mouvemens 
sont  indépendans  l’un  de  l'autre. 

De  la  force  d'inertie  et  du  choc  des  corps . 

lOQ.  On  appelle  force  d’inertie , la  propriété  de  la  matière  en 
vertu  de  laquelle  un  corps  en  repos  ou  en  mouvement  résiste  à son 
changement  d’état;  cette  force  se  fait  sentir  suivant  toutes  les 
directions;  elle  ne  provient  point  de  la  pesanteur,  puisqu  on 
éprouve  de  la  résistance  à communiquer  du  mouvement  à un  corps 
posé  sur  un  plan  horizontal,  ou  en  frappant  de  haut  en  bas  en 
corps  qui  tombe. 
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La  force  d’inertie  est  proportionnelle  à la  masse,  puisqu’elle 
appartient  également  à toutes  les  parties  matérielles  égales  d'un 
corps. 

I lO»  On  appelle  corps  durs , ceux  dont  la  forme  ne  peut  être 
changée,  quelles  que  soient  les  forces  qu’on  leur  applique  extérieu- 
rement, et  corps-élastiques , ceux  qui  peuvent  être  comprimés,  et 
qui  ont  la  propriété  de  reprendre  leur  première  forme  par  les 
mêmes  degrés  de  force  par  lesquels  ils  l’ont  perdue. 

Le  choc  direct  est  celui  qui  se  fait  suivant  une  droite  qui  passe 
par  les  centres  de  gravité  des  corps,  et  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  tangent  aux  surfaces  des  deux  corps , au  point  de  rencontre 
de  ces  deux  surfaees. 

Si  deux  corps  durs  de  même  masse  se  choquent  en  sens  con- 
traires avec  des  vitesses  égales , ils  doivent  demeurer  en  repos 
après  le  choc , puisqu’il  n’y  a aucune  raison  pour  que  l’un  quel- 
conque des  deux  corps  enlraine  l’autre. 

lit.  Deux  corps  qui  se  choquent  en  sens  contraires , et  se  font 
équilibre,  ont  des  quantités  de  mouvement  égales  entre  elles. 

En  effet,  supposons  que  la  masse  de  l’un  des  corps  ne  soit  qu’un 
point  matériel,  chaque  point  du  second  corps  devra  éteindre  dans 
ce  point  unique,  une  vitesse  égale  à celle  de  ce  second  corps,  en 
sorte  que  la  force  du  premier  corps  doit  équivaloir  à celle  d’un 
point  matériel  animé  d’une  vitesse  égale  au  produit  de  la  vitesse 
du  second  corps  , multipliée  par  le  nombre  de  ses  points  , ou  par 
la  masse  de  ce  second  corps. 

Par  un  raisonnement  semblable,  on  verra  qu’on  peut  substituer 
à la  force  du  second  corps,  celle  d’un  point  matériel  animé  d’une 
vitesse  égale  au  produit  de  la  vitesse  du  premier  corps  , par  sa 
masse  ; le  choc  peut  donc  être  réduit  à celui  de  deux  points  maté- 
riels égaux  * dont  les  vitesses  contraires  sont  respectivement  égales 
à ces  produits.  Dans  le  cas  de  l’équilibre,  ces  produits  sont  donc  ' 
égaux  ; c'est-à-dire  que  les  vitesses  des  deux  corps  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  masses. 

113.  La  vitesse  des  corps  durs,  après  le  choc,  est  égale  à la 
somme  de  leurs  quantités  de  mouveraens  avant  le  choc,  divisée  par 
la  somme  de  leurs  masses. 

Supposons  que  les  corps  vont  dans  un  même  sens;  désignons 
par  M la  masse  du  choquant,  et  par  V sa*vitesse  avant  le  choc  ; 
par  M*  la  masse  du  choqué,  et  par  V1  sa  vitesse  avant  le  choc. 
Remarquons  que  le  choc  cesse  aussitôt  que  le  choqué  a autant  de 
vitesse  qu’il  en  reste  au  choquant , et  qu’alors  les  deux  corps  juxta- 
posés ont  des  vitesses  égales  qu’ils  conservent  après  le  choc. 

Soit  x cette  vitesse  commune;  on  peut  considérer  le  choquant 
à l’instant  du  choc,  comme  ayant  les  deux  vitesses  x et  V — x 
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dans  le  sens  du  choc,  puisque  la  somme  de  ces  deux  vitesses  n’est 
autre  que  F.  On  peut  considérer  aussi  le  choqué  comme  ayant , à 
l’instant  du  choc,  les  deux  vitesses  x,  dans  le  sens  de  la  vitesse 
du  choquant,  etx — F'  en  sens  contraire,  puisque  la  différence 
de  ces  deux  vitesses  est  V dans  le  sens  du  choquant. 

Mais  par  la  supposition  , les  corps  ne  doivent  conserver  que  la 
vitesse  commune  .r;  donc,  ils  doivent  se  faire  équilibre  en  vertu 
des  deux  autres  vitesses;  donc,  par  ce  qui  précède,  on  doit 
avoir  : 

m • m'  : : % — y : f — x, 

d’où  l’on  tire  , - 

MF  + M’y 
X ~ ÂT+  AP  ■ 

Si  le  choqué  eût  été,  avant  le  choc  , en  sens  contraire  du  cho- 
quant, c’est-à-dire  de  celui  qui  a la  plus  grande  quantité  de  mou- 
vement , on  aurait  eu  : 

MF  — MF’ 

X — Af  -f  AP  ' 

Lorsque  le  choqué  est  en  repos  avant  le  choc,  on  a 

MF 

x — W+W‘ 

La  première  de  ces  trois  valeurs  de  x,  donne  l’équation 
Mx  + M'x  _ MF  + M'y 
M + Mr  M + M'  ’ 

qui  fait  voir  que  la  somme  des  quantités  de  mouvement,  après  le 
choc  , est  la  même  qu’avant  le  choc  ; et  que  la  vitesse  du  centre 
commun  de  gravité  des  deux  corps,  apres  le  choc,  est  la  même 
qu’avant  le  choc. 

1 1 3.  Pour  avoir  les  vitesses  de  deux  corps  élastiques  , après  le 
choc,  il  faut  du  double  de  la  vitesse  que  ces  corps  auraient  après 
le  choc,  s’ils  étaient  sans  ressort,  retrancher  la  vitesse  que  chacun 
d’eux. avait  avant  le  choc. 

En  effet,  pendant  que  les  corps  se  compriment , la  distribution 
des  forces  se  fait  comme  dans  le  choc  des  corps  dujs  ; donc  , si  x 
est  la  vitesse  que  les  corps  auraient  dans  ce  cas,  V — x sera  la 
vitesse  perdue  par  le  choquant  pendant  la  compression  ; et  comme 
on  suppose  la  réaction  du  ressort  égale  et  contraire  à la  force 
avec  laquelle  il  a été  comprimé , V — x sera  la  vitesse  perdue  par 
la  réaction  , en  sorte  que  la  vitesse  totale  perdue  par  le  choquant , 
sera  iF — -a®;  retranchant  cette  vitesse  perdue  de  la  vitesse  F 
que  le  choquant  avait  avant  le  choc  , on  aura  a as  — F pour  la  vi- 
tesse de  celui-ci  après  le  choc. 
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La  vitesse  que  le  choqué  gagne  pendant  la  compression,  est 

— V,  la  réaction  du  ressort  lui  en  fait  gagner  encore  autant  ; 
la  vitesse  totale  que  le  choqué  gagne  par  le  choc,  est  donc 
ix  — 2 i ajoutant  cette  vitesse  avec  celle  qu’il  avait  avant  Je 
choc,  on  aura  ix  — V pour  la  vitesse  du  choqué  après  le  choc. 
Dans  cette  dernière  formule,  y peut  être  négative  ou  nulle. 

La  vitesse  du  centre  commun  de  gravité  de  deux  corps  élastiques 
après  le  choc , est  la  même  qu’avant  le  choc. 


Car,  après  le  choc,  cette  vitesse  est  (2X  *”) 


ou  ix 


-( 


MV  + M'V 
M -f-  M> 


M + AT 


> „ MV  + M'V 

J , ou  enfin — jÿ-—  ^ — , qui  est  pré- 


cisément la  vitesse  du  centre  de  gravité  des  deux  corps  avant  le 
choc. 


I T 4.  Dans  le-choc  des  corps  élastiques  , la  somme  des  produits 
de  chaque  masse  par  le  quarré  de  sa  vitesse  après  le  choc,  est 
égale  à la  somme  des  produits  de  chaque  masse  par  le  quarré  de 
sa  vitesse  avant  le  choc. 

En  effet,  M {xx — V)* -\-M'  («-f  )*  = i,x2  ( M -f.  M'  ) 
— !\X  ( MV -4-  M'V1  ) -j-  MV 1 -(-  M* V1*  ; mettant  dans  le  second 

, , , MV  - M'V' 

membre,  au  lieu  de  x sa  valeur  — — • , ce  second 

lu  -f-  Ml 

membre  se  réduit  à MV 1 -}-  M'V1*. 

On  entend  pa r force  vive  d’un  corps  , le  produit  de  sa  masse  par 
le  quarré  de  sa  vitesse;  ainsi,  dans  le  choc  des  corps  parfaitement 
élastiques,  la  somme  de  leurs  forces  vives  est  la  même  avant  et  après 
le  choc. 

La  vitesse  avec  laquelle  les  corps  élastiques  s’éloignent  l’un  de 
l’autre  après  le  choc,  est  égale  à celle  avec  laquelle  ils  s’approchaient 
l'un  de  l’autre  avant  le  choc. 


Car,  si  les  corps  vont  dans  le  même  sens  avant  le  choc  , la  vi- 
tesse avec  laquelle  le  choquant  s’approche  du  choqué  , est  V — V . 
Après  le  choc,  la  vitesse  avec  laquelle  le  choqué  s'éloigne  du, cho- 
quant, est  •xx  — V — ( îar  — V)  ou  V — V . 
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SECTION  III. 

HYDROSTATIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

il  5.  Une  masse  fluide  est  un  amas  de  particules  matérielles 
d’une  extrême  ténuité,  et  douées  d'une  parfaite  mobilité  en  toutes 
sortes  de  sens. 

On  distingue  deux  sortes  de  fluides  ; les  premiers  s’appellent 
fluides  incompressibles , dont  on  ne  peut  diminuer  le  volume, 
quelle  que  soit  la  pression  qu’on  leur  applique;  telle  est  l'eau  et 
la  plupart  des  liqueurs  (*).  Les  autres  sont  compressibles  et  élas- 
tiques , comme  l’air  et  les  différens  gaz. 

I i 6-  Lorsqu’une  masse  fluide , considérée  comme  étant  sans 
pesanteur,  remplit  entièrement  un  vase  fermé  de  toutes  parts,  si 
l’on  fait  à ce  vase  deux  ouvertures  égales,  et  qu’on  y applique  , au 
moyen  de  deux  pistons , deux  pressions  égales  , les  deux  pistons 
seront  évideminçnt  en  équilibre;  ce  qui  prouve  que  le  fluide  trans- 
met entièrement,  et  en  tous  sens,  la  pression  appliquée  à un  des 
pistons. 

Donc,  si  l’une  des  ouvertures  est  plus  grande  que  l’autre,  la 
pression  appliquée  au  plus  petit  piston  se  transmettra  pleinement 
sur  chaque  partie  de  la  base  du  plus  grand,  égale  à la  base  du 
plus  petit  ; en  sorte  que  les  pressions  qu’on  devra  appliquer  aux 
deux  pistons  pour  qu’ils  soient  en  équilibre,  devront  être  propor- 
tionnelles aux  bases  de  ces  pistons. 

Soit  en  général  P la  pression  exercée  sur  un  piston  dont  la  base 


(*)  Il  n’existe  réellement  aucun  fluide  rigoureusement  incompressible, 
mais  les  pressions  auxquelles  il  faudrait  les  soumettre  pour  réduire  leur  vo- 
lume sont  telles  , qu’on  peut , sans  craindre  d’erreur  sensible , considérer 
comme  nulle  leur  compressibilité  : les  expériences  de  M.  Oersted  ont  montré 
que  sous  la  pression  ordinaire  de  l’atmosphère  l’eau  se  réduisait  des  o,oooo46 
de  son  volume,  quantité  tout-à-fait  négligeable. 
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est  A , nP  la  puissance  qui  ldi  fait  équilibre  en  agissant  snr  un 
piston  dont  la  base  est  nA.  Faisons  nP  =:/»,  et  nA  — a,  on  aura 

pA  = aP. 

Cette  équation  donne  p ■zz-^rrP,  valeur  qui  montre  qu’avec  une 

■“  < 
puissance  arbitraire  P on  peut  produire  une  pression  p aussi  grande 
qu’on  voudra,  pourvu  qu’oft  donne  à a et  A qui  représentent  les 
bases  des  pistons , des  valeurs  convenables.  C’est  sur  ce  principe 
qu’est  fondée  la  presse  de  Pascal.  * 

Si  l’on  fait  A — « dans  l’équation  ci-dessus,  la  pression  se 
trouvera  rapportée  à l’unité  de  surface,  et  la  valeur 

P — <*P, 

qui  en  résulte  montre  que  la  pression  éprouvée  par  une  aire  quel- 
conque , s’obtient  en  multipliant  cette  aire  par  la  pression  qu'éprouve 
l’unité  de  surface. 

La  même  masse  fluide  pressée  étant  en  équilibre,  la  pression 
que  chaque  molécule  contiguë  à la  surface  du  vase,  ou  à celle  d’un 
corps  placé  dans  l’intérieur  du  fluide,  exerce  sur  cette  surface, 
est  perpendiculaire  à cette  surface  ; sans  quoi  cette  pression  ne  se- 
rait pas  détruite  entièrement  par  la  résistance  de  cette  surface , et 
l’équilibre  n’aurait  pas  lieu.  ' 

ê , , 

I i 7.-  Si  les  molécules  d’une  masse  fluide  contenue  dans  uA  vase 
ouvert  sont  sollicitées  par  la  pesanteur  seule  , et  si  la  surface  du 
fluide  est  de  niveau  , toute  la  masse  est  en  équilibre. 

En  effet , la  pesanteur  d’une  quelconque  des  molécules  de  cette 
surface  étant  alors  perpendiculaire  à cette  surface,  cette  molécule 
ne  doit  tendre  à se  mouvoir  d'aucun  côté  sur  celte  surface;  il 
en  est  de  même  pour  toutes  les  molécules  des  couches  parallèles  à 
la  première.  * " , 

Donc  , les  surfaces*  d’un  même  fluide  pesant ,'  contenu  dans  un 
syphon  , forment  une  même  surface  de  niveau,  ou  sont  dans  un 
même  plan  horizontal,  si  te  syphon  n’est  pas  d’une  très-grande 
étendue.  La  théorie  des  instruraens  employés  dans  le  Nivellement, 
dérive  de  cette  propriété  des  fluides. 

118.  La  pression  qu’éprouve  en  tous  sens  une  molécule  quel- 
conque d’un  fluide  pesant  en  éqnilibre  dans  un  vase,  est  égale  au 
poids  d’un  filet  vertical'  de  ce  fluide  qui  aurait  pour  hauteur  la 
distance  de  cette  molécule  au  plan  de  la  surface  supérieure  du 
fluide. 

D’abord  cette  molécule  est  également  pressée  en  tous  sens  , sans 
quoi  elle  serait  mue  du  côté  où  elle  éprouverait  la  moindre  pres- 
sion. Concevons  ensuite  que  toute-  la  masse  fluide,  à l'exception 
de  ce  filet,  vienne  à. se  durcir  sans  changer  de  place  ni  de  volume  , 
Mécanique.  3 a 
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la  molécule  éprouvera  encore  la  mémo  pression;  mai»  alors  elle 
porte  évidemment  le  poids  entier  du  filet  .qui  est  resté  fluide. 

i i g.  On  appelle  pesanteur  spécifique  d’un  corps , ou  d’un  fluide, 
le  poids  de  l’unité  de  volume  de  ce  corps;  or,  il  est  évident  que 
si  l’on  multiplie  le  poids  de  l’unité  de  volume  d’un  corps  par  le 
nombre  de  ses  unités  de  volume,  on  doit  avoir  son  poids  total; 
donc  le  poids  d'un  corps  est  égal  au  produit  de  sa  pesanteur  spé- 
cifique par  son  volume.  . 

La  densité  d'un  corps  est  la  masse  de  l'unité  de  volume  de 
ce  corps  ; la  masse  totale  d’un  corps  est  donc  égale  au  produit 
de  sa  densité  par  son  volume.  Ainsi  appelant  P le  poids  d’un 
corps,  M sa  masse , V son  volume  , D sa  densité  , et  g la  gravité  , 
on  a 

M = DF,  cl  P — g kl  — g DF. 

m I V ^ # 1 # 4 

Désignant  en  outre  par  n la  pesanteur  spécifique.,  on  a 
n = gD , et  P — n F; 

, t - 

d’où  il  est  aisé  de  conclure  que  le  rapport  des  densités,  ou  des  pe- 
santeurs spécifiques  de  deux  corps  ayant  même  volume,  e^t  le 
même  quç  celui  de  leurs  poids  respectifs. 

130.  La  pression  qu’un  fluide  pesant  exerce  sur  une  surface 
plane,  située  .comme  on  levoudra  , est  égale  au  produit  de  celle 
surface  multipliée  par  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan 
de  niveau  , et  par  la  pesanteur  spécifique  (ïu  fluide. 

Car,  si  l’on  partage  cette  surface  en  une  infinité  de  petites  sur- 
faces, tous  les  points  de  chacune  de  ces  dernières  pourront  être 
considérés  comme  également  distaus  du  plan  de  niveau,  et  à cause 
qlie  chaque  point  est  pressé  perpendiculairement  à la  surface  par 
une  force  égale  au  poids  d’un  filet  de  fluide  qui  aurait  pouf  hau- 
teur la  distance  de  ce  point  au  plan  de  niveau;  il  s’ensuit  que  cha- 
cune de  ces  petites  surfaces  éprouve  une  pression  égale  au  poids 
d’un  prisme  de  .fluide  , qui  aurait  pour  base  celte  peLite  surface,  et 
pour  hauteur  la  distance  de  cette  même  petite  surface  au  plan  de 
niveau  ; mais  le  poids  de  ce  prisme  est  exprimé  par  le  produit  de 
la  petite  surface  par  sa  distance  au  plan  de  niveau,  et  par  la  pe- 
santeur spécifique  du  fluide.  Donc^  la  pression  totale  e$t  égale  à la 
somme  des  produits  des  petites  surfaces  multipliées  chacune  pat;  sa 
distance  au  plan  de  niveau,  et  par  la  pesanteur  spécifique jdu  fluide. 
Or,  la  somme  des  produits  des  petites  surfaces  par  leurs  distances 
au  plan  de  niveau,  est  égale  au  produit  de  la  surface  entière  par 
la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  de  niveau;  donc,  la 
pression  totale  est  exprimée  par  le.  produit  de  la  surface  pressée 
par  la  distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  de  niveau  , et  par 
la  pesanteur  spécifique  du  fluide. 
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Donc,  si  le  fond  d’un  vase,  rempli  d’un  fluide  pesant  est  h„  P,  y ht 
monta!,  la  pression  sur  le  fond  es't  »a  même , ï plll 

grande  que  le  poids  du  fluide  contenu  dans  le  vase , selon  que  ce 
vase  est  cylindrique  , ou  qu’il  est  évasé  ou  rétréci  par  le  haut. 

121.  Pour  avoir  le  centre  de  pression,  ou  le  point  par  lequel 
passe  la  résultante  de  toutes  les  pressions  élémentaires,  il  faut 
prendre  la  somme  des  moment  de  ces  pressions  , par  rapport  à 
deux  axes  rectangles  tirés  sur  la  surface  , et  diviser  chaque  somme 
de  moinens  par  la  press.On  totale;,  les  quçtiens  seront  les  coor- 
données  du  centre  de  pression.- 

Si , par  exemple,  une  droite  verticale  est  pressée  par  un  fluide 
pesant  en  repos,  et  que  l'on  conçoive  sa  hauteur  H partagée  en 
un  nombre  mfin.  ,1  de  parties  égales  à h,  les  moment  des  pres- 
sions élémentaires , par  rapport  à la  ligne  de  niveau  , étant  entre 
eux  comme  les  quarrês  de  la  suite  naturelle  des  nombres  la 
somme  de  ces  moment  sera,  égale  au  tiers  du  cube  du  moment  de 
la  dermere  pression,  cest-a-dne  en  désignant  par  p fa  pesanteur 

spécifique  du  fluide,  égale  à ^l,  et  divisant  ce  produit  parla 

pression  totale  , on  a , pour  la  distance  du  centre  de  pres- 

sion à la  ligne  de  niveau , | nli , on  \H. 

12  2.  Lorsqu’un  corps  d’une  forme  quelconque  est , en  tout  ou  Fi-  6n 
en  pai  tie,  dans  un  fluide  pesant,  il  s’y  trouve  sollicite  par  sa  pe-  " 9‘ 
santeur , et  par  une  infinité  de  pressions  perpendiculaires  k la 
surface  de  la  partie  submergée  ; toutes  ces  forces  doivent  se  dé- 
truire  pour  que  le  corps  demeure  en  équilibre. 

Considérons  seulement  la  courbe  plane  et  verticale  ABCDNH 
dans  un  fluide,  dont  le  niveau  est  PQ.  Prenons  l’élément  très- 

"7l0nS  ,les,  homontajes  AC,. BD,  et  les  verticales 
AR  et  BS,  et  la  verticale  MO  parle  milieu  de  ^.Soient  f fi  et  •/» 

mèrjr^JTt  //iUidl  eXCrCe  PerPend‘c,da‘re,nent  sur  les  éll 
mens  AB  „ DE  et  HK  , décomposons  chacune  de  ces  forces  en 

deux,  l une  horizontale  et  l’autre  verticale;  appelons  /!  la  pesau- 

,,CUy0PeCÆUl  fU  t,  : La  ,f°rce  hori“,ltale  *ur  JB,  sera 
/ . MO  . BC,  la  force  horizontale  sur  l’élément  opposé  DE  aura 

a même  expression;  et  les  deux  forces  agissant  en  sens  contraires! 
se  détruiront.  Il  en  sera  de  même  de  toutes  les  forces  horizontales 
agissant  sur  les  elé.neus  opposés.  La  force  verticale  sur  AB  sera 

vnV  ■ acà  müc  ; u force  ver,icaie  **  , ^ Waie 

/ uHI'  °T'’  deUX  ^°rCCS  étant  directe»ient  opposées',  if  en 
résulte  , pour  soulever  le  filet  AK  , une  force  égale  à p . MT.  AC 

c est-a-dire  égalé  au  poids  du  volume  du  fluide,. dont  AK  tient 
u p ace  ; ainsi  on  voit  que  toutes  les  pressions  horizontales  sc  dé- 
ruisent , et  que  les  forces  verticales  qui  sollicitent  le  ertrps  se 

3s*  ’ ’ 
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réduisent  au  poids  du  corps;  et  à une  autre,  de  signe  contraire, 
égale  au  poids  du  volume  de  fluide  déplacé;  donc,  si  l’on  désigne 
par  P la  pesanteur  spécifique  du  corps , et  par  V son  volume , Je 
corps  pourra  être  considéré  comme  sollicité  par  la  force  unique 
verticale,  égale  à 

PV  — pV. 

Si  P ~p,  le  corps  ne  montera  ni  ne  descendra. 

Si  p < P le  corps  descendra  jusqu'au  fond  du  vase  avec  une 
force  égale  à l’excès  de  son  poids  sur  celui  du  fluide  déplacé;  et  si 
p > P,  le  corps  s’élèvera  et  sortira  du  fluide , jusqu'à  ce  que-le 
volume  v de  la  partie  submergée , soit  tel  qu’on  ait 

P F — pv  zzi  o, 

ou  P V = pv.  (a8) 

12  5.  La  résultante  des  forces  verticales  provenant  des  pressions 
du  fluide,  passe,  dans  le  cas  de  l’équilibre,  par  le  centre  de  gravité 
du  volume  de  la  partie  submergée. 

En  effet,  la  distance  de  cette  résultante  à deux  axes  horizontaux, 
est  égale  à la  somme  des  momens  des  poids  des  fllets  verticaux  de 
fluide  qui  rempliraient  le  volume  de  la  partie  submergée,  divisée 
par  le  poids  du  fluide  dont  le  corps  occupe  la  place;  mais  ces 
quotiens  expriment  aussi  les  distances  aux  mêmes  axes  du  centre 
de  gravité  du  volume  de  la  partie  submergée. 

On  voit  donc  que  si  un  corps,  dont  la  pesanteur  spécifique  est 
moindre  que  celle  d’un  fluide  , est  en  équilibre  sur  le  fluide, 

i°  Le  poids  de  ce  corps  est  égal  aa  poids  du  volume  de  fluide 
déplacé  (équat.  a8  ). 

a°  Les  deux  forces  verticales  P V et  — pv  qui  le  sollicitent,  pas- 
sant-, l’une  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  et  l’autre  par  le 
centre  de  gravité  du  volume  de  la  partie  plongée  , ces  deux  centres 
doivent  se  trouver  dans  une  même  verticale,  afin  que  ces  deux 
forces  soient  directement  opposées  et  se  détruisent. 

Soit  y le  vohime,  d’un  corps , dont  la  pesanteur  spécifique  P 
surpasse  celle  des  différens  fluides  exprimés  par/>,/>*,  p11.  Si  l’on 
suspend  ce  corps  successivement  dans  ces  fluides,  py,  p'V  et  p11  y 
seront  les  pertes  de  poids  respectives  de  ce  corps  dans  ces  fluides. 
Or  on  a évidemment  ces  proportions, 

py  : py  ::  p : p, 

et , py  : p/y  ! ; p : p'  ; etc. 

La  première  de  ces  proportions  servira  à faire  connaître  la  pe- 
santeur spécifique  du  corps  au  moyen  de  celle  du  fluide,  et  de  la 
perte  de  poids  du  corps  dans  ce  flujde. 

La  seconde  fera  connaître  la  pesanteur  spécifique  p ' d'une  li- 
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queur  quelconque,  au  moyen  de  celle  p d'une  autre  liqueur,  et 
des  pertes  de  poids  d’un  même  corps  dans  ces  deux  liquides.. 

On  peut  encore  déterminerla  pesanteur  spécifique  d'une  liqueur, 
au  moyen  d’une  fiole  lestée  et  surmontée  d’un  petit  bassin  propre 
à recevoir  des  poids  : on  plonge  cette  fiole  dans  1a  liqueur  dont 
on  connaît  la  pesanteur  spécifique,  et  dans  celle  dont  la  pesanteur 
spécifique  est  à trouver;  et  à l’aide  de  petits  poids  qu'on  ajoute  ou 
qu’on  ôte  du  bassin,  on  fait  en  sorte  que  le  volume  v de  la  partie 
submergée  soit  le  mépie  dans  les  deux  liqueurs;  alors  si  q et  qrfc  K. 
sont  les  poids  successifs  de  l'instrument , quand  il  surnage  dans 
chacune  des  deux  liqueurs  dont  nous  supposons  que  les  pesan- 
teurs spécifiques  sont/»  et  p',  comme  on  a q z=.pv  et  q ±Æ=5/»/w, 
on  doit  avoir 

q : q ± K P : pr' 

L’instrument  dont  il  s’agit  se  nomme  Aréomètre. 

Pour  connaître  la  pesanteur  spécifique  d!un  corps  plus  léger 
que  le  fluide  dans  lequel  on  veut  le  plonger  ,•  on  attachera  à ce 
corps  un  autre  corps  assez  dense  pour  que  le  système  des  deux 
puisse  plonger  entièrement  ; on  observera  la  perte  de  poids  de  ce 
système  dans  le  fluide;  on  en  retranchera  la  perte  de  poids  du 
corps  ajouté  , et  le  reste  sera  la  poussée  du  fluide  sur  le  premier 
corps  , c’est-à-dire  le  produit  de  la  pesanteur  spécifique  du  fluide 
par  le  volume  de  ce  corps;  et  divisant  ce  reste  par  le  poids  de  ce 
même  corps,  on  aura  lu  rapport  de  la  pesanteur  spécifique  du 
fluide  à celle  du  corps. 

Les  physiciens  ont  formé  une  table  des  pesanteurs  spécifiques 
de-différentes  substances,  dans  laquelle  la  densité  de  l’eau  distil- 
lée, considérée  dans  le  vide  et  soumise  à la  température  d'environ 
4°  du  thermomètre  centigcade  au-dessus  de  zéro,  est  prise  pour 
unité  , parce  que  c’est  à ce  terme  que  cette  densité  a atteint  sou 
maximum.  Alors  le  poids  d'un  centimètre  cube  de  cette  eau,  est 
ce  qui  forme  le  gramme  ou  notre  unité  de  poids.  Par  exemple , on 
trouve  dans  cette. tablé  que  la  pesanteur  spécifique  de  l’or  est  ig  , 
c’est-à-dire  qu'un  volume  quelconque  de  ce  métal  est  dix-qeuf  fois 
plus  pesant  qu’un  pareil  volume  d'eau  distillée.  Ainsi  pouf  évaluer 
en  grammes  le  poids  d'un  volume  d'une  substance  quelconque,  il 
faut  multiplier  sa  pesanteur  spécifique,  par  son  volume  évalué  eu 
centimètres  cubes. 
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CHAPITRE  II.  * - 

DE  L*AIU  , BU  BAROMÈTRE,  RT  DE  SON  USAGE  DANS  LA 
MESURE  DES  lïACTEÜ'ftS. 

• 

1 3q . L’air  est  un  fluide  transparent  qui  environne  la  terre 
depuis  sa  surface  jusqu'à  une  hauteur  d’environ  6oooom;  l’ei- 
périence  prouve  qu'il  est  compressible  dans  le'  rapport  des  poids 
qui  le  chargent,  et  que,  de  même  que  les  autres  gar  et  les  va- 
peurs, il  est  élastique,  et  dilatable  par  la  chaleur  des  ( ou 
0,00^75  ) du  volume  qu’if  occupait -à  la  température  zéro  , pour 
chaque  degré  du  thermomètre  centigrade. 

Les  couches  inférieures  de  l’atmosphère  étant  chargées  des 
couches  supérieures , il  s’ensuit  que  l’air  à la  surface  de  la -terre 
est  comprimé  par  le  poids  de  ces  dernières  couches  , et  qu’il 
tend  par  conséquent,  en  vertu  de  sa  force  élastique,  à s’étendre 
en  tous  sens  avec  une ‘force»  égale  à ce  poids.  A mesure  qu’on 
s'élève  ati-dessus  de  la  surface  de  la  terre , la  hauteur  de  la  co- 
lonne d’air  comprimante  diminue  , la  densité  de  l’air  doit  donc 
aussi  diminuer.  ■ * 

Le  baromètre  est  un  tube  de  verre  de  8aCi"-  , scellé  à un  de 
scs  bouts,  et  dont  l’intérieur  a été  parfaitement,  nettoyé  et  des- 
séché. On  a d’abord  rempli  entièrement  ce  tube  avec  du  mercure 
purifié  qui  en  a chassé  l’air ;•  tenant  ensuite  l'orifice  bouché,  on 
a renversé  le  tube  dans  une  cuvette  contenant  du  mercure  en 
àssea  grande  quantité  pour  que  l’air  n’ait  pas  pu  rentrer  dans  le 
tube.  Le  mercure  du  tube  s’est  alors  abaissé  de  lui-même,  et  sa 
hauteur  au-dessus  du  niveau  du  mercure  de  la  cuvette  s’est  réduite 
à om,76. 

La  sttspension  de  cette'colonne  de  mercure  est  évidemment  due 
à la  pression  de  l’air  qui  pèse  sur  le  mercure  de  la  cuvette, "et 
qui  ne  presse  pas  la  surfacé  supérieure  du  mercure  contenu  dans 
le  tube,  puisque  le  mercure  en  descendant  a laissé  la  partie  supé- 
rieure du  tube  entièrement  privée  d’air.  Une  colonne  verticale 
entière  d’air  atmosphérique  pèse  donc  autant  qu’une  colonne  de 
mercure  de  même  base  , et  de  7 6c  m de  hauteur. 

Cette  hauteur  du  mercure  dans  le  baromètre  ne  reste  pas  tou- 
jours la  même  dans  le  même  lieu;  ses  variations  tiennent  à des 
changemens  dans  l’atmosphère  qui  ne  sont  pas  bien  connus;  elles 
indiquent  seulement  que  la  pression  de  l'atmosphère  augmente  ou 
diminue  selon  que  cette  hauteur  augmente  ou  diminue. 
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12  5.  Si  l’on  porte  le  baromètre  d’un  lieu  dans  un  autre  plus 
élevé , la  cotoune  d’air  qui  presse  le  mercure  de  la  cuvette  se  trou- 
vant raccourcie  et  moins  pesante  qu’auparavant , ne  pourra  plus  - 
soutenir  la  même  hauteur  de  mercure  danj  le  baromètre,  et  le  mer- 
cure s abaissera.  Voyons  comment  cet  abaissement  peut  faire  con- 
naître la  différence  de  niveau  des  deux  lieux. 

Concevons  une  colonne  verticale  entière  de  l’atmosphère,  par- 
tagée en  un  assez  grand  nombre  de  couches  horizontales  d’une 
même  épaisseur  x,  assez  petite  pour  que-la  densité  de  l’air  soit 
sensiblement  la  même  dans  toute  l’étendue  de  chaque  couche; 

x?  ! ix , 3x nx  ~ X seront  les  distances  des  bases  supérieures 

de  ces  couches  au  niveau  de  la  mer.  Représentons  par//*.  H' , H11.... 
h les  élévations  décroissantes  et  correspondantes  du  mercure  dans 
le  baromètre  à ces  hauteurs  ; désignons  par  i la  densité  du  mer- 
cure à la  température  o , et  par  D celle  de  l’air  au  niveau  de  la 
mer  et  à la  même  température. 

Le  baromètre  passant  de  la  première  couche  dans  la  seconde  , 
le  poids  de  la  diminution  de  la  colonne  de  mercure  dans  le  baro- 
mètre sera  égal  au  poids  de  la  première  couche;  donc  on  aura  , 
en  divisant  par  la  gravité  et  par  la  base  commune  des  colonnes , 

Dx  = H — Ht, 

ou  . D = ~ (H  — Ut).'  . 

Mais  la  densité  de  la  première  couche  est  proportionnelle  à la 
hauteur^,  et  peut  être  représentée  par  CU,  C étant  un  coeffi- 
cient constant,  pour  toute  la  coloune  d’air  qu’on  suppose  par- 
tout à la  même  température  ; dont 

D = CH; 

égalant  ces  deux  valeurs  de  D , il  vient 

Ht  = H(i  _ Cxji 

on  trouverait  de  la  même  manière, 

H"  — H'  (i  — Cx)  =zH(i  — Cx)*,  ■ 

et  ainsi  de  snile;  d’où  l’on  voit  que  les  élévations  du  Jüercnrç  dans 
le  baromètre,  aux  hauteurs  x,  ax,  3x , etc.,  sont  en  progression 
géométrique;  donc  lorsque  le  baromètre  sera  dans  la  ne  couche  , 
ou  à la  hauteur  X,  on  aura 

h — H (i  — Cx)*; 

d’où- l’on  tire  *'  * • 

" = log.  fT-x-  Cs  ) <loG- H - 10«’  h )• 

Kgalant  cette  valeur  de  n avec  celle  tirée  de  l'équation  n.r  =.  X, 
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développant  log.  ( i —Ce),  par  la  méthode  du  n°  i55  ( Algèb/v ) , 
et  négligeant  les  puissances  de  a;  supérieures  à la  première , la  for- 
mule devient 

v X = - ( log.  H — log.  k)\ 

\ . 

M étant  le  module  2,3oî585og  ( n°  i5g  Algèbre) 

L’équation  D sz  CH  donne  C = -jjp.  on  a trouvé  que  lors- 

s 1 üf 

que  H = ora,76,  £>  = 1 c<  «ï*1*  donne  — 1 83 36  ; * t 

par  conséquent, 

X — 1 8336™  ( log.  om,76  — log.  h ). 

De  même  pour  une  autre  hauteur  X ' , on  a , 

Xr  =r  i8336m  ( log.  om,76  — log.  h>  ) , 
donc  X — X>}  ou 


z îr  i8336ro  ( log.  h 1 — log.  h ). 

Supposons  maintenant  que  les  températures  aux  deux  extré- 
mités de  la  colonne  d'air  que  le  baromètre  a parcourues  soient 
t et  V . On  supposera  que  la  température  a été  uniforme  entre 

| _1.  I1  m ' 

ces  limites  et  égale  à — ; la  colonne  d’air,  qui  dans  le  cas 

de  la  température  o,  aurait  eu  z pour  hauteur’,  aura  été  dilatée  et 
par  conséquent  plus  légère,  il  en  aura^onc  fallu  une  plus  grande 
hauteur  pour  produire  la  même  pression,  c'est-à-dire  qu’il  fau- 

, , ' , , . 3z  / t -f  t' 

drait  augmenter  * de  la  quantité  1 - 

M.  Laplace  a remarqué  que  l’on  tenait  compte  , en  partie,  de  l'état 

hygrométrique  de  l’air  en  portant  la  dilatation  de  l’air  à — au 

lieu  de  la  correction  devient  alors  ^ ^ — - — J,  et  la  pre- 
mière valeur  corrigée  prend  la  forme 

t + tf 


)• 


toutefois 


*=  i8336  (.  + ) (log.  A' —log.  A). 


Enfin  la  condensation  du  mercure  étant  de  de  son  volume 

pour  chaque  degré  centigrade  d’abaissement  dans  la  température, 
si  T et  T1  sont  les  températures  du  mercure  du  baromètre  aux 
stations  supérieure  et  inférieur^,  la  hauteur  h du  mercure  aura  été 
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observée  trop  petite;  il  faudra  donc  l’augmenter  de  — — (T1— T) , 

9000 

et  la  formule  suffisamment  corrigée  sera 

• 2=  18336  («  [lofr-i'-Ipg.A(i  + 

On  a cependant  reconnu-,  par  un  grand  nombre  d’observations 
barométriques  faites  à des  points  dont  on  connaissait  exactement 
lés  différences  de  niveau,  qu’il  était  nécessaire  de  modifier  le 
coefficient  i8336,  et  de  le  porter  à i83q3,  afin  que  la  formule 
précédente  donnât  avec  plus  de  précision  les  hauteurs  des  mon- 
tagnes très-élevées.  ' , 

Le  moment  le  plus  favorable  à ce  genre  d’observations , est 
lorsque  l’équilibre  existe  dans  l'atmosphère , ce  qui  est  indiqué 
par  le  baromètre  et  le  thermomètre  qui  sont  alors  long-temps  sta- 
tionnaires, et -ce  qui  arrive  ordinairement  vers  le  milieu  du  jour.. 
Il  est  utile  aussi  d'observer  pendant  l’absence  du  soleil,  ou  du 
moins  de  placer  tout  l’appareil  à l’ombre. 

* 

I2f).  C’est  à l’aide  de  la  formule  dont  il  s’agit , que  l’on  peut 
déterminer  la  hauteur  d'un  lieu  quelconque  situé  au-dessus  du 
niveau  de  la  mer.  Lorsque  l'on  possède  un  grand  nombre  d’obser- 
vations barométriques  correspondantes  faites  à deux  stations  et 
dans  l’intervalle  de  quelques  heures , l’on  prend  pour  seules  hau- 
teurs les  moyennes  entre  toutes  les  hauteurs  du  baromètre  et  du 
thermomètre  qui  y ont  été  observées  ( n°  97  Arithmétique'). 

Voici  un  exemple  de  ce  calcul  : 

Suivant  les  observations  du  célèbre  voyageur  Humboldt,  faites 
a Guunaxuato  (ville  du  royaume  delà  nouvelle  Grenade)  , la  hau- 
teur h du  baromètre  était  dea66l!s*,4  ; la  température  t de  -f-aiu,3  ; 
celle  T de  l’air,  également  de  ai0, 3 (thermom.  centig.). 

Dans  le  même  temps  , on  avait  au  bord  de  la  mer, 

ht  = t<  — + a5°,3 , et  T>  = + a 5°,  3. 

La  formule  précédente  pouvant , pour  la  facilité  du  calcul,  être 
mise  sous  cette  forme , 

z = i8m,393[iooo-f-a(t-f-r)] £log.A' — log.  h 
il  s'ensuit  que  si  l’on  fait 

log.  h'  - log.  h ( 5â- ) = 4, 

l’on  aura 

log.  * =»  log.  ( i8m,393)  ■+•  log.  [ 1000  + 1 (<-+-t/j]+l°g- 
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«'  OPÉRATION* 

Barom.  inf.  h>  log = a,5a93oao 

Barom.  sup.  h,  log.  = a,4a5534a  j 

Log.  ( 555o  4)  “ 3,7446o59  > Somme  . . . s=  a, 43584.71 

Comp.  log.  ( 555o  ) =s  6,3557070  ) 

k Différence  ou./  s=  0,1004649 

Log.  A ...  ■.  = 9,014751 1 » 

Log.  { 1000  -f-  93®, a ) ....  es  3, 0386996 

Log.  constant  de  i8m,393.  . . es  1,2646536 

Log.  hauteur  cherchée . . = 3,3i8io33  qui  répond  à ao8om 

Donc  , cette  hauteur  z es  2o8om;  valeur  qui  ne  diffère  en  moins 
que  de  4mi>3  de  celle  qu’on  obtient,  en  ayant  égard  à d’autres 
circonstances  physiques  que  Ton  ne  peut  décrire  dans  un  ouvrage 
purement  élémentaire. 

L’Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  renferme,  chaque  année, 
des  tables  très-simples  et  très-commodes  pour  déterminer  les  diffé- 
rences de  niveau  au  moyen  des  observations  barométriques  ; on 
ne  peut  donc  mieux  faire  que  d’y  recourir. 


FFN. 
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TABLE 

DES  DÉFINITIONS  ET  DES  PRINCIPES. 


ARITHMÉTIQUE. 

La  quantité  est’tout  ce  qui  peut  être  augmenté  ou  diminué. 

I. 

V unité  est  le  terme  de  comparaison  des  quantités  de  même 

espèce. 

Le  nombre  est  le  résultat  de  cette  comparaison , 

N°  »• 

V arithmétique  est  la  scieqee  des  nombres  , 

3. 

Le  nombre  abstrait  ne  désigne  pas  des  unités  d’une  espèce  déterminée.  Quand 

l’espèce  des  unités  est  exprimée,  le  nonibre  est  concret, 

4. 

La  numération  est  la  première  opération  de  l'arithmétique , 

elle  consiste  à 

énoncer  un  nombre  écrit  et  réciproquement , 

5. 

La  numération  décimale  , généralement  admise,  est  fondée  1 

sur  la  conven- 

tion  qu’un  chiffre  prend  une  valeur  dix  fois  plus  grande , s’il  avance  d’un  rang 

vers  la  gauche  et  réciproquement. 

6. 

Les  décimales  sont  des  parties  de  dix  en  dix  fois  plus  petites  que  l’unité  ; on 

les  exprime  à Laide  d'une  virgule  placée  à la  droite  de*  unités, 

1 2. 

On  rend  un  nombre  dix  fois  plus  grand  ou  plus  petit  en  avançant  ou  re- 

culant  la  virgule  d’un  rang  vers  la  droite  ou  la  gauche , 

1 5. 

L’addition  est  l’opération  par  laquelle  on.  réunit  plusieurs  nombres  en  un 

seul , 'qui  est  la  somme , 

*7- 

La  soustractioir  est  l’opération  par  laquelle  on  retranche  un  nombre  plus 

petit  d’un  nombre  plus  grand,  pour  avoir  leur  différence,  ou  l’excès  de  l'uu 
sur  l'autre , 22. 


La  multiplication  est  l’opération  par  laquelle  on  prend  un  nombre  autant 
de' fois  qu’il  y a d’unités  dans  un  autre.  Le  premier  nombre  est  le  multipli- 
cande., le  second  le  multiplicateur , qui  est  toujours  abstrait.  Le,  résultat  se 
nomme  produit;  il  est  toujours  de  la  nature  du  multiplieaude.  On  appelle 
aussi  facteurs  les  nombres  qu’on  multiplie  l’un  par  l’autre , J 27. 

S’il  y a des  décimales  à l’un  ou  l’autre  des  facteurs  , ou  & tous  deux,  il  y 
en  aura  autant  au  produit  qu’il  y en  a dans  les  deux  facteurs  ensemble , 35. 

La  division  est  l’opération  par  laquelle  un  produit  étant  donné  avec  un  de 
ses  facteurs  on  retrouve  l’autre;  ce  produit  s’appelle  alors  dividende,  le  fac- 
teur donné  diviseur , et  le  facteur  cherché  quotient, 4o,  4a. 

Lorsque  le  dividende  ou  le  diviseur  ou  tous  deux  ont  des  décimales  ■ on  écrit 
à la  sbitede  l’un  ou  de  l’autre  autant  de  séros  qu’il  en  faut  pour  que  le  nombre 
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dp»  décimales  soit  égal  dans  tous  les  deux  ; puis  on  supprime  la  virgule,  et  on 
divise  comme  si  les  deux  nombres  étaient  entiers , N°  48. 

Quand  la  division  laisse  un  reste,  on  peut  le  convertir  en  décimales,  et 
continuer  la  division , ce  qui  donnera  autant  de  décimales  au  quotient , 4g. 

Des  Fractions. 

Une  fraction  est  l’expression  d’un  quotient  moindre  que  l’unité  , elle  re- 
présente donc  une  ou  plusieurs  parties  de  l’unité , par  le  moyen  de  deux 
nombres  dont  l’un  compte  ces  parties  et  s’appelle  pour  cela  numérateur , et 
l’autre  en  désigne  l’espèce  et  s’appelle  dénominateur , 5o. 

Une  fraction  est  multipliée  en  multipliant  son  numérateur  ou  divisant  son 
dénominateur  j elle  est  divisée  par  la  division  de  son  numérateur  ou  la  mul- 
tiplication de  son  dénominateur,  w 5i  à 57. 

Une  fraction  ne  change  pas  de  valeur  si  ses  deux  termes  sont  multiplies,  ou 
divisés  par  un  même  nombre , ®8* 

On  réduit  une  fraction  à sa  plus  simple  expression  , en  divisant  ces  deux 
termes  par  leur  plus  grand  commun  diviseur,  5g. 

Un  nombre  est  divisible  par  g ou  par  5,  si  la  somme  de  ses  chiffres  est 
multipla  de  g ou  de  3 , 

Pour  multiplier  une  fraction  par  une  fraction,  on  multiplie  les  numérateurs 
entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux , 61. 

Pour  diviser  une  fraction  par  une  fraction , il  faut  multiplier  la  fraction 
dividende  par  la  fraction  diviseur  renversée , 61. 

* Pour  avoir  la  somme  ou  la  différence  de  plusieurs  fractions,  il  faut  qu  elles 
aient  le  même  dénominateur  : si  elles  ne  l’ont  pas , on  le  leur  donnera  en 
multipliant  les  deux  termes  de  chacune  par  le  produit  des  dénominateurs  de 
tbutes  les  autres,  6®- 

Les  fractions  décimales  ont  pour  dénominateurs  sous-entendus,  l’unité 
suivie  d’autant  de  zéros  qu’il  y a de  décimales  ; d’où  il  suit  qu’un  nombre 
décimal  ne  change  pas  de  valeur  quand  on  écrit  à sa  suite  un  ou  plusieurs 
zéros , 

Si  une  fraction  ordinaire  a pour  dénominateur  un  nombre  qui  ait  d autres 
facteurs  que  a et  5 , elle  ne  peut  être  convertie  complètement  en  décimales  ; 
le  développement  devient  périodique,  69- 

Une  fraction  décimale  périodique  est  égale  à une  fraction  ordinaire  qui  a 
pour  numérateur  la  période , et  pour  dénominateur  autant  de  g qu’il  y a de 
chiffres  à la  période,  ' 7°* 


• Des  Nombres  complexes. 

Les  nombres  complexes  sont  composés  de  plusieurs  espèces  d’unités  subor- 
données, 7 ‘ 

Leur  addition  et  leur  soustraction  ne  diffèrent  de  celles  des  nombres  în- 
complcxcs  que  par  les  différentes  subdivisions  de  l’unité  principale , 7a  à 74. 
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On  les  multiplie  en  réduisant  les  deux  facteurs,  chacun  à sa  petite  sous- 
espèce,  et  divisant  le  produit  de  ces  deux  résultats  par  le  produit  des  deux 
nombres  qui  expriment  combien  l’unité  principale  de  chaque  facteur  contient 
de  fois  la  plus  petite  sous-espèce , K°  76. 

Ou  par  la  méthode  des  parties  aliquotes.  On  appelle  ainsi  des  parties  ou 
fractions  qui  ont  l’unité  pour  numérateur.  La  règle  est  de  multiplier  d'abord 
tout  le  multiplicande  par  les  entiers  du  multiplicateur , en  décomposant  suc- 
cessivement les  sous-espèces  du  multiplicande  en  aliquotes  de  la  précédente , 
puis  de  prendre  pour  les  sous-espèces  du  multiplicateur  des  aliquotes  conve- 
nables du  multiplicande.  77,. 

11  faut  toujours  préparer  la  division  des  nombres  complexes  en  rendant  le 
diviseur  incomplexc,  s’il  ne  l’est  pas.  78. 

De  plus,  s’il  est  de  la  nature  du  dividende,  celui-çi  sera  mis  sous  la  forme 
d’une  seule  expression  fractionnaire,  78  et  79. 

Si  le  dividende  et  le  diviseur  sont  de  nature  différente,  il  suffit  de  rendre 
le  diviseur  incomplexe , 80. 

Pour  convertir  un  nombre  complexe  en  décimales,  il  faut,  en  commençant 
par  la  plus  petite  sous-espèce,  diviser  successivement  par  le  nombre  qui  dit 
combien  de  fois  chaque  sous-espèce  est  contenue  dans  la  précédente  , 81 . 

- Réciproquement  on  convertira  une  fraction  décimale  en  nombre  complexe  f 
si  on  multiplie  successivement  par  les  nombres  qui  disent  combien  de  fois 
chaque  sous-espèce  contient  la  suivante , 81. 

Des  Proportions. 

' Un  rapport  est  le  résultat  de  la  comparaison  de  deux  quantités  : le  rapport 
arithmétique  exprime  leur  différence  , et  le  rapport  géométrique  est  le  quo- 
tient de  l’une  divisée  par  l’autre.  Le  premier  terme  du  rapport  s’appelle 
antécédent , et  le  second  s’appelle  conséquent.  82. 

Une  proportion  est  l’assemblage  de  deux  rapports  égaux,  83. 

Dans  la  proportion  arithmétique,  la  somme  des  extrêmes  égale  celle  des 
moyens,  84. 

Quand  elle  est  continue,  la  somme  des  extrêmes  égale  le  double  du 
moyen , 84. 

Dans  la  proportion  géométrique , le  produit  des  extrêmes  égale  celui  des 
moyens , 86. 

Si  elle  est  continue , le  produit  des  extrêmes  égale  le  quarré  du  moyen  ,* id. 
On  peut  faire , avec  les  quatre  termes  d’une  proportion,  huit  permutations 
qui  laissent  subsister  la  proportionalité , puisqu’ils  conservent  l’égalité  entre  le 
produit  des  moyens  et  celui  des  extrêmes,  87. 

On  peut,  dans,  chaque  rapport,  augmenter  ou  diminuer  l’antécédent  du 
conséquent,  les  rapports  ne  cesseront  pas  d’être  égaux,  ^ 87. 

La  somme  ou  la  différence  des  antécédens  est  à la  somme  ou  à la  diffé- 
rence des  êonséquens  comme  un  antécédent  est  à son  conséquent , 87. 

Dans  une  suite  de  rapports  égaux , la  somme  des  antécédens  est  à celle  des  , 
conséquens,  comme  un  antécédent  est  à son  conséquent , 88. 
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Plusieurs  proportions  multipliées  par  ordre  donnent  quatre  produits  qui 
sont  en  proportion , / ' N°  8g. 

La  règle  de  troie-  sert  à faire  trouver  un  Terme  d’une  proportion  )>ar  le 
moyen  des  trois  autres.  Un  extrême  est  égal  au  produit  des  moyens  divisé  par 
l'autre  extrême.  Un  moyen  est  égal  au  produit  des  extrêmes  divisé  par  l’autre 
moyen.  Si  la  proportion  est  continue , un  exlrêmeest  égal  au  quarré  du  moyen 
divisé  par  l’autre  extrême,  un  moyen  est  égal  à la  racine  quarrée  du  produit 
des  extrêmes,  go. 

En  composant  chaque  rapport  des  deux  termes  de  même  nature , la  pro- 
portion se  dispose  d’elle-même  pour  donner  le  résultat,  gis 

La  règle  d'escompte  fait  trouver  la  valeur  actuelle  d’urie  créance  qui  n’est 
exigible  qu'au  bout  d’un  certain  temps , • gi. 

La  règle  de  Irois  composée  a lieu  lorsque  la  question  renferme  plus  de  trois 
termes  connus , desquels  dépend  le  nombre  inconnu , g3. 

La  règle  de  change  sert  à convertir  aine  somme  dué,  dans  la  monnaie  d’un 
pays,  successivement  en  celle  de  plusieurs  autres,  jusqu'à  celui  où  on  veut 
la  recevoir,  _ . • ■ g4. 

La  règle  de  société  ou  de  partage , sert  à partager  un  nombre  en  plusieurs 
parts  qui  soient  dans  des  rapports  donnés,  ‘ ' gS. 

La-Eègle  d 'alliage  fait  trouver  le  prix  d’une  mesure  d’un  mélange,  connais- 
sant le  nombre  des  mesures  de  chacune  des  espèces  qui  le  composent  et  leur 
prix,  • 97. 

Des  nouvelles  Mesures. 


L’unité  des  mesures  linéaires  est  le  mètre  ou  la  dix-millionième  partie  du 
quart  du  méridien  , 98. 

On  en  forme  des  multiples  et  des  sous-multiples  décimaux,  9g. 

L’unité  de  mesure  des  surfaces  est  le  mètre  quarré  ; celle  des  mesures 
dgrairea  est  l’are  ou  le  décamètre  quarré , ’ 100. 

1,’unité  de  mesure  des  volumes  est  le  mètre  cube  ; celle  des  mesures  de  capa- 
cité est  le  litre t équivalant  au  décimètre  cube,  101. 

L’unité  de  poids  est  le  gramme  ou  le  poids  d’un  centimètre  cube  'd’eau 
pureau  maximum  de  densité,  lox. 

L’unité  monétaire  est  le  franc  composé  de  f d’argent  fin  et  de  — d’alliage  j 
il  équivaut  à |J  de  livre  tournois , io3. 

Les  mesures  anciennes  se  convertissent  facilement  en  mesures  nouvelles,  et 
réciproquement,  par  le  moyen  de  leurs  rapports,  iô4à  107. 

L’ancienne  division  du  cercle  s’appelle  sexagésimale,  parce  que  les  degrés 
y sont  divisés  eu  6o’,  et  les  minutes  en  60". 

La  nouvelle  division  s’appelle  centésimale-,  les  grades  y étant  divisés  en 
cent  minutes  et  les  minutes  en  cent  secondes.  On  passe  de  l’une  à l’autre  par 
la  considération  que  god.  valent  100  gr.  108. 
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ALGÈBRE. 

L 'Algèbre  est  une  arithmétique  généralisée  dans  laquelle  les  quantités  sont 
représentées  par  des  lettres  sans  valeur  déterminée,  et  leurs  relations  pir 
des  signes  convenu?  ; cette  science  a pour  objet  principal  la  recherche  de  la 
série  des  opérations  qu’il  faut  effectuer  pour  passer  des  quantités  connues  à 
celles  qui  ne  le  sont  point , N°*  1 à 6. 

On  appelle  coefficient  le  nombre  placé  à la  gauche  d’un  terme  algébrique  ; 
il  marque  combien  de  fois  on  prend  ce  terme , 7. 

Les  termes  semblables  sont  composés  des  mêmes  lettres , on  réunit  ceux 
qui  ont  le  signe  -f*;  on  fait  aussi  la  Somme  de  ceux  qui  ont  lé  signe  — ; on 
retranche  le  plus  petit  des  deux  coeiRciens  du  plus  grand , et  on  donne  au 
reste  le  signe  du  plus  gTand;  cela  s’appelle  fah-e  la  réduction,  8 à 19. 

' Pour  soustraire  un  polymoned’ un  autre,  il  faut,  en  l'écrivant  à sa  suite, 
changer  les  signes  de  tous  les  termes  du  polynôme  soustrait , 20,  21. 

Une  lettre  écrite  à côté  d’une  autre  exprime  le  produit  des  deux  quantités 
qu’elles  représentent;  un  chiffreTiommé  exposant,  placé  à la  tête  d’une  lettre, 
indique  combien  de  Fois  cette  lettre  est  facteur  dans  le  même  terme,  22  à ï5. 

Pour  multiplier  un  tenue  par  un  autre,  il  faut  opérer  sur  les  signes,  sur 
les  coefficiens , sur  les  lettres,  sur  les  exposans.  La  régie 'des  signes  est  que 
si  les  deux  facteurs  ont  même  signe,  le  produit  est  positif,  et  s’ils  sont  de 
signes  différens , le  produit  est  négatif.  Les  coclliciens  se  multiplient.  Le 
produit  doit  contenir  toutes  les  lettres  des  deux  facteurs.  EnQn , une  lettre  a 
pour  exposant  au  produit,  la  somme  de  ceux  qu’elle  avait  dans  les  deux 
facteurs,  26  à 32. 

Pour  multiplier  un  polynôme  par  un  autre  , il  faut  ordonner  leurs  tènnes, 
c’est-à-dire  , les  ranger  suivant  les  exposans  d'une  même  lettre;  puis  mul- 
tiplier successivement  chaque  terme  du  multiplicateur  par  tout  le  multipli- 
cande. La  somme  de  oes  produits  partiels  sera  le  produit  total , 33 , 54. 

Pour  diviser  un  terme  algébrique  par  un  autre , il  faut  avoir  égard , i°  aux 
signes,  la  règle  est  la  même  que  dans  la  multiplication;  2uaux  coefficiens , 011 
divise  celui  du  dividende  par  celui  du  diviseur;  3°  aux  lettres , on  écrit  au 
quotient  les  lettres  du  dividende  qui  ne  sont  pas  au  diviseur  ; 4rt  aux  expo- 
sans, une  lettre  qui  se  trouve  au  dividende  et  au  diviseur  a pour  exposatit  au 
quotient  celui  du  dividende , moins  celui  du  diviseur,  35  ‘à  4o. 

Une  quantité  qui  a pour  exposant  zéro , équivaut  à Limité  , 4i. 

Pour  diviser  un  polynôme  par  un  autre , il  faut  les  ordonner  par  rapport 
à une  même  lettre , puis  diviserle  premier  terme  du  dividende  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  pour  avoir  le  premier  terme  du  quotient  qu’on  multi- 
pliera par  tout  le  diviseur;  ce  produit  retranché  du  dividende  , donnera  un 
reste  sur  lequel  on  opérera  de  même  pour  avoir  le  second  ternie  du  quotient , 
ainsi  de  suite,  tant  que  la  division  pourra  S’opérer. 
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Comment  on  opère  quand  la  lettre  suivant  laquelle  on  a ordonné  porte  le 
même  exposant  dans  plusieurs  termes,  . N°  43. 

La  règle  pour  trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  quantités  est 
la  même  qu’en  arithmétique,  seulement  il  faut  observer  qu’on  peut  multi- 
plier  ou  diviser  l'une  des  deux  quantités  par  un  facteur  qui  n’est  pas  diviseur 
de  l’autre  ou  qui  n’a  pas  de  diviseur  commun  avec  elle  ; parce  que  cela  ne 
change  rien  au  plus  grand  commun  diviseur , qui  est  composé  de  tous  les 
facteurs  communs  aux  deux  quantités , 44. 

Le  calcul  des  fraction»  algébriques  repose  sur  leé  mêmes  principes  qtfe  celui 
des  fractions  numériques , les  règles  sont  les  mêmes  , 45  à 52. 

Des  Équations. 

Deux  expressions  différentes  d’une  même  quantité  forment  une  équation  : 
elle  doit  résulter  des  conditions  du  problème,  en  exprimant  les  relations  des 
quantités  connues  et  des  inconnues  entre  elles, ' 53. 

Pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  à une  inconnue  , il  faut  y 
faire  tous  les  changemens  nécessaires,  pour  qu’elle  soit  transformée  en  une 
autre  dont  le  premier  membre  ne  contienne  que  l'inconnue,  et  le  second  des 
quantités  connues  seulement , ( 54. 

Ponr  cela  on  peut  transporter  un  terme  d’un  membre  dans  l’autre  en  clian- 
geant  son  signe,  multiplier  ou  diviser  tous  les  termes  par  un  même  nombre  , 
sans  troubler  l’égalité  des  deux  membres , 55  , 56.  * 

S’il  y a des  termes  fractionnaires , on  mettra  tous  les  termes  de  l'éqiiation 
au  même  dénominateur,  en  multïplant  les  entiers  par  le  produit  de.  tous 
les  dénominateurs , et  le  numérateur  de  cbaqne. terme  fractionnaire  par  le 
produit  des  dénominateurs  de  tous  les  autres  ; puis  on  supprimera  ce  dé- 
nominateur commué,  ce  qui  revient  à multiplier  par  lui  toute  l’équa- 
tion , 57 , 58. 

Xe  plus  grand  des  deux  nombres  est  égal  à la  demi-somme  plus  la  demi- 
différence,  tt  le  plus  petit  à la  demi-somme  diminuée  de  la  demi-diffé- 
rence , 59. 

Pou i avoir  chaque  partie  d’un  nombre  à partager  suivant  des  rapports 
donnés , il  faut  le  multiplier  par  chacun  des  nombres  proportionnels , et  diviser 
chaque  produit  par  la  somme  de  ces  nombres, 5g. 

Si  le’  problème  renferme  plusieurs  inconnues,  il  doit  donner  lieu  à autant 
d’équations.  On  tirera  de  chacune  la  valeur  d’une  même  inconnue , on  égalera 
l'une  de  ces  valeurs  à chacune  des  autres,  on  aura  une  équation  et  une  in- 
connue de  moins , et  en  continuant  ainsi , on  arrivera  à une  équation  à une 
æule  incomiue  ; quand  on  aura  sa  valeur , des  substitutions  successives  don- 
neront celles  des  autres , 60,61. 

On  èlirrline  encore  les  inconnues  en  leur  donnant  le  même  coefficient  dans 
chaque  équation,  puis  soustrayant  l’une  de  l’autre,  . 62. 

Ou  bien,  en  supposant  des  facteurs  qui  permettent  d’égaler  à zéro  la  somme 
des  coefficiensdc  chaque  inconnue  , on  arrivera  à l’expression  générale  rtc  la 
valeur  de  chaque  inconnue  en  fonction  des  cœfficiens , 63. 


Digitized  by  Google 


ALGÈBRE.  5l3 

Quand  la  question  conduit  à une  équation  identique,  c'est-à-dire  , dont 
les  deux  membres  sont  égaux  en  tout,  le  problème  est  indéterminé , N°  65. 
Si  on  est  conduit  à un  résultat  absurde , le  problème  est  impossible , id. 


est  en  général  le  symbole  d’une  quantité  indéterminée  ; 

fl  » 

— est  la  notation  de  l’infini  , 
o 


id. 


id. 


Le  quarré  d’un  nombre  est  le  produit  de  ce  nombre  par  lui-méme. 

L’équation  du  a°  degré  à une  inconnue , est  celle  où  se  trouve  le  quarré 
de  l’inconnue;  66. 

S’il  ne  s’y  trouve  pas  d’autre  puissance  de  l’incqnnue , la  solution  se  ré- 
duit à l’extraction  de  la  racine  quarrée  , 67,  68  et  71. 

Le  quarré  d’un  nombre  composé  de  dixaines  et  d’unités , contient  le  quarré 
des  dixaines,  le  double  produit  des  dixaines  par  les  unités  et  le  quarré  des 
unités.  Cette  remarque  conduit  à la  méthode  d'extraction  de  la  racine 
quarrée , id. 

La  racine  d’un  nombre  qui  n’est  pas  un  quarré  est  une  quantité  irritatio- 
ns lie  ; pour  en  approcher,  on  écrit  à la  suite  du  nombre,  deux  fois  autant 
de  zéros  que  l’on  veut  de  décimales  à la  racine  ; 69. 

Pour  extraire  la  racine  quarrée  d’une  fraction  , on  extrait  celle  du  numé-  . 
rateur  et  du  dénominateur.  Si  le  dénominateur  n'est  pas  un  quarré , on  mul- 
tiplie les  deux  termes  par  ce  dénominateur,  et  on  extrait  la  racine  ap- 
prochée du  numérateur , 70. 

Ou  bien  on  transforme  la  fraction  donnée, en  décimales  d’un  nombre  pair 
de  chiffres  décimaux,  et  on  extrait  sa  racine , id. 

La  racine  quarrée  a le  double  signe  dt.  72. 

Si  le  problème  conduit  à l’extraction  de  la  racine  d’une  quantité  négative  , 
il  est  impossible;  ces  sortes  de  racines  s’appellent  imaginaires  , 71. 

L’équation  complète  du  second  degré  à une  inconnue  doit  êt»e  ramenée 
à la  forme  x*  -+•  px  = q , où  on  voit  que  le  quarré  de  l’inconnue  xa  doit 
être  positif  et  sans  autre  coefficient  que  l'unité.  On  complétera  ensuite  le 

premier  membre  en  ajoutant  à chacun  d'eux  , c’est-à-dire  le  quarré 

de  la  moitié  du  coefficient  de  x ; alors  le  premier  membre  étant  devenu  un 
quarré  parfait,  on  en  tirera  la  racine , et  on  indiquera  celle  du  second 
membre.  L’équation  sera  donc  résolue,  puisqu’elle  sera  abaissée  au  premier 
degré,  72. 

Les.  régies  pour  l’extraction  de  la  racine  quarrée  des  quantités  algébriques 
se  déduisent  de  celles  données  pour  la  multiplication  et  la  division;  ainsi, 
pour  avoir  la  racine  quarrée  d’un  monome , on  extraira  la  racine  du  coeffi  T 
oient,  et  on  divisera  l’exposant  de  chaque  lettre  para,  73. 

La  méthode  d’extraction  de  la  racine  quarrée  d’un  polynôme  se  déduit  de 
la  composition  du  quarré  d’un  binôme  qui  contient  le  quarré  du  premier 
terme,  le  double  produit  du  premier  par  le  second,  et  le  quarré  du  se- 
cond ; 74, 

n 
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Le  cube  d’un  nombre  est  le  produit  de  ce  nombre  multiplié  par  son 
quarré.  Si  le  nombre  a des  dixaines  et  des  unités,  son  cube  contient  quatre 
parties j le  cube  des  dixaines,  trois  fois  le  produit  du  quarré  des  dixaines 
par  les  unités , trois  fois  les  dixaines  par  le  quarré  des  unités , et  le  cube 
des  unités.  La  composition  de  ce  cube  conduit  à la  métbode  d’extraction  de 
la  racine  cubique,  76. 

Pour  approcher  de  la  racine  cubique  d’un  nombre  qui  n’est  pas  un  cube 
parfait,  on  écrit  à sa  suite  autant  de  zéros  qu’il  en  faut,  pour  qu’il  ait  trois 
fois  autant  de  décimales  qu’on  en  veut  à la  racine,  7g. 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d’une  fraction  , on  extrait  celle  du  numé- 
rateur et  du  dénominateur.  Si  le  dénominateur  n’est  pas  un  cube,  on  mul- 
tipliera les  deux  termes  par  le  quarré  de  ce  dénominateur,  ou  bien  on  ré- 
duira la  fraction  en  décimales,  81. 

Quand  on  sait  extraire  la  racine  quarrée  et  la  racine  cubique , on  peut 
extraire  les  racines  quatrième,  sixième,  huitième,  neuvième,  douzième, 
seizième,  etc., ....  enfin,  toutes  celles  dont  l’exposant  est  puissance  de  3 ou 
de  3 , ou  produit  d’une  puissance  de  3 par  une  puissance  de  3 , 82. 

Lorsque  quatre  quantités  sont  en  proportion,  leurs  puissances  et  leurs 
racines  de  même  exposant  y sont  aussi , 87. 

Des  Progressions. 

La  progression  arithmétique  est  une  suite  de  nombres , telle  que  la  diffé- 
rence de  deux  termes  consécutifs  est  constante  , 93. 

Un  terme  quelconque  de  la  progression  arithmétique  , se  compose  du 
premier , plus  autant  de  fois  la  différence  qu’il  y a de  termes  avant  celui  qu’011 
cherche , , g3. 

La  somme  des  termes  d’une  progression  arithmétique  est  égale  à celle  du 
premier  et  du  dernier , multipliée  par  la  moitié  du  nombre  des  termes,  id. 

Ces  deux  équations  donnent  20  formules  qui  servent  à résoudre , dans 
tous  les  cas , ce  problème  général  ; connaissant  trois  des  cinq  quantités  -sui- 
vantes, le  premier  terme,  le  dernier,  la  différence,  le  nombre  des  termes, 
leur  somme,  trouver  les  deux  autres,  g4. 

ha  progression  géométrique  est  une  suite  de  nombres , telle  que  le  quotient 
de  deux  termes  consécutifs  est  constant , 96. 

Un  terme  quelconque  de  la  progression  géométrique  est  égal  au  premier 
multiplié  par  le  quotient  de  la  progression,  élevé  à une  puissance  marquée 
par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui  qu’on  cherche,  97. 

Pour  avoir  la  somme  des  termes  de  la  progression  géométrique,  multipliez 
le  dernier  terme  par  le  quotient,  retranchez  de  ce  produit  le  premier  terme, 
divisez  le  reste  par  le  quotient  diminué  de  l'unité , id. 

Ces  deux  équations  donnent  20  formules , qui  servent  à résoudre  , dans 
tous  les  cas , ce  problème  général  ; connaissant  trois  des  cinq  quantités  sui- 
vantes , le  premier  terme , le  dentier,  le  quotient , le  nombre  des  termes , lenr 
somme , trouver  les  deux  autres , id. 
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La  somme  des  termes  d’une  progression  géométrique  décroissante  à l’infini  , 
égale  le  produit  du  premier  par  le  quotient,  divisé  par  le  quotient  diminué 
de  l’unité.  N®  gg. 


Des  Logarithmes. 

Les  logarithmes  vulgaires  sont  des  termes  d'une  progression  arithmétique 
commençant  par  zéro , qui  correspondent  à ceux  d’une  progression  géomé- 
trique commençant  par  l’unité,  100. 

Le  logarithme  d’un  produit  est  égal  à la  somme  des  logarithmes  de  ses 
facteurs  , io4. 

Le  logarithme  d’un  quotient  est  égal  au  logarithme  du  dividende,  moins  le 
logarithme  du  diviseur,  . io5. 

Le  logarithme  d’une  puissance  quelconque  d’un  nombre,  se  trouve  en 
multipliant  le  logarithme  de  ce  nombre  par  l’exposant  de  la  puissance , 106. 

Le  logarithme  de  la  racine  quelconque  d’un  nombre , se  trouve  en  divisant 
le  logarithme  de  ce  nombre  par  l’exposant  de  la  racine , 107. 

Le  logarithme  d’un  extrême  d’une  proportion,  est  égal  à la  somme  des  lo- 
garithmes des  moyens,  moins  le  logarithme  de  l’extrême  connu , 109. 

Le  logarithme  d’un  moyen  est  égal  à la  somme  des  logarithmes  des  extrême.-, 
moins  le  logarithme  du  moyen  connu,  id. 

Le  logarithme  du  moyen,  dans  une  proportion  continue,  est  égal  à la 
moitié  de  la  somme  des  logarithmes  des  extrêmes,  110. 

U suffit  d’avoir  les  logarithmes  des  nombres  premiers,  pour  en  former  tous 
les  autres,  U.4. 

La  caractéristique  d’un  logarithme , est  le  nombre  entier  qui  précède  la 
fraction  décimale  ; elle  marque  dans  quelle  décade  est  le  nombre  auquel 
répond  ce  logarithme;  elle  peut  être  supprimée  sans  inconvénient  dans  les 
tables  des  logarithmes  vulgaires],  116. 

Si  on  multiplie , ou  si  on  divise  un  nombre  quelconque  par  une  puissance 
de  10,  la  fraction  décimale  dans  le  logarithme  du  produit,  ou  dans  celui 
du  quotient,  sera  la  même  que  dans  le  logarithme  du  nombre  primitif , 117. 

Les  logarithmes  des  fractions  moindres  que  l'unité  étant  négatifs,  on  a 
imaginé,  pour  les  éviter,  d’augmenter  de  10  unités  la  caractéristique  du 
logarithme  du  numérateur,  118. 

La  somme  des  quarrés  des  nombres  naturels  depuis  1 jusqu’à  n , se  trouve 
en  faisant  le  produit  des  trois  facteurs  n , n -f.  1 , m -f.  1 ; et  le  divisant 
par  6 ; cette  formule  sert  à évaluer  le  nombre  des  boulets  A’ une  pile  à base 
quarrie , 120  à îaa. 

La  somme  des  nombres  triangulaires  depuis  1 jusqu’à^  (n1  se  trouve 

en  faisant  le  produit  des  trois  facteurs  n,  n -f-  1 , n -j-  2,  et  le  divi- 
sant par  6 ; cette  formule  sert  à évaluer  le  nombre  des  boulets  de  la  pile 
triangulaire , n3. 

Le  nombre  des  boulets  d’une  pile  oblongue  à base  rectangulaire  , se  calcula 
en  multipliant  le  nombre  des  boulets  d’une  face  triangulaire  par  lç  tiers  de 

3,3* 
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la  somme  des  trois  arêtes  parallèles  , ou  cette  somme  , par  le  tiers  du  nombre 
des  boulets  de  la  face  triangulaire,  , N°  124. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  m lettres  prises  n à n sera  m"  , si  on 
répète  la  même  lettre  dans  la  même  combinaison  . et  si  on  arrange  les  n lettres 
de  toutes  les  manières  possibles , i5o. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  m lettres  prises  n à n,  sera  m .[m  — 1 ) 
( m — a)....  ( m — n-f-i),sioune  répète  pas  la  même  lettre  dans  la  même 
combinaison  , et  si  d’ailleurs  on  arrange  les  n lettres  de  toutes  les  manières 

possibles  : ces  sortes  de  combinaisons  s’appellent  permutations , i3i. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  m lettres  n à n , sera 

m (m — i)(m — a)  . . . . Im  — ti-I-i)  ...  , ... 

— 1 — = — , si  on  n admet  pas  les  combinaisons 

1.3.3,...  n 

composées  des  mêmes  lettres,  ni  la  répétition  d’une  même  lettre  dans  la  même 

combinaison  : ces  combinaisons  représentent  des  produits  diffèrent, i5a. 

' Dans  le  développement  de  la  puissance  m du  binôme  (x-j- a),  le  nombre 
des  termes  est  m -}~  I , le  i'r  terme  est  xm,  le  3e  nucm~'a,  les  exposans 
de  x vont  toujours  en  diminuant  d’une  unité , ceux  de  a en  augmentant 
d’une  unité;  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  est  le  produit  du  coefficient 
du  terme  précédent  par  l’exposant  de  * dans  ce  même  terme  > divisé  par  le 
nombre  qui  exprime  le  rang  de  ce  terme,  i53  à i58. 

La  formule  du  développement  de  la  puissance  m d’un  binôme  est  géné- 
rale,  et  applicable  également  au  cas  où  m est  fractionnaire , elle  peut  donc 
servir  à l’extraction  des  racines,  »45,  i46. 

Elle  sert  aussi  dans  le  cas  de  l’ exposant  négatif , i47. 

Le  développement  en  série  de  la  quantité  exponentielle  a*  est  la  base  du 
calcul  des  logarithmes,  i48,  i4q. 

De  l’équation y à*  a * se  déduisent  les  formules  des  logarithmes , iSoà  ifio. 
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PBINCIPBS  FONIUMKNTAUX. 

L’espace  occupé  par  Ica  corps  a trois  dimensions,  longueur , largeur  et 
épaisseur. 

Les  limites  des  corps  sont  des  turf  aces  , et  u'ont  que  deux  dimensions , 
longueur  et  largeur. 

Les  limites  des  surfaces  sont  des  lignes  , et  n’ont  qu'une  dimehsion  qui 
est  la  longueur.  Les  limites  des  lignes  sont  des  points  sans  aucune  dimen- 
sion, N“  J. 

La  ligne  droite  est  la  plus  courte  d’un  point  à un  autre , 2. 

Toute  ligne  qui  n’est  pas  droite  ou  composée  de  droites,  est  courbe,  5. 

Le  plan  ou  la  surface  plane  est  celle  sur  laquelle  on  conçoit  qu’une 
droite  peut  s’appliquer  exactement  dans  tous  les  sens , 4. 

Toute  surface  qui  n'est  ni  plane  ni  composée  de  plans,  est  courbe,  5. 

La  ligne  circulaire  ou  la  circonférence  de  cercle , est  une  courbe  dont 
tous  les  points  situés  dans  un  même  plan , sont  également  éloignés  d’un  autre 
point  pris  dans  ce  plan , et  qu’on  nomme  centre , 6. 

One  droite  ne  peut  en  rencontrer  une  autre  qu’en  un  point,  7. 

Un  angle  est  l’espace  indéfini  compris  entre  deux  droites  qui  se  ooupent , 
et  que  l’on  peut  concevoir  prolongées  autant  qu’on  le  voudra , 8. 

Deux  angles  sont  égaux , lorsque  étant  posés  l’un  sur  l’autre  ils  se  recouvrent 
parfaitement,  g. 

Une  ligne  est  perpendiculaire  sur  une  autre , quand  elle  fait  avec  cette 
autre  deux  angles  adjacens  égaux; chacun  d’eux  se  nomme  angle  droit,  10. 

Tout  angle  moindre  qu’un  droit  se  nomme  angle  aigu , 11. 

Tout  angle  plus  grand  qu’un  droit  se  nomme  angle  obtus , id. 

Toute  droite  qui  en  rencontre  une  autre  , fait  avec  celle-ci  deux  angles 
adjacens , dont  la  somme  est  égale  à deux  angles  droits,  12. 

Tous  les  angles  consécutifs  formés  d’un  même  cété  d'une  droite,  et  ayant 
leur  sommet  commun  , valent  ensemble  deux  angles  droits , i3. 

Lorsque  deux  droites  se  coupent,  les  angles  opposés  par  le  sommet  sont 
égaux , • i4 
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Tous  les  angles  qu’on  peut  former  autour  d’un  point  valent  4 droits , N°  1 5. 

Un  triangle  est  l’espace  renfermé  entre  trois  droites  qui  se  coupent  deux 
à deux,  16. 

Deux  triangles  sont  égaux , s’ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés 
égaux  chacun  à chacun,  „ 17. 

Ou  un  côté  égal  adjacent  à deux  angles  égaux  chacun  à chacun,  18. 

Dans  tout  triangle,  un  côté  quelconque  est  plus  petit  que  la  somme  des 
deux  autres,  19. 

Si  d’un  point  pris  dans  l’intérieur  d’un  triangle,  on  mène  des  droites  à 
deux  angles  du  triangle,  la  somme  de  ces  droites  sera  moindre  que  celle  des 
deux  côtés  du  triangle  qui  les  enveloppent,  - 20. 

Si  deux  triangles  ont  un  angle  inégal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à chacun  , le  troisième  côté  opposé  au  plus  petit  angle  , sera  plus 
petit  que  le  troisième  côté  opposé  au  plus  grand  angle  , 21. 

Deux  triangles  sont  égaux,  s’ils  ont  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun,  32. 

Par  un  point  pris  sur  une  droite , on  ne  peut  élever  qu’une  perpendicu- 
laire à cette  droite,  23. 

Lorsque  par  un  point  pris  hors  d’une  droite,  on  mène  plusieurs  lignes  à 
différens  points  de  cette  droite,  i°  la  perpendiculaire  est  plus  courte  que 
toute  oblique  ; 2“  les  obliques  qui  s’écartent  également  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire sont  égales j 3U  de  deux  obliques  inégales,  la  plus  longue  est 
celle  qui  s’écarte  davantage  du  pied  de  la  perpendiculaire  , a4. 

Si  un  triangle  a deux  côtés  égaux , les  angles  opposés  à ces  côtés  sont  égaux , 
et  réciproquement , 26. 

Si  deux  côtés  d’un  triangle  sont  inégaux,  le  plus  grand  angle  est  opposé 
au  plus  grand  côté,  et  réciproquement,  2^. 

Deux  droites  sont  dites  parallèles,  lorsqu’ étant  situées  dans  un  même 
plan , elles  ne  peuvent  jamais  sc  rencontrer , 28. 

Si  deux  parallèles  sont  coupées  par  une  troisième  droite , la  somme  des  deux 
angles  intérieurs  d'un  même  côté  sera  égale  à deux  droits,  29- 

Les  angles  correspondons  sont  égaux,  les  alternes  internes  sont  égaux, 
les  alternes  externes  sont  égaux , 291 

Deux  droites  parallèles  à une  troisième  sont  parallèles  entre  elles,  3o. 

Deux  parallèles  sont  partout  également  distantes , 3i . 

Si  deux  angles  ont  les  côtés  parallèles  chacun  à chacun , et  dirigés  dans  le 
même  sens,  ils  sont  égaux , 32. 

Toute  droite  menée  du  centre  à la  circonférence  est  un  rayon,  33. 

Un  arc  est  une  portion  de  la  circonférence , id 

La  corde  d’un  arc  est  la  droite  qui  joint  ses  extrémités,  id. 

La  corde  qui  passe  par  le  centre  est  un  diamètre  ; il  est  double  du 
rayon , id. 

Toute  ligne  qui  coupe  la  circonférence  est  une  sécante , id. 

La  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc  et  sa  corde , s’appelle  segment,  id. 
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La  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc  et  les  deux  rayons  menés  aux 
extrémités  de  cet  arc , se  nomme  lecteur,  N°  33. 

La  tangente  à la  circonférence , est  une  droite  qui  n’a  qu’un  point  com- 
mun arec  die , id. 

Un  angle  est  dit  inscrit , quand  il  a son  sommet  à la  circonférence , et  qu’il 
est  formé  par  deux  cordes , id. 

Dans  un  même  cercle,  ou  dans  des  cercles  égaux,  les  cordes  égales  sou- 
tendent  des  arcs  égaux  et  réciproquement , 34. 

Le  plus  grand  arc  est  soutendu  par  la  plus  grande  corde  et  réciproque- 
ment , 35. 

La  perpendiculaire  élevée  à l’extrémité  du  rayon , est  tangente  à la  cir- 
conférence , 36. 

Tout  rayon  perpendiculaire  à une  corde,  passe  par  le  milieu  de  cette 
corde,  et  par  le  milieu  de  l’arc  qu’elle  soutend,  37. 

Deux  angles  sont  entre  eux  comme  les  arcs  décrits  de  leurs  sommets  comme 
centres  avec  des  rayons  égaux,  38. 

Tout  angle  inscrit  a pour  mesure  la  moitié  «le  l’arc  compris  entre  ses 
côtés , 4o> 

Un  angle  formé  par  une  corde  et  une  tangente,  a pour  mesure  la  moitié 
de  l’arc  compris  entre  ses  côtés,  4i. 

Les  surfaces  planes  terminées  par  des  lignes  droites  se  nomment  poly- 
gones , 4a. 

Le  plus  simple  est  le  triangle;  il  se  nomme  équilatéral,  quand  ses  trois 
côtés  sont  égaux  : isoscèle,  quand  deux  côtés  seulement  sont  égaux  : scalène, 
quand  les  trois  côtés  sont  inégaux.  Le  côté  opposé  à l’angle  droit  d'un  triangle 
rectangle,  se  nomme  hypoténuse,  id. 

Les  trois  angles  d’un  triangle  rectiligne  valent  ensemble  deux  angles 
droits,  43. 

La  somme  des  angles  intérieurs  d’un  polygone,  est  égale  à autant  de  fois 
deux  angles  droits  qu’il  y a de  côtés  moins  deux,  44. 

S’il  n’y  a que  des  angles  saillans , la  somme  de  tous  les  angles  extérieurs 
est  égale  à quatre  angles  droits,  45. 

CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  LIGNES  PROPORTIONNELLES. 


Des  droites  parallèles  qui  divisent  en  parties  égales  un  côté  d’un  triangle, 
divisent  pareillement  en  parties  égales  l’autre  côté , si  elles  sont  en  même 
temps  parallèles  au  troisième  côté,  46. 

Si  deux  côtés  d’un  triangle  sont  coupés  par  une  droite  en  parties  propor- 
tionnelles , cette  droite  est  parallèle  au  troisième  côté  , 46. 

Les  triangles  semblables , sont  ceux  qui  ont  les  angles  égaux  chacun  à 
chacun , et  les  côtés  homologues  proportionnels  ; les  côtés  homologues  sont 
adjacens  à des  angles  égaux  «pii  se  nomment  aussi  angles  homologues , 47. 
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Deux  triangles  iquiangles  ont  les  côtés  homologues  proportionnels,  et 
sont  par  conséquent  semblables , N°  48. 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  respectivement  parallèles  sont  donc  sem- 
blables , car  ils  sont  équiangles.  4g. 

Deux  triangles  qui  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels, 
sont  semblables,  4g. 

Deux  triangles  qui  ont  les  côtés  homologues  proportionnels , sont  sem- 
blables , 5o. 

Deux  triangles  sont  semblables , s’ils  ont  leurs  côtés  perpendiculaires  chacun 
à chacun , 5i. 

Deux  parallèles  menées  à travers  des  droites  qui  partent  d’un  même  point,  • 
sont  coupées  en  parties  proportionnelles  par  ces  droites.  5a. 

Si  de  l’angle  droit  d’un  triangle  rectangle  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  l'hypoténuse,  i°  cette  perpendiculaire  partagera  le  triangle  en  deux 
autres  qui  lui  seront  semblables;  a°  elle  sera  moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  segmens  de  l’hypoténuse  ; 5°  chaque  côté  de  l’angle  droit  du  triangle 
proposé , sera  moyen  proportionnel  entre  l’hypoténuse  entière  et  le  segment 
adjacent,  > 53. 

Les  parties  de  deux  cordes  qui  se  coupent  dans  le  cercle  sont  réciproque- 
ment proportionnelles  ; d’où  il  suit  que  toute  perpendiculaire  au  diamètre, 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segmens  qu’elle  forme  sur  ce 
diamètre,  54. 

Si  d’un  point  hors  du  cercle  on  mène  deux  sécantes  terminées  à lapartie 
concave  de  la  circonférence , ces  sécantes  entières  seront  réciproquement 
proportionnelles  à leurs  parties  extérieures  , 55. 

Toute  tangente  au  cercle  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante 
entière  et  sa  partie  extérieure,  56. 

Deux  polygones  sont  semblables , s’ils  ont  les  angles  égaux  chacun  à chacun , 
et  les  côtés  homologues  proportionnels , bq 

Deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés , sont  des  figures 
semblables , 58. 

Tout  polygone  régulier  peut  être  inscrit  et  circonscrit  au  cercle , 5g. 

Le  rayon  du  cercle  inscrit  se  nomme  apothème  du  polygone.  id. 

Les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  d’un  même  nombre  de  côtés , 
sont  proportionnels  aux  rayons  des  cercles  inscrits  ou  circonscrits,  5g. 

Deux  polygones  semblables  sont  composés  d’un  même  nombre  de  triangles 
semblables  chacun  à chacun,  et  semblablement  disposés , 6o. 

Le  côté  de  l’hexagone  régulier  inscrit  est-égal  au  rayon , 6i. 

Le  côté  du  décagone  régulier  est  égal  à la  plus  grande  partie  du  rayon  du 
cercle  circonscrit,  divisé  en  moyenne  et  extrême  raison  , 6a- 

Toute  ligne  courbe  ou  polygonale  qui  enveloppe,  d’une  extrémité  à l’autre, 
une  ligne  convexe , est  plus  longue  que  la  ligne  enveloppée , 63. 

Les  circonférences  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  diamètres , 64. 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , suivant  Archimède , est 
comme  22  ; 7,  et  suivant  Métius , comme  355  ; n3,  64, 
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Soit  i le  rayon  du  cercle,  a la  corde  d'un  arc;  celle  de  sa  moitié 

=V  a — V 4 ~âï,  . N"  65- 

Soit  p le  périmètre  d’un  polygone  régulier  inscrit,  r(*)  son  apothème, 
i le  rayon  du  cercle;  le  périmètre  du  polygone  semblable  circonscrit  sera 

'es. 

r (’) 

CHAPITRE  III. 

DF.  1,’AIRE  DES  POLYGONES  ET  DE  CELLE  DU  CERCLE. 

L’aire  est  l’étendue  de  1a  surface  d’une  figure,  66. 

L’unité  de  mesure  est  le  quarré,  ü 

Les  parallélogrammes  qui  ont  des  bases  égales  et  des  hauteurs  égales,  sont 
iquivalens , 67. 

Tout  triangle  est  la  moitié  d’un  parallélogramme  de  même  base  et  de 

même  hauteur,  68. 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  entre  eux  comme  leurs  bases,  et 
réciproquement , 69. 

Deux  rectangles  quelconques  sont  entre  eux  comme  les  produits  de  leurs 
bases  par  leurs  hauteurs,  70. 

L’aire  d'un  parallélogramme  quelconque  est  égale  au  produit  de  sa  base 
par  sa  hauteur,  71. 

L’aire  d’un  triangle  est  égale  au  produit  de  sa  base  par  la  moitié  de  sa 
hauteur,  7 -i. 

Un  trapèze  est  un  quadrilatère  qui  a deux  côtés  parallèles;  l’aire  du  tra- 
pèze est  égale  à sa  hauteur  multipliée  par  la  demi-somme  de  ses  bases  pa- 
rallèles , 75. 

L’aire  d’un  polygone  régulier  est  égale  à la  moitié  du  produit  de  son  con- 
tour par  son  apothème  , 74. 

I/aire  du  cercle  est  égale  au  produit  de  sa  circonférence  par  la  moitié  de 
son  rayon , 75. 

L’aire  d’un  secteur  circulaire  est  égale  au  produit  de  son  arc  par  la  moitié 
de  son  rayon  , 76. 

CHAPITRE  IV. 


COMPARAISON  DES  AIRES  DES  PICURF.S  SEMBLABLES. 

Le  quarré  construit  sur  l’hypoténuse  d’un  triangle  rectangle,  est  égal  à la 
somme  des  quarrés  construits  sur  les  deux  autres  côtés,  77. 

Dans  tout  triangle , le  quarré  d’un  côté  opposé  à un  angle  aigu,  est  égal  à 
la  somme  des  quarrés  des  deux  autres  côtés  , moins  deux  fois  le  produit  du 
côté  sur  lequel  tombe  la  perpendiculaire,  multiplié  par  le  segment  adjacent 
à cet  angle , 78. 
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Dans  un  triangle  obtusangle , le  quarré  du  côté  opposé  à l’angle  obtus  est 
égal  à la  somme  des  quarrés  des  deux  autres  côtés,  plus  deux  fois  le  produit 
de  la  base  par  le  segment  adjacent  à cet  angle , N°  79. 

Dans  un  triangle  quelconque,  si  on  mène  du  sommet  au  milieu  de  la 
base  une  droite , le  double  de  la  somme  des  quarrés  de  cette  droite  et  do 
la  moitié  de  la  base,  sera  égal  à la  somme  des  quarrés  des  deux  autres 
côtés,  80. 

D’où  il  suit  que  dans  tout  parallélogramme  , la  somme  des  quarrés  des  côtés 
est  égale  à la  somme  des  quarrés  des  diagonales , id. 

Les  triangles  semblables  sont  entre  eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés 
homologues,  81. 

Les  surfaces  des  polygones  semblables  sont  entre  elles  comme  les  quarrés 
de  leurs  côtés  homologues , ou  de  leurs  lignes  homologues , 8a. 

Les  aires  des  cercles  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  rayons  ou  des 
diamètres , ou  des  circonférences.  83. 

CHAPITRE  V. 


APPLICATIONS  1)ES  PRINCIPES. 


Solutions  graphiques . 


Trouver  le  rapport  de  deux  droites,  84. 

Les  trois  côtés  d’un  triangle  étant  donnés  séparément,  construire  ce 
triangle,  85. 

Diviser  une  droite  donnée  en  deux  parties  égales,  86. 

Par  un  point  donné  sur  une  ligne , élever  une  perpendiculaire  à cette 
ligne,  87. 

D’un  point  donné  hors  d’une  droite , abaisser  une  perpendiculaire  sur  cette 
droite , 88. 

Par  un  point  donné,  mener  une  parallèle  à une  droite  donnée,  89. 

Par  un  point  donné  hors  d’une  droite,  mener  une  ligne  qui  fasse  avec  la 
première  un  angle  donné,  90. 

Diviser*un  angle  en  deux  parties  égales,  91, 

Mener  une  perpendiculaire  à l’extrémité  d’une  droite,  sans  la  pro- 
longer , 92. 

Par  un  point  donné,  mener  une  tangente  au  cercle,  93. 

Inscrire  un  cercle  dans  un  triangle , g4. 

Faire  passer  une  circonférence  par  trois  points  donnés  non  en  ligne 
droite,  95. 

Sur  une  droite  donnée,  décrire  un  segment  capable  et  un  angle  donné,  96. 

Trouver  une  quatrième  proportionnelle  à trois  lignes  données ,'  g7 . 

Diviser  une  ligne  donnée  en  tant  de  parties  égales  qu’on  voudra , 98. 

Par  un  point  donné  dans  l’intérieur  d’un  angle  donné,  mener  une  droite 
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de  manière  que  le»  parties  comprises  entre  ce  point  et  les  deux  côtés  de 
l’angle  soient  égales , N°  gg. 

Sur  une  droite  donnée , construire  un  triangle  semblable  à un  triangle 
donné,  ion. 

Construire  une  échelle  de  parties  égales;  une  échelle  de  dixmes , 101  ■ 

Trouver  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  lignes  données,  im. 
Diviser  une  ligne  en  moyenne  et  extrême  raison  , io3. 

Trouver  le  côté  d’un  quarré  équivalent  à un  rectangle  donné  , io4. 

Transformer  un  polygone  rectiligne  en  un  autre  polygone  équivalent , et 
qui  ait  un  côté  de  moins,  io.5. 

Trouver  un  quarré  équivalent  à un  polygone  donné,  IQÙ. 

Inscrire  un  quarré  dans  un  cercle,  107. 

Inscrire  un  hexagone  régulier  dans  un  cercle , 108. 

Inscrire  un  décagone  régulier  dans  un  cercle,  îoq. 

Inscrire  un  pentédécagone  dans  un  cercle,  1 10. 


Solutions  par  le  calcul. 

Elever  sur  le  terrain  une  perpendiculaire  à droite,  à l’ajde  d'un  cor- 
deau , tu. 

Mesurer  la  largeur  d'une  rivière , sans  autre  instrument  que  le  mètre,  111. 

Mesurer  la  hauteur  d‘ un  objet  inaccessible , sans  autre  instrument  que  le 
mètre,  1 13. 

Connaissant  le  nombre  des  côtés  d’un  polygone  régulier,  trouver  la  valeur 
de  l’angle  au  centre,  et  celle  de  l’angle  à la  circonférence , 1 14. 

Mesurer  un  angle  avec  le  rapporteur,  i îfi. 

Inscrire  dans  un  cercle,  avec  le  rapporteur,  un  polygone  régulier  d’un 
nombre  de  côtés  donné  , 116. 

Trouver  la  surface  d’un  triangle  dont  on  connaît  les  trois  côtés , 117. 

Problèmes  à résoudre , 118. 


LL¥RE  IL 

CHAPITRE  PREMIER. 

DKS  PROPRIÉTÉS  DES  PLANS  QUI  SE  RENCONTRENT,  ET  DE  CILLES  DES 
LIGNES  DROITES  COUPÉES  PAR  DES  PLANS  PARALLELES. 

L’intersection  de  deux  plans  est  une  ligne  droite,  nq. 

Par  un  point,  ainsi  que  par  une  droite,  on  peut  faire  passer  une  infinité 
de  plans  différens , id. 

La  position  de  trois  points,  ainsi  que  celle  de  deux  droites  qui  se  coupent 
ou  qui  sont  parallèles , détermine  la  position  d’un  plan.  id. 
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Une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  lorsqu’elle  l’est  à deux  droites 
passant  par  son  pied  et  tracées  dans  ce  plan , N°  îao. 

De  toutes  les  droites  mondes  d’un  point  à un  plan,  la  plus  courte  est  la 
perpendiculaire , et  la  plus  longue  est  celle  qui  s’écarte  le  plus  du  pied  de 
cette  perpendiculaire , iai. 

Si  du  pied  d’une  perpendiculaire  à un  plan , on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  une  ligne  menée  dans  ce  plan,  et  qu’on  tire  une  droite  du  pied  de  cette 
deuxième  perpendiculaire  à un  point  quelconque  de  la  première , cette  droite 
sera  perpendiculaire  à la  ligne  menée  dans  le  plan , 123. 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan , toute  ligne  parallèle  à celle-ci 
sera  perpendiculaire  au  même  plan,  ia3 

Toute  droite  parallèle  à une  ligne  menée  dans  un  plan,  est  parallèle  à ce 
plan,  ia4. 

Deux  plans  perpendiculaires  à une  même  droite , sont  parallèles  entre  eux  , 
réciproquement  si  une  ligne  est  perpendiculaire  à l’un  des  plans  parallèles, 
elle  sera  aussi  perpendiculaire  à l’autre  plan , ia5. 

Tes  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troisième 'plan,  sont 
parallèles,  126. 

Les  parallèles  comprises  entre  deux  plans  parallèles,  sont  égales,  127. 

Si  deux  angles  non  situés  dans  le  même  plan  , ont  les  côtés  parallèles  et 
dirigés  dans  le  même  sens,  ces  angles  seront  égaux,  et  leurs  plans  seront 
parallèles,  138. 

Deux  droites  comprises  entçe  deux  plans  parallèles,  sont  coupées  en  par- 
ties proportionnelles  par  un  troisième  plan  mené  parallèlement  aux  deux 

autres,  120. 


CHAPITRE  II. 

ANGLES  POLYÈDRES. 

On  appelle  angle  dièdre  , c'est-à-dire  angle  à deux  faces , l’inclinaison  de 
deux  plans,  i3o. 

L’angle  dièdre  est  mesuré  par  l’angle  que  forment  entre  elles  les  deux  per- 
pendiculaires menées  dans  chacun  des  plans  à leur  commune  section.  i3i. 

Deux  plans  qui  se  traversent , offrent  les  mêmes  propriétés  que  deux  lignes 
qui-  se  coupent , i3a . 

La  théorie  des  plans  parallèles  est  la  même  que  celle  des  lignes  paral- 
lèles, id. 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan,  tout  plan  qui  passera  par 
cette  droite,  sera  perpendiculaire  à l’autre  plan,  i33. 

Si  deux  plans  sont  ]>erpcodiculaires  à un  troisième  plan , la  commune 
section  des  deux  premiers  est  perpendiculaire  au  troisième,  i53. 

On  appelle  angle  solide  ou  angle  polyèdre,  l’espace  indéfini  compris  entre 
plusieurs  plans  qui  se  réunissent  au  meme  point,  i34. 
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La  somme  de  deux  quelconques  des  angles  plans  qui  composent  un  angle 
trièdre,  est  toujours  plus  grande  que  le  troisième,  N°  i3ô. 

La  somme  des  angles  plans  qui  composent  un  angle  polyèdre  convexe  , ou 
à arêtes  saillantes , est  toujours  moindre  que  quatre  angles  droits,  i36. 

Si  deux  angles  trièdres  sont  formés  de  trois  angles  plans  égaux  chacun 
à chacun , et  disposés  de  la  même  manière , ces  angles  seront  égaux  et. su- 
perposables, j3_ 


CHAPITRE  III. 

DES  POLYÈDRES. 

Un  espace  terminé  par  plusieurs  plans , se  nomme  polyèdre , 

L’espace  terminé  par  quatre  plans  , se  nomme  titraèdre , 

Tout  corps  dont  une  des  faces  est  un  polygone , et  dont  toutes  les  autres 
faces  sont  des  triangles  ayant  leur  sommet  au  même  point , se  nomme 
pyramide.  i3g. 

On  appelle  prisme , un  corps  compris  sous  deux  faces  opposées  égales  et  pa- 
rallèles, et  dont  toutes  les  autres  faces  sont  des  parallélogrammes,  i3g. 

La  hauteur  d’un  prisme,  est  une  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  d’une 
de  ses  bases  sur  l’autre  base , »3g. 

On  appelle  parallélépipède , un  prisme  qui  a pour  base  un  parallélo- 
gramme , x3g. 

Le  cube  ou  V hexaèdre  régulier  est  le  parallélépipède  dont  toutes  les  faces 
sont  des  quarrés  , i3g. 

La  diagonale  d’un  polyèdre  , est  la  droite  qui  joint  les  sommets  de  deux 
angles  polyèdres  non  adjacens,  i3o. 

Les  faces  opposées  d’un  parallélépipède  sont  égales , et  les  diagonales  se 
coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales,  i4o. 

Si  les  angles  trièdres  homologues  des  pyramides  triangulaires  sont  com- 
posés de  triangles  égaux  et  semblablement  disposés,  ces  pyramides  sont 
égales,  i4i. 

Les  pyramides  triangulaires  sont  encore  égales , si  elles  ont  un  angle  dièdre 
égal  compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à chacune,  et  assemblées  de  la 
même  manière,  x4i. 

Deux  prismes  sont  égaux , s’ils  ont  un  angle  trièdre  compris  entre  trois 
plans  égaux  chacun  à chacun , et  assemblés  de  la  même  manière , i4i. 

Si  on  coupe  un  prisme  par  un  plan  parallèle  à la  base , la  section  résul- 
tante sera  égale  à cette  base , i4a. 

Si  on  coupe  une  pyramide  quelconque  par  un  plan  parallèle  à la  base  , 
ses  côtés  et  sa  hauteur  seront  divisés  proportionnellement , et  la  section  sera 
un  polygone  semblable  à la  base , «43. 


i3g. 

id. 


Digitized  by  Google 


5*6 


TABLE  DES  PRINCIPES. 


DE  LA  MESURE  DÛ  VOLUME  DES  PRISMES  ET  DES  PYRAMIDES. 

Le  volume  d’un  corps  est  l’espace  qu’il  occupe, N°  i44. 


Deux  parallélépipèdes  de  même  base  et  de  même,hautcur  , sont  équivalens 

entre  eux, i45. 


Deux  parallélépipèdes  rectangles  qui  ont  même  base  , sont 

entre  eux 

comme  leurs  hauteurs, 

i46. 

Deux  parallélépipèdes  rectangles  qui  ont  même  hauteur,  sont  entre  eux 

comme  leurs  bases , 

147. 

Deux  parallélépipèdes  rectangles  quelconques , sont  entre  eux  comme  les 

produits  de  leurs  bases  par  leurs  hauteurs , ou  comme  les  produits  de  leurs 

trois  dimensions. 

i48. 

Le  cube  est  l’unité  de  mesure  des  volumes», 

id. 

Le  volume  d’un  prisme  quelconque  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa 

hauteur , 

id. 

Deux  tétraèdes  de  bases  équivalentes  et  de  même  hauteur , 

valens , 

sont  équi- 

Un  tétraède  est  équivalent  au  tiers  du  prisme  triangulaire  de  même  base 

et'de  même  hauteur, 

i5o. 

Toute  pyramide  a pour  mesure  le  tiers  du  produit  de  sa 

base  par  sa 

hauteur, 

id. 

Toute  pyramide  triangulaire  tronquée  , ou  coupée  par  un  plan  paral- 
lèle à sa  base  , est  équivalente  à trois  pyramides  qui  auraient  pour  hauteur 

commune  celle  du  tronc,  et  dont  l’une  aurait  pour  base  la  base  inférieure 

du  tronc,  l’autre  la  base  supérieure,  et  la  troisième  une  moyenne  propor- 

tionnelle  entre  ces  deux  bases  . 

i5i. 

Si  on  coupe  un  prisme  triangulaire  par  un  plan  incliné  à 

la  base , le 

corps  restant  sera  équivalent  à la  somme  de  trois  pyramides  qui  auraient 

même  base  que  le  prisme , et  dont  les  sommets  seraient  ceux  des 

angles  de  la 

section , 

i5a. 

CHAPITRE  V. 

DE  LA  SIMILITUDE  DES  POLYEDRES. 

Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblables  sont  proportion- 
nelles; leurs  faces  homologues  sont  entre  elles  comme  les  quarrés  des  côtés 
homologues.  Ces  polyèdres  peuvent  être  décomposés  en  un  même  nombre 
de  pyramides  triangulaires  , semblables  chacune  à chacune  et  semblablement 
disposées,  • i53. 

Deux  pyramides  semblables  sont  entre  elles  comme  les  cubes  de  leurs 
arêtes,  ou  lignes  homologues,  i54. 

Deux  polyèdres  semblables  sont  comme  les  cubes  des  côtés  homologues  , id. 
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CHAPITRE  Vl. 


DE»  CORPS  RONDS  ET  DE  LEURS  PRINCIPALES  PROPRIÉTÉS. 


Le  cylindre  droit  petit  être  engendré  par  un  rectangle  qui  tourne  autour 
d’un  de  ses  côtés  qu’on  nomme  axe , N°  1 55. 

Le  cône  droit  peut  être  conçu  comme  engendré  par  un  triangle  rectangle 
tournant  autour  d’un  des  côtés  de  l’angle  droit , i56. 

D’où  il  suit  que  toute  section  parallèle  à la  base  est  un  cercle , id. 

Que  toute  section  par  l’axe  est  un  triangle , id. 

La  sphère  est  un  corps  terminé  par  une  surface  courbe,  dont  tous  les  points 
sont  également  éloignés  d'un  point  intérieur  qu’on  nomme  centre , i5-j. 

L’intersection  de  la  sphère  par  un  plan  est  un  grand  cercle , si  le  plan 
passe  par  le  centre  de  la  sphère  ; un  petit  cercle  s’il  n’y  passe  pas  , t d. 

La  portion  de  la  surface  sphérique  , comprise  entre  deux  demi-grands 
cercles  qui  se  coupent,  se  nomme  fuseau  sphérique , id. 

La  portion  comprise  entre  deux  plans  parallèles,  se. nomme  zône,  id. 

Elle  se  nomme  calotte  sphérique,  si  la  zône  n’a  qu’une  base,  id. 

Un  polyèdre  est.  circonscrit  à la  sphère , quand  toutes  ses  faces  sont  tan- 
gentes à cette  sphère,  id. 

Le  plus  court  chemin  d’un  point  à un  antré  sur  la  sphère , est  l’arc  de 
grand  cercle  qui  joint  ces  deux  points,  i58. 

Tout  plan  perpendiculaire  à l’extrémité  du  rayon , est  tangent  à la 
sphère,  i5g. 

CHAPITRE  VIL 

DE  LA  MESURE  DE  l’aIRE  DES  CORPS  RONDS. 

Toute  surface  convexe  est  moindre  qu’une  autre  surface  quelconque  qui 
envelopperait  la  première,  en  s’appuyant  sur  le  même  contour,  160. 

L’aire  de  la  surface  courbe  d’un  cylindre  droit  est  égale  au  produit  de  sa 
base  par  sa  hauteur,  161. 

L’aire  de  la  surface  courbe  d’un  cône  droit , est  égale  à la  moitié  de  son 
côté,  miltipliéc  par  la  circonférence  de  la  base  , 162. 

La  mesure  de  la  surface  d’un  tronc  de  cône  droit  à bases  parallèles , est 
égale  à la  demi-somme  des  circonférences  des  deux  bases  , multipliée  par  le 
côté  du  tronc , i63. 

L’aire  d’un  corps  engendré  par  le  mouvement  d’un  demi -polygone  régu- 
lier , inscrit  à un  demi-cercle  tournant  autour  du  diamètre , a pour  mesure 
le  produit  de  ce  diamètre  par  la  circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  serait 
l’apothêine  du  polygone,  i64. 

L’aire  de  la  sphère  a pour  mesure  le  produit  de  sou  diamètre  par  la  cir- 
tonférence  d’un  grand  cercle,  iG5. 
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1 • CHAPITRE  VII T. 

DE  LA  MESURE  DU  VOLUME  DE  CORPS  RONDS. 

' Le  volume  d’un  cylindre  droit  ou  oblique  , est  égal  au  produit  de  sa  base 

par  sa  hauteur  , N°  166. 

Le  volume  d’un  cène  quelconque  a pour  mesure  le  produit  de  sa  base  par 
le  tiers  de  sa  hauteur. • 167. 

Le  volume  d’un  tronc  de  cène  à bases  parallèles , est  équivalent  à trois 
cènes  entiers  qui  auraient  chacun  même  hauteur  que  le  tronc,  et  dont 
l’un  aurait  pour  base  la  base  inférieure  du  tronc,  l’autre  la  base  supérieure, 
et  le  troisième  une  moyenne  proportionnelle  entre  ces  deux  bases,  168. 

Le  volume  de  la  sphère  est  égal  au  produit  de  sa  surface  par  le  tiers  de 
son  rayon  , i6q. 

Tout  segment  sphérique  à une  'seule  base  est  équivalent  à un  cylindre 
qui  aurai!  pour  rayon  de  sa  base  l’épaisseur  de  ce  segment,  et  pour  hauteur 
le  rayon  de  la  sphère  , moins  le  tiers  de  l’épaisseur  dont  il  s’agit , 170. 

le  volume  d’an  segment  sphérique  à deux  bases  parallèles , a pour 
mesure  la  demi-somme  de  ses  bases,  mqltipliée  par  son* épaisseur , plus  le 
volume  d’une  sphère  dont  cette  même  épaisseur  est  le  diamètre, 171. 


CHAPITRE  IX. 

COMPARAISON  DES  CORPS  RONDS.  POLYÈDRES  RÉGULIERS.  SIMILITUDE 
DES  CORPS  RONDS. 

Les  sphères  sont  des  corps  semblables  , ' 172. 

La  surface  courbe  du  cylindre  circonscrit  à la  sphère,  est  équivalente  à 
celle  de  cette  sphère;  la  surface  totale  du  cylindre  est  à celle  de  la  sphère 
comme  3 esta  2 ; le  même  rapport  existe  entre  les  volumes  de  ces  corps,  172. 

Le  tétraèdre  régulier  a ses  angles  trièdres,  et  fes  quatre  faces  sont  des 
triangles  équilatéraux  , 173. 

U octaèdre  régulier  a ses  angles  trièdres , et  ses  huit  faces  sont  des  triangles 
équilatéraux , i?5. 

L 'icosaèdre  régulier  a ses  angles  pentaèdres , et  ses  vingt  faces  sont  des 
triangles  équilatéraux  , 173. 

L 'hexaèdre  régulier  ou  le  cube  a ses  angles  trièdres,  et  ses  six  faces  sont 
des  quarrés  égaux  , 173. 

Le  dodécaèdre  régulier  a aussi  ses  angles  trièdres,  et  ses  douze  faces  sont 
des  pentagones  égaux, 175. 

Enoncés  de  plusieurs  problèmes  fondés  sur  les  principes  précédons,  id. 
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CHAPITRE  X. 

MESURE  DES  VOLUMES  DES  CORPS  QUI  CONSTITUENT  LES  OITVRAGIS 
DE  FORTIFICATION. 

On  entend  par  déblai  les  terres  enlevées , et  par  remblai  celles  qui  servent 


à exhausser  certaines  parties  de  terrain , K°  174. 

Le  ponlon  s’évalue  en  le  considérant  comme  composé  de  deux  prismes 
tronqués  droits  égaux , et  dont  la  base  commune  est  un  trapèze  ; chacun 
d'eux  se  décompose  en  deux  prismes  triangulaires  tronqués  droits  , iy5, 
La  batterie  s’évalue  en  transformant  le  trapèze,  qui  est  la  coupe  du  fossé , 
en  un  quadrilatère  qui  sera  celle  de  la  batterie , 17G. 

Mesures  des  solides  à faces  gauches  , 177. 

Du  mesurage  des  bois  , ,178. 


LIVRE  III. 

NOTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  DESCRIPTIVE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Un  point  est  donné  dans  l’espace  par  ses  distances  à trois  plans  connus,  180. 

Le  quarré  de  la  distance  d’nn  point  M à celui  où  les  trois  plans  coordonnés 
se  rencontrent,  est  égal  à la  somme  des  quarrés  des  distances  du  point  M à 
chacun  de  ces  plans,  180. 

Une  droite  est  déterminée  de  position  dans  l’espace  par  ses  projections  sur 
les  plans  coordonnés , 181. 

Les  deux  projections  d’un  même  point  se  trouvent  sur  une  même  droite 
perpendiculaire  à l’intersection  des  deux  plans  de  projection,  i8<. 

Un  plan  est  connu  par  ses  traces  sur  chacun  des  plans  de  projection , i83. 

Avec  les  intersections  des  traces  de  deux  plans  non  parallèles , on  trouve 
les  projections  de  l’intersection  de  ces  plans , i84. 

Les  projections  de  deux  points  font  trouver  celle  de  la  droite  qui  passe 
par  ces  points , i85. 

Les  projections  de  deux  droites  parallèles  dans  l’espace , sont  elles-mêmes 
parallèles  sur  chaque  plan  de  projection,  186. 

Ce  qui  donne  le  moyen  de  mener  par  un  point  donné,  une  parallèle  à une 
droite  donnée , 187. 

D’après  ces  principes,  on  trouvé  l’intersection  d’un  point  et  d’une  droite , 

188. 

Un  plan  étant  donné,  on  trouve  pour  chaque  point  du  plan  horizontal 
la  coordonnée  verticale  , c'est-à-dire  1r  hauteur  de  celui  qui  lui  correspond 
dans  le  plan  donné  , 180. 

On  détermine  l’angle  qu’une  droite  fait  avec  un  des  plans  de  projection,  igo. 
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On  trouve  l’angle  que  fait  un  plan  donné  avec  chacun  des  plans  de 
projection , N*  1Q1. 

Par  un  point  donné,  on  mène  un  plan  parallèle  à un  autre  plan 
donné,  îyt. 

Si  une  droite  est  perpendiculaire  à un  plan , sa  trace  et  la  projection 
Je  cette  droite  sur  le  même  plan  coordonné  , seront  .perpendiculaires  l’une 
à l’autre  , iq3. 

Ce  principe  sert  à mener , par  un  point  donné,  une  perpendiculaire  à un 
plan  donné,  ou  un  plan  perpendiculaire  à 'une  droite  donnée  , iq4,  iq5. 

On  trouve  l’angle  que  deux  plans  donnés  forment  entre  eux  , iq5. 

On  détermine  les  traces  d'un  plan  [lassant  par  trois  points  donnés  , 196. 

Deux  droites  non  parallèles  étant  données  dans  l’espace , si  par  l’une 
d’elles  on  mène  un  plan  parallèle  à l’autre,  la  plti3  courte  distance  de  ci* 
plan  à la  seconde  droite,  sera  celle  des  deux  droites,  197. 

Etant  donnés  les  trois  angles  plans  qui  forment  un  angle  triédre,  une 
construction  plane  fait  trouver  l’autre  dièdre  que  deux  de  ces  plans  font 
entre  eux , uft. 

CHAPITRE  II. 


DES  PLANS  TANGENS  AUX  SURFACES  COURBF.S. 

Un  plan  tangent  à une  eurface  courbe  contient  toutes  les  tangentes 

possibles  k cette  surface  par  le  point  du  contact  du  plan , iqq. 

Partant  de  ce  principe,  on  trouve  les  traces  du  plan  tangent  à un  cy- 
lindre . * ' 200. 

A un  cône  , 201. 

A une  sphère  , 202. 

LIVRE  IV. 


DU  NIVELLEMENT. 

CHAPITRE  PREMIER. 

* * » , ,c 

THÉORIE. 

Deux  points  sont  de  niveau  entre  eux,  lorsqu’ils  appartiennent  à une 
surface  sphérique  parallèle  à celle  des  eaux  stagnantes , 2o3. 

L 'horizon,  ou  le  plan  horizontal  est  le  plan  tangent  à la  surface  de  la 
terre , ayant  pour  point  de  contact  le  lieu  de  l’observation  , 2oâ. 

La  verticale  est  le  prolongement  du  rayon  terrestre  perpendiculaire  à 
l’horizon;  c’est  la  direction  de  la  pesanteur  , ao5. 

Un  rayon  visuel  horizontal  se  nomme  ligne  de  niveau  apparent 2o4. 

Une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  delà  terre,  est  une  ligne  de. 
niveau  vrai,  . ac/4. 


Digitized  by  Google 


CKOMÉTRIK.  TRIGONOMETRIE.  53  T 

Les  hauteurs  du  niveau  apparent  au-dessus  du  niveau  vrai , sont  entre 
elles  comme  les  quarrés  des  tangentes  correspondantes , ou  même  des 
arcs , ■ , N”  ao5. 

Le  point  de  mire  est  un  des  points  visibles  du  corps  vers  lequel  on 
vise,  aoG. 

La  réfraction  le  fait  ordinairement  paraître  plus  haut,  id. 

CHAPITR.E  II. 

AP  PLICATION. 

, > “s 

Le  niveau  d’eau  est  un  tube  recourbé  par  les  deux  bouts , terminés  par 
deux  fioles  dans  lesquelles  l’eau  monte  à peu  près  aux  deux  tiers , , 207 . 

La  mire  est  un  carton  partagé  par  une  horizontale  en  deux  parties  , l'une 
noire,  l’autre  blanche  , . 208. 

Le  nivellement  simple  détermine  d’un  coup  de  niveau  la  différence  de 
hauteur  de  deux  points,  - . 209,  210  et  211. 

Lorsqu’on  lie  les  deux  termes  du  nivellement  par  une  suite  de  nivcllemens 
simples,  le  nivellement  est  composé , 212. 

LIVRE  V. 

TRIGONOMÉTRIE  ET  LEVÉ  DES  PLANS. 

•»  * 
y * 'a  * ■ ' ~ 

CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES. 

Des  six  parties  d’un  triangle,  les  trois  angles  et  les  trois  côtés,  la  trigo- 
nométrie en  détermine  trois  par  le  moyen  des  trois  autres,  parmi  lesquelles 
se  trouve  au  moins  on  côté , 2i3. 

Le  quart  de  la  circonférence  ou  le  quadrant  est  de  go*1»»- ou  ioor*‘,'‘,  2i4. 

De  là  on  dit  que  l 'angle  droit  est  de  iooïr , et  que  le  complément  d’un 
angle  ou  d’un  arc  est  la  différence  de  cet  arc  à îoov'rj, , 2i4. 

Son  supplément  est  la  différence  de  cet  arc  ou  de  cet  angle  à deux  droits 
OU  20OSr*,  • ^ 2l4. 

Le  sinus  d’un  arc  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  l’extrémité  de  cet  arc 
sur  le  rayon  qui  passe  par  l’autre  extrémité , 2.4. 

Le  cosinus  d’un  arc  est  le  sinus  de  son  complément , id. 

La  tangente  d’un  arc  est  la  tangente  au  cercle  à l’origine  de  cet  arc , pro- 
longée jusqu’à  la  rencontre  de  la  sécante,  2i4. 

La  sécante  est  le  rayon  mené  par  l’extrémité  de  l’arc , jusqu’à  la  rencontre 
de  la  tangente  , 2i4. 

Le  sinus  d’un  arc  est  la  moitié  delà  corde  qui  soutend  un  arc  double , 2<ô. 

Le  quarré  du  rayon  est  égal  à la  somme  des  quarrés  du  sinus  et  du  cos.  id. 
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La  tangente  est  égale  au  rayon  multiplié  par  le  sinus  et  divisé  par  le  co- 
sinus. N"  ai5. 

La  cotangcntc  est  égale  au  rayon  multiplié  par  le  cosinus  et  divisé  par  le 
sinus,  . * 21 5. 

La  sécante  est  égale  au  quarré  du  rayon  divisé  par  le  cosinus,  id. 

La  cosécante  est  égale  au  quarré  du  rayon  divisé  par  le  sinus  , id. 

Le  sinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs,  est  égal  au  produit 
du  sinus  du  premier  par  le  cosinus  du  second , plus  ou  moins  le  produit 
du  sinus  du  second  par  le  cosinus  du  premier,  le  tout  divisé  par  le 
rayon,  216. 

Le  cosinus  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  arcs , est  égal  au  pro- 
duit de  leurs  cosinus , moins  ou  plus  le  produit  de  leurs  sinus , le  tout  divisé 
par  le  rayon  , aiG. 

la  somme  des  sinus  de  deux  arcs  est  à la  différence  de  ces  mêmes  sinus, 
comme  la  tangente  de  la  demi-somme  des  arcs  est  à la  tangente  de  leur  demi- 
différence,  217. 

Pans  tout  triangle  rectangle , le  rayon  est  au  sinus  d’un  des  angles  aigus , 
comme  l’hypoténuse  est  au  côté  opposé  à cet  angle,  219. 

Dans  tout  triangle  rectangle,  le  rayon  esta  la  tangente  d’un  des  angles 
aigus,  comme  le  côté  de  l’angle  droit  adjacent  à cet  angle  est  au  côté  op- 
posé , 220. 

Dans  un  triangle  rectiligne  quelconque , les  sinus  des  angles  sont  comme 

les  côtés  opposés,  221. 

Dans  tout  triangle  rectiligne  > la  somme  des  deux  côtés  est  à leur  diffé- 
rence , comme  la  tangentë  de  la  demi-somme  des  angles  opposés  à ces  côtés  est 
à la  tangente  de  leur  demi-différence,  _ 222. 

Dans  un  triangle  rectiligne  quelconque , le  cosinus  d’un  angle  est  au 
rayon,  comme  la  somme  des  quarrés  des  côtés  qui  comprennent  cet  angle, 
moins  le  quarré  du  troisième , est  au  double  du  produit  de  deux  premiers 
côtés,  223. 

Dans  tout  triangle  dont  la  perpendiculaire  tombe  au  dedans , la  base  est 
à la  somme  des  deux  autres  côtés,  comme  la  différence  de  ces  mêmes  côtés  est 
à la  différence  des  segmens , / 225. 

Le  produit  de  deux  côtés  quelconques  d’un  triangle , est  au  produit  des 
différences  de  ces  côtés  à la  moitié  du  périmètre,  comme  le  quarré  du  rayon 
est  au  quarré  du  sinus  de  la  moitié  de  l’angle  compris  entre  ces  côtés,  223. 

De  ces  principes  découlent  les  principales  relations  entre  les  angles  et  les 
côtés  d’un  triangle  sphérique,  224. 

CHAPITRE  II. 

1NSTRUMENS  PROPRES  A MESURER  LES  ANGLES  ET  LES  LIGNES. 

Le  graphomètre  est  un  demi-cercle  divisé  en  200  gr.  ; le  bord  divisé 
s’appelle  limbe.  Les  diamètres,  l’un  fixe,  l’autre  mobile,  sont  garnis  de 
pirinulles  ou  de  lunettes.  Le  diamètre  mobile  s'appelle  alidade  ■ son  extré- 
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mité  est  garnie  d’un  nonius  ou  vernier  qui  peut  donner  les  ao«de  grade.  Le 
diamètre  fixe  peut  porter  un  niveau  à bulle  d’air , pour  le  placer  horizon- 
talement , 225. 

Le  cercle  répétiteur  est  un  cercle  garni  de  deux  lunettes  mobiles  ; il  pèut 
remplacer  le  graphomètre , et  il  a l’avantage  de  pouvoir  atténuer,  presque 
indéfiniment , les  erreurs  de  la  division  et  celles  des  observations , 216 . 

L’angle  sous  lequel  on  voit  l’élévation  d’un  objet  au-dessus  de  l'horizon* 
est  un  angle  de  hauteur  ; celui  sous  lequel  on  voit  son  abaissement  au-des-  - 
sous  de  l'horizon , est  un  angle  de  dépression  , 227 . 

, CHAPITRE  III. 

APPLICATIONS. 

On  détermine  la  projection  horizontale  d’une  pente  dont  on  connaît,  la 
longueur  et  l'inclinaison , par  le  principe  du  n°  219,  ï3o. 

On  calcule  de  même  la  corde  et  la  flèche  de  l’arrondissement  de  la  con- 
trescarpe, a3 1. 

Par  le  principe  du  n°  220 , on  détermine  la  largeur  d’un  fleuve , a3a. 

On  trouve  l’angle  que  fait  la  ligne  de  mire  avec  l’axe  prolongé,  dans  une 
pièce  de  calibre  et  de  dimensions  connues,  233. 

La  hauteur  à laquelle  s’élève  la  ligne  de  mire  à une  distance  donnée,  id. 

Par  les  formules  trigonométriques , on  détermine  l’aire  d’un  triangle  rec- 
tiligne, connaissant  deux  de  ses  côtés  et  l’angle  qu’ils  comprennent,  et  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  à un  triangle  dont  les  trois  côtés  sont  donnés; 
par  exemple,  , a34. 

On  trouve  que  l’aire  du  triangle  est  égal  à la  moitié  du  produit  de  deux 
côtés,  multipliés  par  le  sinus  de  l’angle  compris,  a34. 

Et  que  le  rayon  du  cercle  circonscrit  est  égal  au  produit  des  trois  côtés , 
divisé  par  le  quadruple  de  l’aire  du  triangle , 234. 

Le  rayon  du  cercle  inscrit  est  égal  à l’aire  du  triangle,  divisée  par  son 
demi-périmètre,  234. 

On  mesure  une  distance  accessible  seulement  à une  de  ses  extrémités,  235. 

On  détermine  de  combien  le  but  est  plus  élevé  que  la  batterie , a36. 

On  mesure  une  petite  distance , dont  les  extrémités  seulement  sont  ac- 
cessibles, en  usant  de  ce  principe,  savoir  : dans  tout  triangle  rectiligne,  la 
somme  de  deux  côtés  est  à leur  différence , comme  la  tangente  de  la  demi- 
somme  des  angles  opposés  à ces  côtés  est  à la  tangente  de  leur  demi -diffé- 
rence , 237. 

On  détermine  aussi  différons  points  d’un  môme  alignement , lorsque  des 
obstacles  empêchent  de  voir  les  extrémités  l’une  de  l’autre,-  a38. 

Far  un  point  donné  sur  le  terrain,  on  mène  une  droite  parallèle  à une 
droite  inaccessible,  23g. 

On  détermine  la  direction  de  la  capitale  d’un  bastion  inaccessible,  a4o. 

La  position  d’un  point  d’où  l’on  voit  trois  autres  points  dont  les  distances 
respectives  sont.connues  , ail. 
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Enfin  on  calcule  les  différentes  parties  d'un  front  de  fortification , l’angle 
de  la  tenaille,  la  ligne  de  défense,  l’angle  flanqué,  la  courtine,  l’angle  de 
l’épaule,  l'angle  du  flanc,  etc.  N°  s4s. 

Enoncés  de  divers  problèmes.  a43. 

CHAPITRE  IV. 

DD  UVf  DES  PLANS. 

On  donne  les  moyens  de  déterminer  les  positions  respectives  des  principaux 
points  d’un  plan,  en  formant  un  rézean  triangulaire,  a 44. 

Ou  en  regardant  ces  points  comme  sommets  de  triangles  qui  ont  tous 
même  base , 245. 

On  oriente  un  plan  par  le  moyen.de  l’étoile  polaire,  246. 

L’azimut  est  l’angle  que  Jait  une  horizontale  avec  la  méridienne,  ici. 

On  réduit  un  angle  au  centre  de  la  station , 247. 

On  Téduit  un  angle  à l’horizon  par  une  des  formules  du  n°  aa4 , 248. 

La  méthode  la  plus  sûre  pour  fixer  les  points  d’une  carte,  est  d'établir 
leurs  distances  à une  méridienne  et  à sa  perpendiculaire , 249. 

La  planchette  sert  à lever  les  détails , soit  en  renfermant  l’espace  à figurer 
dans  un  polygone  du  plus  petit  nombre  de  côtés  possible,  soit  par  la  méthode 
du  n°24â,  25 1 à a54. 

Le  déclinatoire  sert  à orienter  le  plan  sur  la  planchette,  255. 

Si  d’un  point  on  en  voit  plusieurs  autres  dont  la  position  soit  déjà  fixée, 
ils  serviront  à faire  trouver  la  place  de  ce  point  sur  le  plan  , 2 bp. 

La  boussole , par  la  propriété  qu’a  l’aiguille  aimantée  de  demeurer  tou- 
jours parallèle  à elle-même  , sert  à lever  le  contour  d’uu  polygone , le  cours 
d'une  rivière,  les  sinuosités  d’un  chemin,  - 258. 

Deux  points  étant  connus,  et  l’angle  que  fait  le  méridien  magnétique  avec 
la  droite  qui  les  unit,  on  détermine  la  position  d’un  troisième  point,  261. 

L’équerre  d’arpenteur  sert  à lever  un  terrain  par  le  moyen  d’une  base 
ou  directrice  sur  laquelle  on  abaisse  des  perpendiculaires  des  sommets  de  tous 
les  angles,  ' . 2C2. 


CHAPITRE  V. 

PRÉCIS  UK  QUELQUES  MÉTHODES  GRAPHIQUES  EMPLOYÉES  POUR  COPIER 
OU  RÉDUIRE  LES  PLANS.- 

On  copie  en  calquant  à la  vitre,  op  sur  des  papiers  transparens,  puis  dé- 
calquant ce  premier  dessin,  ’ 264. 

On  réduit , par  lé  moyen  des  carreaux  et  de  l’angle  réducteur,  ou  avec 
des  échelles,  ou  enfin  eu  se  servant  du  pantographe , 26  t. 
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NOTIONS  SIJR  l’aPPLI CATION  DE  i/ALGÈBRE  A LA 
GÉOMÉTRIE. 

S i 

CHAPITRE  PREMIER, 

ÉQUATIONS  DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DES  COURBES  DU  SECOND 

DEGRÉ. 


Un  point  est  donne!  sur  un  plan  par  ses  distances  à deux  axes  ordinaire- 
ment rectangulaires;  ils  s’appellent  axes  des  coordonnées  ; l’un  est  l’axe  des 
abscisses , l’autre  l'axe  des  ordonnées,  N°  266. 

Deux  conditions  déterminent  la  position  d’une  droite,  l’angle  qu’elle  fait 
avec  l’axe  des  abscisses , et  le  point  où  elle  coupc  un  des  axes.  La  tangente  de 
cet  angle  représente  le  rapport  constant  entre  les  coordonnées  de  chacun  des 
points  de  la  droite,  ' 267. 

D’après  cela  on  trouve  l’équation  d'une  droite  passant  par  deux  points 
donnés , 268. 

Celle  d’une  droite  perpendiculaire  à one  droite  donnée , 26g. 

La  longueur  d’une  perpendiculaire  abaissée  d’un  point  donné  sur  une  droite 
connue,  ' * id. 

L’angle  de  deux  droites  données , 270. 

Etant  donnés,  le  rayon  d’un  cercle  et  les  coordonnées  de  son  centre,  on 
trouve  son  équation,  271. 

Avec  elle  on  vérifie  cette  propriété  que  le  centre  d’un  cercle  passant  par 
trois  points  donnés,  est  à l’intersection  de  (îeux  perpendiculaires  menées 
par  le  milieu  des  droites  qui  joignent  deux  à deux  les  points  donnés,  272. 

Et  cet  autre , que  la  tangente  est  moyenne  ■ proportionnelle  entre  la  • 
sécance  entière  et  sa  partie  extérieure  ; ce  qui  donne  le  moyen  de  décrire 
un  cercle  tangent  à une  droite  donnée  et  passant  par  deux  points  donnés , 

27J. 

L 'ellipse  est  une  courbe  fermée,  dont  une  des  propriétés  est  que , si  on 
mène  de  chacun  de  ces  points  à deux  points  fixes  dans  son  intérieur  nommés 
foyers , deux  droites  appelées  rayons  vecteurs,  la  somme  de  ces  lignes  sera 
constante  ; cette  propriété  conduit  à son  équation , 274. 

L’aire  d’une  ellipse  est  égale  au  produit  de  ses  demi-axes , multipliée  par 
le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre , 275. 

Dans  l’ hyperbole  la  différence  des  rayons  vecteurs  est  constante  ; eu  expri- 
mant cette  propriété  / on  obtient  l’équatioü  de  la  courbe,  276. 

La  propriété  caractéristique  de  la  parabole,  est  que  tous  ses  points  sont 
autant  éloignés  d’une  droite  donnée  nommée  directrice , que  d’un  point 
fixe  donné  qu'on  appelle  foyer.  L’équation  de  la  courbe  se  lire  de  cette  pro- 
pr'cté»  . 277. 
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L’aire  de  la  parabole  est  égale  aux  deux  tiers  de  celle  du  rectangle  cir- 
conscrit , K°  278. 

Les  courbes  du  second  degré , le  cercle,  l’ellipse,  l’hyperbole  et  la  parabole, 
sont  a ppc  liées  aussi  sections  coniques.  379. 

Tracé  des  courbes  du  second  degré , id. 

CHAPITRE  II. 


TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES  , PROPRIÉTÉS  DES  -COURSES  DU 
SECOND  DEGRÉ. 

L’équation  la  plus  générale  du  second  degré  à deux  variables,  renferme 
1rs  secondes  et  les  premières  puissances  de  ces  variables,  ainsique  le  produit 

de 'ces  premières  puissances, 280. 

Les  formules  pour  la  transformation  des  coordonnées , ne  changent  point 

le  degré  de  l’équation  d’une  courbe, 281. 

Le  rayon  vecteur  est  une  droite  qui  part  d’un  point  fixe  ou  pôle , et  qui 

aboutit  à un  point  quelconque  d'une  courbe, 283. 

Discuter  l’équatiop  générale  du  second  degré  à deux  variables,  c’est  assi- 
gner  les  conditions  analytiques  auxquelles  cette  équation  doit  satislaire  pour 

représenter  telle  ou  telle  courbe  de  ce  degré , a84  à 288. 

Le  rectangle  construit  sur  les  axes  de  l’ellipse  est  équivalent  au  parallé- 
logramme construit  sur  ses  diamètres  conjugués, 289. 

Bans  l’ellipse,  la  somme  des  quarrés  des  diamètres  conjugués  est  égale  à la 

somme  des  quarrés  des  axes , 389. 

Dans  l’hyperbole , le  parallélogramme  construit  sur  les  diamètres  conjugués 

est  égal  au  rectangle  des  axes, 390. 

Et  la  différence  des  quarrés  des  diamètres  conjugués  est  égale  à celle  des 
quarrés  des  axes , td. 

Dans  la  parabole , les  quarrés  des  ordonnées  sont  proportionnels  aux  abs- 
cisses correspondantes , quel  que  soit  l’angle  des  coordonnées. 

La  tangente  étant  considérée  comme  une  sécante  pour  laquelle  les  deux 
points  d'intersection  avec  la  courbe  se  confondent,  on  en  déduit  les  for- 
mules qui  expriment  cette  condition  et  servent  par  conséquent  à représenter 
les  tangentes  aux  courbes  du  second  degré,  2g3. 

La  normale  est  lÿ  perpendiculaire  à la  tangente  menée  par  le  point  de 
contact,  jusqu’à  la  rencontre  de  l’axe  des  abscisses,  xg5. 

Le  sous-normale  est  la  portion  de  cet  axe  comprise  entre  le  pied  de  la 

normale  et  l’ordonnée, ■ 3g6. 

Si  le  grand  axe  d’une  ellipse  est  infini , cette  courbe  dégénéré  en  para- 
bole , et  l’un  des  rayons  vecteurs  devient  un  diamètre  et  est  parallèle  à cet 

axe, . , . 397. 

On  appelle  asymptotes  de  l’hyperbole,  deux  droites  qui  se  coupent  au 
centre  de  la  courbe  et  s’approchent  sans  cesse  de  ses  branches  , sans  jamais 
pouvoir  les  atteindre  , agg. 
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Equation  de  l’hyperbole  rapportée  à scs  asymptotes,  N°  398. 

' Propriété  de  celle  courbe , de  laquelle  dérive  un  moyen  très-simple  de 
lui  mener  une  tangente  lorsque  le  point  de  contact  est  donné , 398. 

CHAPITRE  III. 

PRINCIPES  DE  LA  QÉOMÉTKIE  AUX  TROIS  DIMENSIONS. 

L’équation  r“  = x>  -f-  y'  -J-  z*  représente  une  sphère  du  rayon  r;  on 
obtient  celle  des  intersections  de  la  sphère  par  les  trois  plans  coordonnés  en 
faisant  dans  la  première  successivement , je  = o 1 = 0 , 3oo. 

Les  équations  des  projections  d’une  droite  sur  les  plans  coordonnés  dé- 
terminent la  position  de  cette  droite  dans  l'espace  , 3oi. 

La  somme  des  quarrés  des  cosinus  des  angles  qu’une  droite  fait  avec  trois 
axes  rectangles  est  égale  à l’unité  ou  au  quarré  du  rayon  des  tables , 3o3. 

Le  cosinus  de  l’angle  de  deux  droites  est  égale  à la  somme  faite  des  pro- 
duits des  cosinus  des  angles  qu'elles  forment  respectivement  avec  chacun  des 
axes  rectangulaires , id. 

L'équation  du  plan  se  trouve  en  le  supposant  engendré  par  le  mouvement 
d’une  droite , tpumant  autour  d’une  autre  droite , et  faisant  constamment 
avec  elle  un  angle  droit , 3o4. 

On  détermine  le  cosinus  de  l'angle  de  deux  plans,  307. 

On  trouve  l’expression  de  la  plus  courte  distance  d’un  point  à un  plan , 3o8. 
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MÉCANIQUE. 

• , 

DEFINITIONS  ET  NOTIONS  PRELIMINAIRES. 

La  Mécanique  est  la  science  du  mouvement  et  de  l'équilibre  P N”  l. 

Toute  cause  qui  meut  ou  tend  à mouvoir^un  corps , se  nomme  force , id. 

Quand  des  forces  appliquées  à un  corps  se  détruisent  mutuellement , il  y 
a équilibre  , tl 

La  Statique  a pour  objet  l'équilibre  des  forces  appliquées  aux  corps 
solides , ! . 

La  Dynamique  considère  les  circonstances  du  mouvement  de  ces  corps  , id. 

U Hydrostatique  est  la  science  qui  traite  de  l’équilibre  des  fluides , id. 

H Hydrodynamique  est  celle  qui  considère  le  mouvement  des  fluides,  id. 

Une  force  unique  qui  ferait-mouvoirun  point  matériel  de  la  même  manière 
que  plusieurs  forces  ensemble,  se  nomme  la  résultante  de  ces  forces,  et 
celles-ci  s’appellent  les  composantes  de  cette  dernière , a. 

L’action  d’une  force  est  la  même,  en  quelque  point  de  sa  direction  qu’elle 
soit  appliquée , a. 


PREMIÈRE  SECTION. 

STATIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

COMPOSITION  P.T  DÉCOMPOSITION  DES  FORCES. 

La  résultante  de  deux  forces  quelconques  qui  agissent  sur  un  point  maté- 
riel , et  qui  sont  représentées  par  des  lignes  prises  sur  leur  direction  à partir 
de  ce  point,  est  pour  sa  grandeur  et  sa  direction,  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  ces  forées,  3,  4 et  5. 

Relation  entre  deux  forces , l’angle  de  leurs  directions  et  leur  résultante , 6. 

Deux  forces  et  leur  résultante  peuvent  être  représentées  chacune  par  le 
sinus  de  l’angle  formé  par  les  directions  des  deux  autres,  7. 

Trois  forces  non  situées  dans  un  même  plan , et  appliquées  à un  même 
point , ont  une  résultante  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la 
diagonale  du  parallélépipède  construit  sur  les  parties  des  directions  de  ces 
forces  qui  expriment  leurs  grandeurs  respectives,  à partir  de  leur  point  d’ap- 
plication , 8. 

On  peut  toujours  décomposer  une  force  en  trois  autres  respectivement 
parallèles  à trois  droites  données.  Chaque  composante  se  trouve  en  multi- 
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pliant  la  force  qu’on  veut  décomposer  par  le  cosinus  de  l’angle  que  sa  direc- 
tion fait  avec  l’axe  auquel  cette  composante  est  parallèle,  N"  9. 

Grandeur  et  direction  de  la  résultante  d’un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à un  même  point,  suivant  des  directions  données,  10. 

Expression  de  la  résultante  de  trois  forces  appliquées  à un  même  point,  et 
qui  ne  sont  pas  situées  dans  un  même  point,  11. 

Equations  qui  ont  lieu  dans  le  cas  de  l’équilibre  de  plusieurs  forces  appli- 
quées à un  même  point,  la. 

La  résultante  de  deux  forces  parallèles  qui  agissent  dans  le  même  sens , 
est  parallèle  aux  directions  de  ces  forces,  est  égalé  à leur  somme  ; et  les  dis- 
tances de  la  direction  de  cette  résultante  à celle  des  composantes,  sont  réci- 
proquement proportionnelles  à ces  composantes , i3. 

Ce  que  c’est  qu’un  couple,  ’ id. 

Décomposition  d’une  force  en  deux  autres  qui  lui  soient  parallèles  , i4. 

La  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles,  situées  ou  non  dans  un  même 
plan , est  égale  à la  somme  de  ces  forces , en  leur  donnant  des  signes  con-« 
venables,  i5. 


Des  moment , de  leur  usage  dans  la  composition  des  forces  , et  des 
équations  d'équilibre. 

Le  moment  d’une  force  est  le  produit  de  cette  force  par  distance  de  sa 
direction  à un  point,  à une  ligne  ou  à un  plan,  16. 

Le  moment  de  la  résultante  de  deux  ou  d’un  plus  grand  nombre  de  forces 
parallèles  situées  dans  un  même  plan,  est  égal  à la  somme  des  momens  de 
ces  forces,  16,  17  et  18. 

Expression  de  la  distance  de  la  direction  de  cette  résultante  à un  point 
pris  à volonté  dans  le  plan  de  ces  forces,  , f 17. 

Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  qui  ont  des  directions 
quelconques  dans  un  même  plan,  par  rapport  à un  point  de  ce  plan,  est 
égal  à la  somme  des  momens  de  ces  forces,  19. 

Equations  qui  déterminent  la  grandeur  et  la  direction  de  cette  résul- 
tante , 20. 

Equations  qui  ont  lieu  dans  l’équilibre  de  plusieurs  forces  situées  dans  un 
même  plan  , i°  quand  ce  système  est  libre  ; 2°  quand  il  estassujéti  à tourner 
autour  d'un  point  fixe , ' 20. 

Le  moment  de  la  résultante  de  plusieurs  forces  parallèles  non  situées  dans 
un  même  plan , par  rapport  â un  plan  parallèle  à leurs  directions , est  égal  à 
la  somme  des  momens  de  ces  forces , 2t. 

Formules- qui  déterminent  la  position  de  cette  résultante,  id. 

Si  ces  forces  parallèles  sont  égales , la  distance  de  leur  résultante  A un 
plan  devient  celle  de  la  distance  moyenne  respective  de  ces  mêmes  forces  à 
ce  plaïf  , . • • • 2 , 

Equations  qui  ont  lieti  dans  l’équilibre  de  plusieurs  forces  parallèles  , 
1"  quand  le  système  est  libre;  2° quand  il  ne  peut  que  tourner  autour  d’un 
axe  lixe;  3"  autour  d’un  point,  22. 
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Equations  qui  ont  lieu  dons  l’équilibre  de  plusieurs  forces  de  directions 
quelconques,  lorsque  le  système  est 4ibre,  et  lorsqu’il  ne  peut  que  tourner 
en  tout  sens  autour  d’un  point  lise  , N°  a3. 

De  la  pesanteur  et  des  centres  de  gravité . 

La  pesanteur  ou  la  gravité  est  la  force  avec  laquelle  tous  les  corps  aban- 
donnés i eux-mémes  s’approchent  de  la  terre,  suivant  des  directions  per- 
pendiculaires à sa  surface , 24. 

Le  poids  d’un  corps  est  proportionnel  à sa  masse  , id. 

Le  centre  de  gravité  d’un  corps  est  le  point  unique  par  lequel  passe  con- 
stamment la  direction  du  poids  de  ce  corps , quelle  que  soit  sa  position , 24. 

La  distance  du  centre  commun  de  gravité  de  plusieurs  corps , est  égale  à 
la  somme  des  momena  de  ces  corps,  divisé  par  la  somme  des  masses  , a5. 

Le  centre  de  gravité  de  tout  corps  homogène  est  à son  centre  de  figure  , a 6. 

Le  centre  de  gravité  du  contour  ou  de  l’aire  d’un  parallélogramme  est  à 
l'intersection  de  scs  diagonales  ; celui  de  la  circonférence  ou  de  l’aire  du 
cercle  est  à son  centre;  celui  de  la  surface  ou  du  volume  de  la  sphère  est 
au  centre,  • 26. 

Le  centre  de  gravité  du  contour  d’un  polygone , se  trouve  en  divisant  la 
somme  des  momens  de  ses  côtés  par  rapport  à deux  axes  pris  dans  son  plan , 
par  le  contour  du  polygone;  les  quotiens  seront  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité,  27. 

Le  centre  de  gravité  d’un  triangle  est  situé , à partir  d’un  de  scs  angles  , 
aux  deux  tiers  de  la  droite  menée  du  sommet  de  cet  angle  au  milieu  du  côté 
opposé , 28. 

La  distance  du  centre  de  gravité  d’un  triangle  à une  ligne  tirée  dans  le  plan 
du  triaqgle , ou  à un  plan  quelconque  , est  égale  au  tiers  de  la  somme  des 
distances  (jes  sommets  des  angles  du  triangle , à la  ligne  ou  au  plan  , 3o. 

Le  centre  de  gravité  de  l’aire  d’un  polygone  se  trouve  en  le  décomposant 
en  triangles,  3i. 

Si , à partir  de  la  plus  grande  base  du  trapèze,  on  prend  sur  la  droite  qui 
joint  le  milieu  des  bases  une  quatrième  proportionnelle  à la  somme  des  bases , 
à celte  somme  augmentée  de  la  plus  petite  , et  au  tiers  de  la  ligne  qui  joint 
les  milieux  des  bases,  on  aura  le  centre  de  gravité  du  trapèze,  3a. 

Le  centre  de  gravité  de  la  pyramide  triangulaire,  est  sur  la  droite  qui 
joint  le  sommet  d’un  de  scs  angles  avec  le  centre  de  gravité  de  la  face  op- 
posée,  aux  trois  quarts  de  la  longueur  de  cette  droite  , à partir  du  sommet 
de  l’angle,  33. 

Le  centre  de  gravité  d’une  pyramide  quelconque  , est  situé  aux  trois 
quarts  de  la  droite  menée  du  sommet  de  la  pyramide  au  centre  de  gravité 
delà  base,  à partir  du  sommet,  , . 54. 

La  distance  du  centre  de  gravité  d’une  pyramide  triangulaire  à uh  plan, 
est  le  quart  de  la  somme  des  distances  des  sommets  de  ses  angles  à ce  plan  , 55. 

Le  prisme  et  le  cylindre  ont  leur  centre  de  gravité  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  gravité  de  leurs  bases , 36. 
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Lç  centre  de  gravite  de  la  surface , ou  du  volume  d’un  cône  droit  t ou 
d’un  tronc  de  cône  droit  à bases  parallèles , est  le  même  que  celui  de  la 
section  faite  par  un  plan  passant  par  l'axe  du  tô ne , N°  35. 

Le  centre  de  gravité  d’un  arc  de  cercle  est  sur  le  rayon  qui  passe  par 
le  milieu  de  l’arc,  à une  distance  du  centre,  qui  est  une  quatrième  propor- 
tionnelle à la  longueur  de  l’arc,  à sa  corde  et  au  rayon,  37. 

Celui  de  l’aire  du  secteur  circulaire  est  sur  le  rayon  qui  le  partage  éga- 
lement , à une  distance  du  centre  qui  est  une  quatrième  proportionnelle  à 
l’arc  , à la  corde  et  aux  deux  tiers  du  rayon , 33. 

Celui  de  l’aire  du  segment  de  cercle,  est  sur  le  rayon  qui  le  partage 
également , à une  distance  du  centre  égale  au  douzième  du  cube  de  la  corde 
divisé  par  l’aire  du  segment , 39. 

Celui  d’une  calotte  sphérique  est  au  milieu  de  son  axe  , 4o. 

Celui  du  secteur  sphérique  est  sur  spn  axe,  à une  distance  de  centre 
égale  aux  trois  quarts  du  rayon  , moins  les  trois-huitièmes  de  la  hauteur  de 
la  calotte  , 4i. 

On  trouve  la  distance  du  centre  de  gravité  du  segment  sphérique  , en  di- 
visant son  moment  par  sou  volume,  42.  , 

Usage  de  t centres  de  gravite  pour  déterminer  les  surfaces  et  les 
volumes  des  solides  de  révolution. 

La  surface  qu’engendre  une  courbe  plane , en  tournant  autour  d’un  axe 
situé  dans  son  plan,  est  égale  au  produit  de  la  courbe  par  le  chemin  que 
parcourt  son  centre  de  gravité , 43. 

Le  solide  engendré  par  la  révolution  d’une  figure  plane  autour  d’un  axe 
situé  dans  son  plan  , est  égal  au  produit  de  l’aire  génératrice  par  la  circon- 
férence décrite  par  son  centre  de  gravité  , 44. 

Ces  deux  principes  constituent  la  méthode  centrobarique.  j 

CHAPITRE  U. 

DES  MACHINES. 

De  l'équilibre  des  forces  qui  agissent  les  unes  sur  les  autres  par  te 
moyen  des  cordes. 

Si  deux  forces  tendent  une  corde  appuyée  sur  un  point  fixe , la  pression 
sur  ce  point  divise  en  deux  parties  égales  l’angle  formé  par  les  deux  parties 
de  la  corde  qui  sont  aldrs  également  tendues , 48. 

Equilibre -dans  le  polygone  funiculaire  , 4g. 

Si  une  force  agit  au  moyen  d’une  corde , suivant  une  direction  non  verti- 
cale , la  corde  ne  transmettra  pleinement  l’action  de  cette  force , qu’autant  que 
la  verticale , menée  par  le  point  du  concours  des  tangentes  aux  extrémités  de 
la  courbe.décrite  par  la  corde  , divisera  également  l’angle  de  ces  tangentes , 5o. 

Une  corde  'pesante  ne  peut  jamais  être  exactement  tendue , si  ce  n'est 
dans  une  direction  verticale,  5i. 
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Du  Levier. 


Le  levier  est  une  verge  inflexible  droite  ou  courbe , qu’on  suppose  ne 
pouvoir  que  tourner  autour  d’un  point  d’appui,  N°  5a. 

Deux  puissances  qui  tendent  à faire  tourner  un  levier  en  sens  contraires  , 
et  qui  se  font  équilibre,  sont  en  raison  réciproque  de  leurs  distances  au 
point  d’appui , 5a. 

Si  l’appui  est  entre  le  poids  et  la  puissance,  le  levier  est  de  la  première 
espèce  ; il  est  de  la  seconde , si  le  poids  est  entre  l’appui  et  la  puissance  ; et 
de  la  troisième , si  la  puissance  est  entre  l’appui  et  le  poids , 53. 

La  balance  est  un  levier  de  la  première  espèce  , 54. 

La  romaine  est  un  levier  de  la  première  espèce , dont  les  bras  sont  iné- 
gaux, 55. 

Des  Poulies  et  Moufflcs. 

La  poulie  est  une  roue,  dont  la  circonférence  est  creusée  en  gorge  pour 
recevoir  une  corde  , et  qui  est  traversée  par  un  axe  porté  par  les  branches 
d’une  chaj>e  , 56. 

La  puissance  est  égale  au  poids  dans  l’équilibre  de  la  poulie  fixe,  qui 
ne  sert  qu'à  changer  la  direction  de  la  puissance;  56. 

Lorsqu’une  puissance  soutient  un  point,  au  moyen  d’un  système  de  pou- 
lies mobiles  embrassées  chacune  par  un  cordon  attaché  , d’une  part  à un 
point  fixe,  et  de  l’autre  au  centre  de  la  poulie  voisine,  la  puissance  est  au 
poids,  comme  le  produit  des  rayons  des  poulies  mobiles  est  au  produit  des 
soutendantes  des  arcs  enveloppés  de  ees  poulies , 5y. 

La  mouffle  est  un  système  de  poulies  assemblées  dans  une  même  chape; 
on  emploie  deux  moufflcs,  l’une  fixe,  l’autre  mobile  et  attachée  à la  résis- 
tance. 11  y a équilibre , quand  la  puissance  égale  le  poids  divisé  par  la 
somme  des  cosinus  des  angles  que  font,  avec  la  verticale,  les  cordons  qui 
vont  d'une  mouffle  à l’autre , , - 58. 

. De  l'Equilibre  dans  le  tour  , treuil  ou  cabestan. 

Le  tour  est  composé  d’un  cylindre  et  d’une  roue  qui  ont  même  axe  ; 
l’équilibre  a lieu  quand  la  puissance  est  au  poids , comme  le  rayon  du  cy- 
lindre est  au  rayon  de  la  roue , 5g,  So. 

La  chèvre  est  composée  d’un  cabestan  et  d’un  équipage  de  mouffles;  il  y 
a équilibre , quand  la  puissance  est  au  poids , comme  le  rayon  du  cabestan 
est  à autant  de  fois  la  longueur  du  bras  de  levier  qu’il  y a de  brins , 6a. 

Le  cric  est  composé  d’une  barre  de  fer  dentée  d’un  cité , et  engrénant 
dans  un  pignon  qu’on  fait  tourner  au  moyen  d’une  manivelle.  11  y a équi- 
libre, quand  la  puissance  est  au  poids,  comme  le  rayon  du  pignon  est  au 
rayon  de  la  circonférence  que  la  manivelle  tend  à décrire , 63. 

De  l’Equilibre  sur  les  plans. 

Un  corps  qui  ne  touche  un  plan  qu’en  un  point  , ne  peut  demeurer  eu 
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équilibre , qu’autant  que  les  forces  qui  le  sollicitent  sont  réductibles  à une 
seule  dirigée  au  point  d’appui  perpendiculairement  au  plan  , N°  65. 

Lorsqu’une  puissance  retient  un  corps  pesant  en  équilibre  sur  un  plan 
incliné , la  puissance  çst  au  poids  de  ce  corps  , comme  le  sinus  de  l’incli- 
naison du  plan  à l’horizon  est  au  cosinus  de  l’angle  que  la  direction  de  la 
puissance  fait  avec  le  plan,  ou  comme  la  hauteur  du  plan  est  à sa  lon- 
gueur , 66. 

Un  corps  ne  peut  être  en  équilibre  entre  deux  plans  inclinés  , qu’antant 
qu’il  se  trouve,  dans  la  verticale  qui  passe  par  le  centre  de  gravité,  un  point 
d’où  l’on  puisse  abaisser  sur  chaque  plan  une  perpendiculaire  qui  ne  laisse 
pas  d’un  même  côté  tous  les  points  de  contact  du  corps  avec  le  plan,  il  faut 
aussi  que  c es  perpendiculaires  soient  dans  un  même  plan  vertical , 67. 

De  la  Fis. 

La  vis  est  un  cylindre  droit  enveloppé  d’un  filet  uniforme  qui  fait  par- 
tout un  même  angle  avec  la  génératrice  du  cylindre , 68. 

L e pas  est  l’intervalle  entre  deux  filets  consécutifs,  mesuré  parallèlement 
à l’axe , 68. 

L’équilibre  a lieu  quand  la  puissance  appliquée  à l’écrou  est  au  poids  dont 
l’écrou  est  chargé , comme  le  pas  de  la  vis  est  à la  circonférence  que  la  puis- 
sance tend  à décrire , ' 69. 


Du  Coin. 

Le  coin  est  un  prisme  triangulaire  dont  la  face  la  plus  étroite  s’appelle 
la  tête,  c’est  l’arête  opposée  à la  tête  qui  est  le  tranchant  du  coin,  71. 

La  théorie  de  la  décomposition  des  forces  conduit  à l'équation  d’équi- 
libre dans  le  coin,  71. 

Du  Frottement. 

b ■ 

Le  frottement  est  Ta  résistance  qu’on  éprouve' à faire  glisser  un  corps  sur 
un  autre,  75.' 

Si  on  place  un  corps  sur  un  plan,  et  qu’on  l’incline  jusqu’à  ce  que  le 
corps  soit  prêt  à glisser , le  rapport  de  la  hauteur  du  plan  à sa  base  sera  le 
rapport  du  frottement  à la  pression  pour  les  deux  substances , 73. 

Plus  on  diminue  le  rayon  de  l’essieu  dans  le  tour,  en  lui  conservant  la 
solidité  nécessaire , plus  le  frottement  diminue  , . 74. 

Les  équations  d’équilibre  dans  les  mouilles  , le  plan  incliné,  la  vis,  étant 
couvenablemeet  modifiées  , font  connaître  la  puissance  nécessaire  pour  vaincre 
le  frottement  dans  les  machines  simples  , 75,  76. 
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SECTION  II. 

DYNAMIQUE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Du  mouvement  uniforme. 

Le  mouvement  d'un  point  matériel  est  uniforme , s’il  parcourt  des  espaces 
égaux  en  temps  égaux , K°  77. 

La  vitesse  est  l’espace  que  parcourt  uniformément  un  corps  pendant  un 
temps  pris  pour  unité  , 77. 

La  force  d’un  corps  est  égale  au  produit  de  sa  vitesse  par  sa  masse , 78. 

L’espace  parcouru  d’un  mouvement  uniforme,  pendant  un  temps  quel- 
conque, est  égal  au  produit  de  la  vitesse  multipliée  par  le  temps,  79. 

Du  Mouvement  uniformément  accéléré. 

Le  mouvement  uniformément  accéléré , est  celui  d’un  point  matériel 
soumis  continuellement  à l’action  d'une  force  constante , 80. 

Dans  ce  mouvement,  la  vitesse  acquise  au  bout  d’un  temps  quelconque 
est  égale  au  produit  de  la  force  accélératrice  par  le  temps  ; et  l’espace  par- 
couru est  égal  au  produit  de  la  moitié  de  la  force  accélératrice  par  le  quarré 
du  temps,  . 81. 

Les  espaces  parcourus  pendant  les  secondes  successives,  sont  entre  eux 
comme  les  nombres  impairs,  83. 

Le  mouvement  vertical  des  corps  pesans  est  uniformément  accéléré , 84. 

Du  mouvement  des  corps  pesans  le  long  des  plans  inclinés. 

V. 

Un  corps  qui  a parcouru  la  longueur  d’un  plan  incliné , a acquis  la  même 
vitesse  que  s’il  était  tombé  librement  d’une  quantité  égale  à la  hauteur  du 
plan , 86. 

Si  deux  corps  pesans  partent  en  même  temps  du  sommet  commun  de  deux 
plans  inclinés  pour  les  parcourir , ils  arrivent  en  même  temps  aux  extrémités 
des  perpendiculaires  abaissées  sur  ces  plans  d’un  même  point  de  leur  hau- 
teur, 87. 

Les  temps  employés  par  deux  corps  à parcourir  les  longueurs  de  deux  plans 
inclinés,  sont  entre  eux  comme  les  longueurs  de  ces  plans,  divisées  par  les 
racines  quarrées  de  leurs  hauteurs,  88. 

« 

CHAPITRE  II. 


Du  mouvement  des  projectiles  dans  le  vide. 

Un  projectile  est  un  corps  lancé  suivant  une  direction  quelconque,  et  qui 
obéit  en  même  temps  à la  pesanteur,  89. 
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La  ligne  qu’il  parcourt  est  une  courbe  plane  et  verticale  nommée  trajec- 
loire , N°  90. 

L’équation  de  cette  courbe  fait  voir  qu’elle  est  symétrique  par  rapport  à 
un  axe  vertical , 91. 

On  obtient  les  mêmes  portées  avec  deux  angles  complémens  l’un  de  l’autre 
ou  également  éloignés  d’un  demi-droit,  91. 

La  charge  de  la  poudre  étant  la  même , la  portée  est  1»  plus  grande , lors- 
que l’angle  de  projection  est  la  moitié  d’un  angle  droit,  ‘ 91. 

Du  tir  de  but  en  blanc. 

Le  tir  de  but  en  blanc  s’exécute  en  dirigeant  la  ligne  de  mire  sur  l'objet 
qu’on  veut  atteindre,  93. 

La  ligne  de  mire  naturelle  rase  la  partie  supérieure  de  la  plate-bande  de 
culasse  et  le  point  le  plus  élevé  du  bourrelet , 92. 

La  hausse  placée  derrière  la  culasse  peut  s’élever  jusqu’à  18  lignes,  93. 

h’ angle  de  mire  est  celui  que  fait  cette  ligne  avec  la  ligue  de  tir,  ou  l’axe 
prolongé , 92. 

La  distance  de  la  bouche  au  point  où  le  projectile  coupe  pour  la  seconde 
fois  la  ligne  de  mire,  s’appelle  portée  de  but  en  blanc  , ' 93. 

L’application  des  principes  de  la  géométrie  et  de  la  trigonométrie  donne  la 
solution  des  problèmes  suivans  , 93. 

Connaissant  la  hausse  et  les  dimensions  du  canon , trouver  l’angle  de 
mire , g3. 

Connaissant  les  dimensions  de  la  pièce  et  son  inclinaison  à l’horizon,  trou- 
ver l’équation  de  la  ligne  de  mire,  ' g4. 

Connaissant  la  hausse,  les  dimensions  de  la  pièce,  l’angle  de  projection  et 
la  charge,,  trouver  la  portée  de  but  en  blanc , 95. 

Trouver  la  relation  entre  la  hausse  et  l’angle  de  projection  ,T  96. 

Jusqu’à  une  charge  égale  à la  moitié  du  poids  du  boulet,  les  vitesses  impri- 
mées sont  entre  elles  comme  les  racines  quarrées  des  charges  de  poudre  divisées 
par  les  racines  quarrées  des  poids  des  boulets , 97. 

Un  boulet  de  a4  liv.  est  chassé  par  une  charge  de  8 liv.  avec  une  vitesse  de 
35om;  et  une  balle  de  18  à la  livre  reçoit  d’une  charge  de  ^ de  liv.  une 
vitesse  de  5oom,  97. 

Les  portées  d’une  même  pièce  sous  un  même  angle,  croissent  comme  les 
racines  quatrièmes  des  charges , „ 97. 

Du  mouvement  d’un  point  pesant  dans  une  courbe  verticale , et  des 
oscillations  des  pendules  simples. 

Un  point  sans  pesanteur  parcourant  les  côtés  successifs  d’un  polygone , perd 
à la  rencontre  de  chaque  côté  une  partie  de  sa  vitesse  actuelle,  égale  au  pro- 
duit de  cette  vitesse]  par  le  sinus  verse  de  l’angle  que  fait  le  côté  parcouru 
avec  celui  que  le  point  va  parcourir,  1 98. 

Donc  cette  perte  est  infiniment  petite  dans  les  courbes. 

35 
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Un  corps  pesant  qui  descend  dans  une  courbe  verticale  en  vertu  de  sa 
pesanteur,  a , en  un  point  quelconque , la  même  vitesse  que  s’il  était  tombé 
d’une  hauteur  égale  à celle  de  l’arc  parcouru , et  son  mouvement  ést  indé- 
pendant de  la  nature  de  la  courbe  , ;N°  98. 

Dans  le  cercle , les  vitesses  acquises  par  deux  points  pesans  sont  comme 
les  cordes  des  arcs  parcourus , 98. 

Le  pendule  simple  est  un  très-petit  corps  d’une  grande  densité,  suspendu 
par  un  fil  très-délié  à un  point  fixe , 99. 

Les  oscillations  dans  de  petites  portions  d'une  circonférence,  sont  iso- 
chrones, 100. 

Les  nombres  d’oscillations  que  deux  pendules  différent  peuvent  faire  dans 
un  même  temps  et  dans  un  même  lieu , sont  en  raisons  inverses  des  racines 
quarrées  des  longueurs  de  ces  pendules,  101. 

Quand  le  pendule  et  sa  verge  ont  des  masses  sensibles , le  pendule  est 
composé  j jo a. 

Des  forces  centrales. 

La  force  centripète  d’un  corps  libre,  ou  sa  force  centrifuge,  s’il  est  re- 
tenu , est  au  poids  du  corps , comme  la  hauteur  due  à la  vitesse  est  à la  moitié 
du  rayon  de  la  circonférence  que  ce  corps  décrit,  io3. 

Propriétés  du  centre  de  gravité. 

Si  plusieurs  corps  libres  ont  des  mouvement  rectilignes  parallèles  entre 
eux  et  uniformes,  leur  centre  commun  de  gravité  est  mu  parallèlement  aux 
directions  des  corps , avec  une  vitesse  égale  à la  somme  des  quantités  de  mou- 
vement des  corps,  divisée  par  la  somme  des  masses,  io4. 

Si  les  corps  ont  des  directions  rectilignes  quelconques , le  mouvement  de 
leur  centre  commun  de  gravité  est  rectiligne , uniforme , et  le  même  que 
si  toutes  les  forces  lui  étaient  appliquées  chacune  parallèlement  à sa  direc- 
tion , io5. 

Si  les  corps  étaient  liés  entre  eux , le  centre  de  gravité  serait  encore  mu 
de  la  même  manière  que  s’ils  étaient  libres,  106. 

Lorsque  la  force  transmise  à un  système  invariable  passe  par  son  centre 
de  gravité , toutes  les  parties  du  système  ont  des  vitesses  égales , 107. 

Si  la  force  transmise  à un  corps  ne  passe  pas  par  son  centre  de  gravité , 
outre  son  mouvement  de  translation,  le  corps  prend  encore  un  mouvement 
de  rotation  autour  de  son  centre  de  gravité,  108. 

De  la  forcé  d'inertie  et  du  choc  des  corps. 

En  vertu  de  la  force  <f inertie,  un  corps  en  repos  ou  en  mouvement,  ré- 
siste à son  changement  d’état;  elle  est  proportionnelle  à la  masse,  109. 

Les  corps  durs  sont  «eux  dont  aucune  force  appliquée  extérieurement  ne 
peut  clianger  la  forme , 1 10. 

Les  corps  élastiques  qui  peuvent  être  comprimés,  reprennent  leur  première 
forme  par  les  mêmes  degrés  de  force  par  lesquels  ils  l’ont  perdue,  110. 
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Le  choc  direct  se  fait  suivant  une-droite  qui  passe  par  le  centre  de  gravite 
des  corps  perpendiculairement  au  plan  tangent  aux  surfaces  des  daux  corps , 
au  point  de  rencontre  de  ces  deux  surfaces,  N°  ito. 

Deux  corps  durs  qui  se  choquent  en  sens  contraire  avec  des  vitesses  égales , 
demeurent  en  repos  après  le  choc , 110. 

Deux  corps  qui  se  choquent  en  sens  contraires  et  se  font  équilibre , ont  des 
quantités  de  mouvement  égales  entre  elles , 111. 

La  vitesse  des  corps  durs,  apres  le  choc,  est  égale  à la  somme  de  leurs 
quantités  de  mouvement  avant  le  choc,  divisée  par  la  somme  de  leurs 
masses,  . 11a. 

La  somme  des  quantités  de  mouvement  après  le  choc,  est  la  même  qu’avant 
le  choc  ; et  la  vitesse  du  centre  de  gravité  des  deux  corps , après  le  choc , est 
la  même  qu’avant  le  choc,  lia. 

Pour  avoir  les  vitesses  de  deux  corps  élastiques  après  le  choc,  il  faut  du 
double  de  la  vitesse  que  ces  corps  auraient  après  le  choc,  s’ils  étaient  sans 
ressort,  retrancher  la  vitesse  que  chacun  d’eux  avait  avant  le  choc,  n3. 

La  vitesse  du  centre  commun  de  gravité  de  deux  corps  élastiques  après  le 
choc , est  la  même  qu’avant  le  choc , 1 13. 

Dans  le  choc  des  Corps  élastiques , la  somme  des  produits  de  chaque  masse , 
par  le  quarré  de  la  vitesse  après  le  choc , '.est  égale  à la  somme  des  produits 
de  chaque  masse  par  le  quarré  de  sa  vitesse  avant  le  choc , 1 14. 

On  entend  par  force  vive  d’un  corps , le  produit  de  sa  masse  par  le  quarré 
de  sa  vitesse. 

La  vitesse  avec  laquelle  les  corps  élastiques  s'éloignent  l’un  de  l’autre  après 
le  choc,  est  égale  à celle  avec  laquelle  ils  s’approchaient  l’un  de  l’autre  avant 
le  choc.  n4. 

SECTION  III. 

HYDROSTATIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

Uue  masse  fluide  est  un  amas  de  particules  matérielles  d’une  extrême 
ténuité,  parfaitement  mobiles  en  tout  sens,  n5. 

On  distingue  deux  sortes  de  fluides,  les  fluides  incompressibles  et  les 
fluides  compressibles  ou  élastiques , ll5. 

Si  les  molécules  d’une  masse  fluide  contenue  dans  un  vase  ouvert,  sont 
sollicitées  par  la  pesanteur  seule,  et  si  la  surface  du  fluide  est  de  niveau , 
toute  la  masse  est  en  équilibre , 116. 

La  pression  qu’éprouve  en  tout  sens  une  molécule  d’un  fluide  pesant  eu 
équilibre  dans  un  vase , est  égale  au  poids  d’un  filet  vertical  de  ce  fluide  qui 
aurait  pour  hauteur  la  distance  de  cette  molécule  au  plan  de  la  surface  supé- 
rieure du  fluide,  118.  * 

* I 

La  pesanteur  spécifique  d’un  corps  est  le  poids  de  l’unité  de  volume  de 
ce  corps,'  , * ' ng. 
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Le  poids  d’un  corps  est  le  produit  de  sa  pesanteur  spécifique  par  son 
yolume,  . * N°  11g. 

La  densité  d’un  corps  est  la  masse  de  l’unité  de  volume  de  ce  corps, id. 

La  pression  qu’un  fluide  pesant  exerce  sur  une  surface  plane , située 
comme  on  voudra,  est  égale  au  produit  de  celte  surface  multipliée  par  la 
distance  de  son  centre  de  gravité  au  plan  de  niveau,  et  par  la  pesanteur 
spécifique  du  fluide , 120. 

Lorsqu’un  corps  de  forme  quelconque  est  en  tout  ou  en  partie  dans  un 
fluide  pesant , il  s’y  trouve  sollicité  par  sa  pesanteur,  et  par  une  infinité  'de 
pressions  perpendiculaires  à la  surface  de  la  ■partie  submergée;  toutes  ces 
forces  doivent  se  détruire  pour  qu’il  y ait  équilibre, 122. 

La  résultante  des  forces  Verticales  provenant  des  pressions  du  fluide,  passe , 
dans  le  cas  d’équilibre,  parle  centre  de  gravité  de  la  partie  submergée  , ia3. 

Si  nn  corps  d’une  pesanteur  spécifique  moindre  que  celle  d’un  fluide,  est 
en  équilibre  sur  le  fluide,  le  poids  du  corps  est  égal  au  poids  du  volume  du 
fluide  déplacé , ta5. 

Pour  évaluer  en  grammes  le  poids  du  volume  d’une  substance,  il  faut 
multiplier  sa  pesanteur  spécifique  par  son  volume  évalué  en  centimètres 
cubes. n3. 


CHAPITRE  II. 

De  l’Air,  du  Baromètre  et  de  son  usage  dans  la  mesure  des 
hauteurs. 

L’air  est  un  fluide  transparent,  compressible  dans  le  rapport  des  poids  qui 
le  chargent , élastique  ; et  dilatable  de  ^ de  son  volume  par  chaque  degré 
dn  thermomètre  centigrade, 124. 

Le  baromitre  indique  que  la  pression  de  l’atmosphère  augmente  ou  dimi- 
nue suivant  l’élévation  on  Rabaissement  de  la  colonne  de  mercure , ia4. 

Cet  instrument  peut  donc  servir  à mesurer  les  hauteurs  en  tenant  compte , 
suivant  une  formule  connue,  des  différentes  circonstances  météorologiques * 
qui  ont  lieu  pendant  l’opération,  îa5- 


FIN  DE  LA  TABLE  DES  PRINCIPES. 
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